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New error estimates of the averaging method for multifrequency systems of higher approximations with
delays in slow and fast variables have been proved. The main assumption is imposed on the vector of
harmonics and its derivatives along the solution of the averaged system of zero approximation.

Доведено новi оцiнки похибки методу усереднення для багаточастотних систем вищих набли-
жень iз запiзненням у повiльних та швидких змiнних. Основне припущення при цьому наклада-
ється на вектор частот та його похiднi вздовж розв’язку усередненої системи нульового на-
ближення.

Розглянемо багаточастотну систему диференцiальних рiвнянь iз запiзненням вигляду

dx

dτ
=

r∑
k=0

εkak(x, x∆, τ) + εr+1A(x, x∆, ϕ, ϕ∆, ε),

(1)

dϕ

dτ
=

r∑
k=0

εk−1bk(x, x∆, τ) + εrB(x, x∆, ϕ, ϕ∆, ε),

в якiй x = x(τ, ε) ∈ D ⊂ Rn, ϕ = ϕ(τ, ε) ∈ Rm, τ ∈ [0, L], ε ∈ (0, ε0] — малий параметр,
∆ = const > 0, x∆ = x(τ − ∆, ε), ϕ∆ = ϕ(τ − ∆, ε), D — вiдкрита обмежена область,
дiйснi функцiї ak, bk, k = 0, r, A, B обмеженi сталою σ1 i задовольняють умову Лiпшиця
по x, x∆, ϕ, ϕ∆ зi сталою σ̃1 на множинi G = D2 ×R2m × [0, L]× (0, ε0].

У монографiї [1] на пiдставi рiвномiрних оцiнок осциляцiйних iнтегралiв обґрунтова-
но метод усереднення за всiма швидкими змiнними для систем вигляду (1) без запiзнення
i вивчено його застосування до розв’язання крайових задач. Дослiдженню схем усеред-
нення для рiзних класiв багаточастотних систем iз запiзненням присвячено працi [2 – 6].
Вiдмiтимо також статтю [7], в якiй деякi результати з [1] розповсюджено на випадок ко-
ливних систем iз лiнiйно перетвореним аргументом.

У данiй роботi одержано ефективнi оцiнки похибки методу усереднення для (1) за
всiма швидкими змiнними ϕ, ϕ∆.

Припустимо, що (n+m)-вимiрна вектор-функцiяC(y, θ, τ, ε) = (A(y, θ, τ, ε), B(y, θ, τ, ε))
належить класу майже перiодичних по θ функцiй, якi розкладаються в рiвномiрно по θ
збiжний у G ряд Фур’є

C(y, θ, τ, ε) =
∞∑
s=0

Cs(y, τ, ε)ei(λs,θ), (2)
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де y = (x, x∆) ∈ D2, θ = (ϕ,ϕ∆) ∈ R2m, i =
√
−1 — уявна одиниця, (λs, θ) — скалярний

добуток в R2m, λ0 = 0, λs 6= 0 при s ≥ 1.
Задамо для (1) початкову умову

x(τ, ε) = f(τ), ϕ(τ, ε) = g(τ, ε) +
1
ε

τ∫
0

Ω(t)dt, τ ∈ [−∆, 0]. (3)

Тут f, g, Ω — неперервно диференцiйовнi по τ ∈ [−∆, 0] функцiї,

∥∥∥∥dg(τ, ε)dτ

∥∥∥∥ ≤ σ1, (τ, ε) ∈ [−∆, 0]× (0, ε0]. (4)

Розглянемо усереднену по ϕ, ϕ∆ систему

dx̄

dτ
=

r∑
k=0

εkak(x̄, x̄∆, τ) + εr+1A0(x̄, x̄∆, τ, ε),

(5)

dϕ̄

dτ
=

r∑
k=0

εk−1bk(x̄, x̄∆, τ) + εrB0(x̄, x̄∆, τ, ε),

в якiй x̄ = x̄(τ, ε), ϕ̄ = ϕ̄(τ, ε), x̄∆ = x̄(τ −∆, ε),

(A0(ȳ, τ, ε), B0(ȳ, τ, ε)) = C0(ȳ, τ, ε) = lim
T→∞

T−2m

T∫
0

. . .

T∫
0

C(ȳ, θ, τ, ε)dθ1 . . . dθ2m,

ȳ = (x̄, x̄∆),

C0 визначається формулою (2), i вiдповiдну їй початкову умову

x̄(τ, ε) = f(τ), ϕ̄(τ, ε) = g(τ, ε) +
1
ε

τ∫
0

Ω(t)dt, τ ∈ [−∆, 0]. (6)

Враховуючи умови (4), (6), iз рiвнянь (1) i (5) знаходимо

‖x(τ, ε)− x̄(τ, ε)‖ ≤ σ̃1(r + 1)

τ∫
0

[‖x(t, ε)− x̄(t, ε)‖+

+ ‖x(t−∆, ε)− x̄(t−∆, ε)‖] dt+ εr+12σ1.
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Оскiльки

τ∫
0

‖x(t−∆, ε)− x̄(t−∆, ε)‖ dt =

τ−∆∫
−∆

‖x(t, ε)− x̄(t, ε)‖ dt =

=

τ−∆∫
0

‖x(t, ε)− x̄(t, ε)‖ dt ≤
τ∫

0

‖x(t, ε)− x̄(t, ε)‖ dt,

то на пiдставi нерiвностi Гронуолла – Беллмана отримуємо оцiнку

‖x(τ, ε)− x̄(τ, ε)‖ ≤ σ2ε
r+1

для всiх (τ, ε) ∈ [0, L]× (0, ε0], σ2 = 2σ1e
2σ̃1(r+1)L. Остання оцiнка приводить до нерiвностi

‖ϕ(τ, ε)− ϕ̄(τ, ε)‖ ≤ (σ̃1σ2(r + 1) + 2σ1)εr, (τ, ε) ∈ [0, L]× (0, ε0].

Таким чином, вектор-функцiя U(τ, ε) = (x(τ, ε)− x̄(τ, ε), εϕ(τ, ε)− εϕ̄(τ, ε)) задовольняє
оцiнку

‖U(τ, ε)‖ ≤ σ̃2ε
r+1, τ ∈ [0, L], ε ∈ (0, ε0] (7)

зi сталою σ̃2 = 2σ1 + σ2 + σ̃1σ2(r + 1) при умовi, що крива x̄ = x̄(τ, ε) належить D разом

зi своїм ρ1-околом при (τ, ε) ∈ [−∆, L]× (0, ε0] i ε0 ≤
(
ρ1

2σ2

) 1
r+1

.

Нижче встановимо достатнi умови для покращення оцiнки (7) вiдносно порядку по ε,
замiнивши її оцiнкою вигляду

‖U(τ, ε)‖ ≤ σ2
∼
εr+1+α, (τ, ε) ∈ [0, L]× (0, ε0],

де α — деяке додатне число, яке менше вiд одиницi.
Розглянемо допомiжну задачу

dξ

dτ
= a0(ξ, ξ∆, τ),

(8)
ξ(τ) = f(τ), τ ∈ [−∆, 0],

i припустимо, що її розв’язок ξ = ξ(τ) визначений i належить D при всiх τ ∈ [−∆, L].
Оскiльки D — вiдкрита область, то крива ξ = ξ(τ) належить D разом iз деяким своїм
ρ-околом, ρ > 0. Вважатимемо також, що

Ω(τ) ∈ C 2m
[−∆,0], f(τ) ∈ C 2m

[−∆,0],

(9)

a0(y, τ) ∈ C 2m−1
(
D2 × [0, L], σ1

)
, b0(y, τ) ∈ C 2m

(
D2 × [0, L], σ1

)
.
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Тут через C l
(
D2 × [0, L], σ1

)
позначено множину вектор-функцiй, якi мають неперервнi i

обмеженi в D2 × [0, L] сталою σ1 частиннi похiднi по y, τ до порядку l включно.
Нехай

|S1(τ)| ≥ σ0 = const > 0, τ ∈ (0,∆),
(10)

|S2(τ)| ≥ σ0, τ ∈ (∆, L), τ 6= j∆, j = 2, 3, . . . ,

де S1(τ) i S2(τ) — визначники Вронського вiдповiдно систем 2m функцiй

ω1(ξ, ξ∆, τ), . . . , ωm(ξ, ξ∆, τ),Ω1(τ −∆), . . . ,Ωm(τ −∆)

i
ω1(ξ, ξ∆, τ), . . . , ωm(ξ, ξ∆, τ), ω1(ξ∆, ξ2∆, τ −∆), . . . , ωm(ξ∆, ξ2∆, τ −∆).

Тут Ω(τ) = (Ω1(τ), . . . ,Ωm(τ)) , ω(x, y, τ) = (ω1(x, y, τ), . . . , ωm(x, y, τ)) ≡ b0(x, y, τ), ξ =
= ξ(τ), ξ∆ = ξ(τ −∆), ξ2∆ = ξ(τ − 2∆).

Очевидно, що

‖x̄(τ, ε)− ξ(τ)‖ ≤ σ̄2ε, (τ, ε) ∈ [0, L]× (0, ε0], (11)

де σ̄2 = σ1(r + 1)e2σ̃1L, тому при ε0 ≤ ρ(2σ̄2)−1 крива x̄ = x̄(τ, ε) належить D разом зi

своїм ρ1 =
1
3
ρ-околом при τ ∈ [−∆, L], ε ∈ (0, ε0].

Iз вихiдної та усередненої систем дiстанемо нерiвнiсть

‖U(τ, ε)‖ ≤ σ3

τ∫
0

‖U(t, ε)‖ dt+ εr+1
∞∑
s=1

∥∥∥∥∥∥
τ∫

0

Cs(ȳ(t, ε), t, ε)ei(λ̃s,ψ̃(t,ε))×

×e
i(λs
∼
,ψ
∼

(t,ε))
exp

 i

ε

t∫
∆

(λs, ω̃(l))dl

 dt

∥∥∥∥∥∥ , (12)

в якiй (λ̃s, λs
∼

) = λs — 2m-вимiрний вектор, λ̃s i λs
∼

— m-вимiрнi вектори, ȳ(τ, ε) = (x̄(τ, ε),

x̄(τ −∆, ε)), σ3 = σ̃1(r + 2),

ψ̃(τ, ε) = ϕ̄(τ, ε)− 1
ε

τ∫
∆

ω̄(t)dt, ψ
∼
(τ, ε) = ϕ̄(τ −∆, ε)− 1

ε

τ∫
∆

ω
−
(t)dt,

ω̄(τ) = ω(ξ(τ), ξ(τ −∆), τ), ω
−
(τ) = Ω(τ −∆) при τ ∈ [0,∆] i ω

−
(τ) = ω̄(τ −∆) при τ > ∆, а

2m-вимiрний вектор ω̃(τ) визначається рiвнiстю ω̃(τ) = (ω̄(τ), ω
−
(τ)).

Згiдно iз зробленими вище припущеннями координати вектора ω̃(τ) мають неперерв-
нi на (−∆, 0), (0,∆), (∆, 2∆), . . . , (l∆, L) обмеженi похiднi до порядку 2m. Тут l — цiла час-

тина числа
L

∆
. Тому на вказаних множинах функцiя ω̃(τ) та її похiднi до порядку 2m − 1
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рiвномiрно неперервнi. Враховуючи припущення (10), можемо записати рiвномiрну оцiн-
ку осциляцiйного iнтеграла [1, с. 18]∥∥∥∥∥∥

τ∫
τ̄

F (t) exp

 i

ε

t∫
∆

(λs, ω̃(l))dl

 dt

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤ σ̃0ε

1
2m

[(
1 +

1
‖λs‖

)
sup ‖F (t)‖+

1
‖λs‖

sup
∥∥∥∥dF (t)

dt

∥∥∥∥ ] (13)

для всiх λs 6= 0, ε ∈ (0, ε0], τ ∈ [0, L], τ̄ ∈ [0, L] при досить малому ε0 > 0 зi сталою σ̃0, не

залежною вiд λs, ε, F, τ̄ . Тут супремум береться по t ∈ [0, L], а вектор-функцiї F (t) i
dF (t)
dt

мають кусково-неперервнi на [0, L] координати.
Зазначимо, що iз нерiвностей (4) i (11) випливають нерiвностi∥∥∥∥∥dψ̃(τ, ε)

dτ

∥∥∥∥∥ ≤ σ1(1 + r) + 2σ̃1σ̄2, τ > 0,

(14)∥∥∥∥∥∥
dψ
∼
(τ, ε)

dτ

∥∥∥∥∥∥ ≤ σ1(1 + r) + 2σ̃1σ̄2, τ > 0, τ 6= ∆.

Припустимо, що при кожному ε ∈ (0, ε0] функцiя C(y, θ, τ, ε) має неперервнi обме-
женi сталою σ1 частиннi похiднi першого порядку по y, θ, τ на множинi G i виконується
нерiвнiсть

∞∑
s=1

[(
1 +

1
‖λs‖

)
sup
G
‖Cs(y, τ, ε)‖+

1
‖λs‖

(
sup
G

∥∥∥∥∂Cs(y, τ, ε)∂y

∥∥∥∥+

+sup
G

∥∥∥∥∂Cs(y, τ, ε)∂τ

∥∥∥∥)] ≤ σ1. (15)

Враховуючи нерiвностi (14), (15) i (13) для

F (t) = Cs(ȳ(t, ε), t, ε)ei(λs,ψ(t,ε)),

де ψ(t, ε) = (ψ̃(t, ε), ψ
∼
(t, ε)), iз оцiнки (12) отримуємо

‖U(τ, ε)‖ ≤ σ3

τ∫
0

‖U(t, ε)‖dt+ σ4ε
r+1+ 1

2m

або
‖U(τ, ε)‖ ≤ σ5ε

r+1+ 1
2m , τ ∈ [0, L], ε ∈ (0, ε0].

Тут σ4 = σ1(1 + σ1(r + 2) + 2σ̃1σ̄2), σ5 = σ4e
σ3L.
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Отже, доведено наступне твердження.

Теорема 1. Якщо виконуються умови (2), (4), (9), (10), (15) i розв’язок ξ(τ) задачi (8)
визначено для всiх τ ∈ [−∆, L], то iснують такi додатнi сталi ε∗0 � 1 i σ5, що при
ε0 ≤ ε∗0 справджується оцiнка

‖x(τ, ε)− x̄(τ, ε)‖+ ε‖ϕ(τ, ε)− ϕ̄(τ, ε)‖ ≤ σ5ε
r+1+ 1

2m

для всiх (τ, ε)× [0, L]× (0, ε0].

Послабимо тепер припущення на функцiю C(y, θ, τ, ε). Нехай C(y, θ, τ, ε) задовольняє
в G умову Лiпшиця по y, θ, τ∥∥∥C(y, θ, τ, ε)− C(ỹ, θ̃, τ̃ , ε)

∥∥∥ ≤ σ̃1

(
‖y − ỹ‖+ ‖θ − θ̃‖+ |τ − τ̃ |

)
, (16)

а її коефiцiєнти Фур’є справджують нерiвнiсть

∞∑
s=1

(
1
‖λs‖

+
1

2m
√
‖λs‖

)
‖Cs(y, τ, ε)‖ ≤ σ1 (17)

для всiх y ∈ D 2, τ ∈ [0, L], ε(0, ε0].
Розiб’ємо вiдрiзок [0, τ ] на частини

[0, τ ] =
q⋃
p=0

[lp, lp+1],

де l0 = 0, lp+1 − lp = h при p < q, lq+1 = τ, q — цiла частина числа τh−1, а h — досить
мале додатне число, яке означимо нижче. Тодi∥∥∥∥∥∥

τ∫
0

C̃(ȳ(t, ε), ϕ̄(t, ε), ϕ̄(t−∆, ε), t, ε)dt

∥∥∥∥∥∥ ≤
q∑
p=0

[∥∥∥H(1)
p (ε)

∥∥∥+
∥∥∥H(2)

p (ε)
∥∥∥] , (18)

де

H(1)
p (ε) =

lp+1∫
lp

C̃(ȳ(t, ε), ϕ̄(t, ε), ϕ̄(t−∆, ε), t, ε)− C̃(ȳ(lp, ε), ψ̃(lp, ε)+

+
1
ε

t∫
∆

ω̄(l)dl, ψ
∼
(lp, ε) +

1
ε

t∫
∆

ω
−
(l)dl, lp, ε)

 dt,

H(2)
p (ε) =

lp+1∫
lp

C̃(ȳ(lp, ε), ψ̃(lp, ε) +
1
ε

t∫
∆

ω̄(l)dl, ψ
∼
(lp, ε) +

1
ε

t∫
∆

ω
−
(l)dl, lp, ε)

 dt,
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C̃(y, θ, τ, ε) = C(y, θ, τ, ε)− C0(y, τ, ε).

Зазначимо, що при t ∈ [lp, lp+1] виконуються рiвностi

h̃p(t, ε) ≡ ϕ̄(t, ε)− ψ̃(lp, ε)−
1
ε

t∫
∆

ω̄(l)dl =

=
1
ε

t∫
lp

[ω(x̄(τ, ε), x̄(τ −∆, ε), τ)− ω̄(τ)] dτ +

t∫
lp

K(τ, ε)dτ,

hp
∼

(t, ε) ≡ ϕ̄(t−∆, ε)− ψ
∼
(lp, ε)−

1
ε

t∫
∆

ω
−
(l)dl =

=
1
ε

t∫
lp

[ω(x̄(τ −∆, ε), x̄(τ − 2∆, ε), τ −∆)− ω̄(τ −∆)] dτ+

+

t−∆∫
lp−∆

K(τ, ε)dτ при lp > ∆,

hp
∼

(t, ε) = g(t−∆, ε)− g(lp −∆, ε) при t ≤ ∆,

hp
∼

(t, ε) =
1
ε

t∫
∆

[ω(x̄(τ −∆, ε), x̄(τ − 2∆, ε), τ −∆)− ω̄(τ −∆)] dτ+

+

t−∆∫
0

K(τ, ε)dτ + g(0, ε)− g(lp −∆, ε) при lp ≤ ∆ < t,

в яких

K(τ, ε) =
r∑

k=1

εk−1bk(x̄(τ, ε), x̄(τ −∆, ε), τ) + εrB0(x̄(τ, ε), x̄(τ −∆, ε), τ, ε),

тому

‖h̃p(t, ε)‖+ ‖hp
∼

(t, ε)‖ ≤ σ6(t− lp), t ∈ [lp, lp+1], ε ∈ (0, ε0], (19)

де σ6 = 2σ1(r + 2) + 4σ̃1σ̄2.
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З нерiвностей (16) i (19) одержуємо оцiнку

q∑
p=0

∥∥∥H(1)
p

∥∥∥ ≤ σ7h (20)

зi сталою σ7 = Lσ̃1(1 + 2σ1(r + 3) + σ6).
На пiдставi припущення про рiвномiрну по θ збiжнiсть ряду (2) та теореми про поч-

ленне iнтегрування функцiонального ряду можна записати вираз H(2)
p (ε) у виглядi

H(2)
p (ε) =

∞∑
s=1

Cs(ȳ(lp, ε), lp, ε)ei(λs,ψ(lp,ε))

lp+1∫
lp

exp

1
ε

t∫
∆

(λs, ω̃(l))dl

 dt.

Тодi, враховуючи оцiнку осциляцiйного iнтеграла [1, с. 81]∣∣∣∣∣∣∣
τ∫

τ ′

exp

1
ε

t∫
∆

(λs, ω̃(l))dl

 dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ σ0
∼
ε

1
2m

(
1
‖λs‖

+
1

2m
√
‖λs‖

)
,

яка покращує оцiнку (13) при F (t) ≡ 1 у випадку ‖λs‖ → ∞, та припущення (17), отримує-
мо

q∑
p=0

∥∥∥H(2)
p (ε)

∥∥∥ ≤ q∑
p=0

∞∑
s=1

(
1
‖λs‖

+
1

2m
√
‖λs‖

)
‖Cs(ȳ(lp, ε), lp, ε)‖ ε

1
2m ≤

≤ 2Lσ0
∼
σ1ε

1
2mh−1. (21)

З огляду на нерiвностi (18), (20), (21) по аналогiї з (12) одержуємо нерiвнiсть

‖U(τ, ε)‖ ≤ σ3

τ∫
0

‖U(t, ε)‖dt+ εr+1(h+ ε
1

2mh−1)(σ7 + 2Lσ0
∼
σ1), (22)

з якої випливає оцiнка

‖U(τ, ε)‖ ≤ σ8ε
r+1(h+ ε

1
2mh−1), τ ∈ [0, L], ε ∈ (0, ε0],

де σ8 = eLσ3(σ7 + 2Lσ0
∼
σ1). Очевидно, що найкращий порядок по ε останньої оцiнки буде

в тому випадку, коли h = ε
1

4m .
Таким чином, має мiсце наступна теорема.

Теорема 2. Якщо виконуються нерiвностi (16), (17) i всi умови теореми 1, за винят-
ком припущення (15), то при досить малому ε0 > 0 для всiх τ ∈ [0, L] i ε ∈ (0, ε0]
виконується оцiнка

‖x(τ, ε)− x̄(τ, ε)‖+ ε‖ϕ(τ, ε)− ϕ̄(τ, ε)‖ ≤ σ9ε
r+1+ 1

4m
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зi сталою σ9 = 2σ8, не залежною вiд ε.

Вiдмовимось далi вiд нерiвностi (17) i вважатимемо, що ряд

∞∑
s=0

‖Cs(y, τ, ε)‖ (23)

збiгається рiвномiрно на множинi G̃ = D 2× [0, L]×(0, ε0], тобто для довiльного як завгод-
но малого числа µ1 > 0 iснує таке натуральне N = N(µ1), що

∞∑
s=N+1

‖Cs(y, τ, ε)‖ < µ1, (y, τ, ε) ∈ G̃.

Тодi замiсть нерiвностi (21) одержимо нерiвнiсть

q∑
p=0

∥∥∥H(2)
p (ε)

∥∥∥ ≤ q∑
p=0

[
ε

1
2m σ0

∼

N∑
s=1

‖Cs(ȳ, (lp, ε), lp, ε)‖

(
1
‖λs‖

+
1

2m
√
‖λs‖

)
+ µ1h

]
≤

≤ 2Lσ0
∼
σ1M(µ1)ε

1
2m + 2Lµ1,

в якiй число

M(µ1) =
N∑
s=1

(
1
‖λs‖

+
1

2m
√
‖λs‖

)
,

взагалi кажучи, є досить великим, а замiсть нерiвностi (22) — нерiвнiсть

‖U(τ, ε)‖ ≤ σ3

τ∫
0

‖U(t, ε)‖dt+ εr+1(h+ µ1 + ε
1

2mM(µ1)h−1)(σ7 + 2L+ 2Lσ0
∼
σ1).

Покладемо h = µ1 i виберемо ε0 настiльки малим, щоб

ε
1

2m
0 M(µ1)µ−2

1 ≤ 1.

Тодi
‖U(τ, ε)‖ ≤ εr+1µ, τ ∈ [0, L], ε ∈ (0, ε0],

де µ = 3µ1(σ7 + 2L+ 2Lσ0
∼
σ1)eσ3L, i теорему 2 в цьому випадку можна переформулювати

так.

Теорема 3. Нехай виконуються всi умови теореми 2, крiм нерiвностi (17), i ряд (23)
збiгається рiвномiрно на множинi G̃. Тодi для довiльного µ > 0 iснує таке ε0 = ε0(µ) >
> 0, що

‖x(τ, ε)− x̄(τ, ε)‖+ ε‖ϕ(τ, ε)− ϕ̄(τ, ε)‖ < µεr+1, τ ∈ [0, L], ε ∈ (0, ε0].
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Нарештi, розглянемо випадкок, коли в початкових умовах (3) i (6) Ω(τ) ≡ 0, τ ∈
∈ [−∆, 0], тобто

ϕ(τ −∆, ε) = ϕ̄(τ −∆, ε) = g(τ −∆, ε), τ ∈ [0,∆].

У зв’язку з нерiвнiстю (4) ϕ(τ − ∆, ε) не є швидко змiнною фазою на промiжку (0,∆) i
усереднення системи (1) за змiнними ϕ, ϕ∆ на ньому не є ефективним [1, с. 34]. Природно
в такому випадку вихiдну систему усереднити лише по ϕ при τ ∈ [0,∆] i по ϕ, ϕ∆ при
τ > ∆. Побудуємо розривну усереднену систему

dx̄

dτ
=

r∑
k=0

εkak(x̄, x̄∆, τ) + εr+1Ā(x̄, x̄∆, τ, ε),

dϕ̄

dτ
=

r∑
k=0

εk−1bk(x̄, x̄∆, τ) + εrB̄(x̄, x̄∆, τ, ε), (24)

x̄(τ, ε) = f(τ), ϕ̄(τ, ε) = g(τ, ε), τ ∈ [−∆, 0],

в якiй
(
Ā(ȳ, τ, ε), B̄(ȳ, τ, ε)

)
= C0(ȳ, τ, ε) при τ > ∆,

(
Ā(ȳ, τ, ε), B̄(ȳ, τ, ε)

)
= lim

T→∞
T−m

T∫
0

. . .

T∫
0

C(ȳ, ϕ, g(τ, ε), τ, ε)dϕ1 . . . dϕm =

=
∑′

Cs(ȳ, τ, ε)e
i(λs
∼
,g(τ,ε))

при τ ∈ [0,∆], ȳ = (x̄, x̄∆), а
∑′

означає пiдсумовування за всiма тими s, для яких першi
m координат 2m-вимiрного вектора λs є нулями, тобто λs = (0, λs

∼
).

Нехай S̄1(τ), τ ∈ (0,∆), — вронскiан системи m функцiй, що є координатами
m-вимiрного вектора ω̄(τ) = ω(ξ(τ), f(τ −∆), τ), i

h(τ, ε) =

{
ε

1
m , τ ∈ [0,∆],
ε

1
2m , τ ∈ (∆, L].

Зауважимо, що в наступнiй теоремi через x(τ, ε), ϕ(τ, ε) i x̄(τ, ε), ϕ̄(τ, ε) позначено
розв’язки задач (1), (3) i (24), (6) з Ω(τ) ≡ 0, τ ∈ [−∆, 0].

Теорема 4. Нехай:
1) розв’язок ξ(τ) задачi (8) визначено для всiх τ ∈ [−∆, L];
2) виконуються умови (2), (4), (9), (15);
3) Ω(τ) ≡ 0 ∀τ ∈ [−∆, 0];
4) |S̄1(τ)| ≥ σ0, τ ∈ (0,∆); |S2(τ)| ≥ σ0, τ ∈ (∆, L], τ 6= ∆j, j = 2, 3, . . . .
Тодi iснують такi сталi ε1 > 0 i σ10 > 0, що при ε0 ≤ ε1 для всiх τ ∈ [0, L], ε ∈ (0, ε0]

виконується нерiвнiсть

‖x(τ, ε)− x̄(τ, ε)‖+ ε‖ϕ(τ, ε)− ϕ̄(τ, ε)‖ ≤ σ10ε
r+1h(τ, ε). (25)
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Доведення цiєї теореми по сутi повторює доведення теореми 1. Вiдмiннiсть полягає
лише в тому, що спочатку слiд обґрунтувати оцiнку (25) на вiдрiзку [0,∆], скориставшись
при цьому нерiвнiстю |S̄1(τ)| ≥ σ0 та оцiнкою осциляцiйного iнтеграла∥∥∥∥∥∥

τ∫
τ̄

F (t) exp

 i

ε

t∫
∆

(λ̃s, ω̄(l))dl

 dt

∥∥∥∥∥∥ ≤ σ̃0ε
1
m

[(
1 +

1
‖λ̃s‖

)
sup ‖F (t)‖+

1
‖λ̃s‖

sup
∥∥∥∥dF (t)

dt

∥∥∥∥ ] ,
τ ∈ [0,∆], τ̄ ∈ [0,∆].

При τ > ∆ слiд використати нерiвнiсть |S2(τ)| ≥ σ0 i оцiнку (13).
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