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ДЛЯ СИСТЕМ КВАЗIЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
IЗ ЗАПIЗНЕННЯМ ТА ОБМЕЖЕННЯМ

А. Ю. Лучка, В. А. Ферук

Iн-т математики НАН України
Україна, 01601, Київ 4, вул. Терещенкiвська, 3

We consider a quasilinear system of differential equations with a constant delay, an initial condition, and a
restriction. A modification of the projection-iteration method is proposed and substantiated for this system.

Розглядається квазiлiнiйна система диференцiальних рiвнянь зi сталим запiзненням, початко-
вою умовою та обмеженням i обґрунтовується застосування до неї модифiкованого проекцiйно-
iтеративного методу.

Функцiонально-диференцiальним рiвнянням та їх системам iз обмеженням в останнi деся-
тилiття присвячено чимало праць (див., наприклад, [1, 2]). Одним iз напрямкiв дослiджен-
ня таких задач є розробка методiв встановлення умов сумiсностi та побудова наближених
розв’язкiв [3 – 6].

Об’єктом дослiдження в данiй статтi є задача

d

dt
x(t) + L(t)x(t) +M(t)x(t−∆) = f(x) + εF (t, x(t), x(t−∆)), t ∈ (a, b), (1)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [a−∆, a), x(a) = ϕ(a), (2)

b∫
a

S(t)x(t)dt = α, (3)

в якiй ∆ > 0 — стале запiзнення, L(t), M(t) та S(t) — матрицi розмiрностi m×m, m×m
та l × m вiдповiдно, елементи яких сумовнi з квадратом на вiдрiзку [a, b], f ∈ L2[a, b],
ϕ ∈ C[a − ∆, a], де L2[a, b] i C[a − ∆, a] — простори вектор-функцiй, компоненти яких
сумовнi з квадратом на вiдрiзку [a, b] i неперервнi на вiдрiзку [a−∆, a] вiдповiдно, вектор
α ∈ Rl, а вектор-функцiя F : [a, b]×Rm×Rm → Rm задає оператор F : W 1

2 [a, b] → L2[a, b].
Розглядувану задачу будемо вважати сумiсною, якщо в класiW 1

2 [a, b] абсолютно непе-
рервних вектор-функцiй, похiдна яких належить простору L2[a, b], iснує вектор-функцiя
x(t), яка майже скрiзь задовольняє систему рiвнянь (1), умову (2) та обмеження (3). Якщо
порушується хоча б одна з вимог, задача є несумiсною. Взагалi кажучи, задача (1) – (3)
несумiсна при l > 0, однак при виконаннi певних умов вона може бути сумiсною.

Метою даної статтi є встановлення умов сумiсностi задачi (1) – (3) в iншому виглядi,
нiж у [6], i дослiдження застосування до неї модифiкованого проекцiйно-iтеративного ме-
тоду та його обґрунтування.
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1. Суть методу. Наближенi розв’язки задачi (1) – (3) будемо знаходити за модифiкова-
ним варiантом проекцiйно-iтеративного методу [7]. Для цього нам потрiбнi матрицi

C(t) = A(t)− L(t), D(t) = B(t)−M(t), (4)

де A(t) та B(t) — неперервнi при t ∈ [a, b] квадратнi матрицi розмiрностi m×m, i матрицi
Φ(t) та Ψ(t) iз сумовними з квадратом на [a, b] елементами розмiрностi m × n та ν × m
вiдповiдно, причому стовпцi матрицi Φ(t) i рядки матрицi Ψ(t) є лiнiйно незалежними, а
n = l + ν.

Суть методу полягає в тому, що послiдовнi наближення до шуканого розв’язку задачi
(1) – (3) визначаємо iз задачi

d

dt
xk(t) +A(t)xk(t) +B(t)xk(t−∆) = vk(t) + Φ(t)λk, (5)

xk(t) = ϕ(t), t ∈ [a−∆, a), xk(a) = ϕ(a), (6)

в якiй параметр λk ∈ Rn знаходимо таким, щоб справджувались умови

b∫
a

S(t)xk(t)dt = α, (7)

b∫
a

Ψ(t)
(
d

dt
xk(t) + L(t)xk(t) +M(t)xk(t−∆)

)
dt =

=

b∫
a

Ψ(t) (f(t) + εF (t, uk(t), uk(t−∆))) dt, (8)

де вектор-функцiя uk(t) — розв’язок задачi

d

dt
uk(t) +A(t)uk(t) +B(t)uk(t−∆) = vk(t), (9)

uk(t) = ϕ(t), t ∈ [a−∆, a), uk(a) = ϕ(a), (10)

в якiй

vk(t) = f(t) + C(t)xk−1(t) +D(t)xk−1(t−∆) + εF (t, uk−1(t), uk−1(t−∆)). (11)
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Початкове наближення x0(t) визначаємо iз задачi (5) – (10) при k = 0 та заданiй вектор-
функцiї v0(t). Його можна трактувати як наближення, знайдене за проекцiйним мето-
дом. У випадку, коли Ψ(t) = 0, тобто умова (8) вiдсутня, i n = l, метод вироджується
в iтерацiйний процес [6]. Якщо ж ε = 0, то запропонований модифiкований проекцiйно-
iтеративний метод збiгається з проекцiйно-iтеративним методом, який дослiджувався
в [5].

2. Зведення системи функцiонально-диференцiальних рiвнянь з обмеженням до кра-
йової задачi з обмеженням. Припустимо, не зменшуючи загальностi, що b = a + N∆.
У цьому випадку задачу (1) – (3) можна звести до крайової задачi для системи диферен-
цiальних рiвнянь з обмеженням. Для цього використаємо спосiб, описаний у [5], згiдно
з яким система рiвнянь (1) розглядається на кожному iнтервалi (τi, τi+1), обмеження (3)
записується у виглядi

N∑
i=1

τi+1∫
τi

S(t)x(t)dt = α,

вводиться замiна змiнної t = cs + τi, де τi = a + (i − 1)∆, i = 0, N , c = ∆/T , s ∈ [0, T ], i
враховується умова (2).

Пiсля нескладних перетворень i вимоги неперервностi вектор-функцiї x(t) у точках τi,
i = 1, N , отримаємо крайову задачу для системи диференцiальних рiвнянь порядку mN(

d

ds
+ P (s)

)
z(s) = p(s) + εU(s, z(s)), z(0) = γ + Jz(T ), (12)

з обмеженням

T∫
0

V (s)z(s)ds = α, (13)

в якiй

z(s) =


z1(s)
z2(s)
· · ·
zN (s)

 , P (s) =


L1(s) O · · · O O
M2(s) L2(s) · · · O O
· · · · · · · · · · · · · · ·
O O · · · MN (s) LN (s)

 ,

p(s) =


p1(s)
p2(s)
· · ·

pN (s)

 , U(s, z(s)) =


U1(s, z1(s), ψ(s))
U2(s, z2(s), z1(s))
· · · · · · · · · · · · · · ·

UN (s, zN (s), zN−1(s))

 ,

V (s) =
(
S1(s) S2(s) · · · SN (s)

)
,
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J =


O O · · · O O
I O · · · O O
· · · · · · · · · · · · · · ·
O O · · · I O

 , γ =


ϕ(a)

0
· · ·
0

 ,

де I — одинична матриця в Rm,

zi(s) = x(cs+ τi), i = 1, N, z0(s) = ψ(s) = ϕ(cs+ τ0),

Li(s) = cL(cs+ τi), Mi(s) = cM(cs+ τi), Si(s) = cS(cs+ τi), i = 1, N,

p1(s) = cf(cs+ τ1)−M1(s)ψ(s), pi(s) = cf(cs+ τi), i = 2, N,

Ui(s, zi(s), zi−1(s)) = cF (cs+ τi, x(cs+ τi), x(cs+ τi−1)), i = 1, N.

Твердження 1. Система диференцiальних рiвнянь (1) порядку m iз запiзненням, умо-
вою (2) та обмеженням (3) у випадку, коли b = a + N∆, еквiвалентна крайовiй задачi
(12) для системи диференцiальних рiвнянь порядку mN з обмеженням (13), розв’язки
яких пов’язанi мiж собою спiввiдношенням

x(t) =


z1(s), t ∈ [a, τ2];
z2(s), t ∈ [τ2, τ3];
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
zN (s), t ∈ [τN , b],

z(s) =


x(cs+ τ1)
x(cs+ τ2)
· · · · · · · · ·
x(cs+ τN )

 , s ∈ [0, T ]. (14)

3. Допомiжна задача. При встановленнi умов сумiсностi задачi (1) – (3) в iншому вигля-
дi, нiж у [6], i обгрунтуваннi модифiкованого проекцiйно-iтеративного методу (5) – (11)
важливу роль вiдiграє допомiжна задача

d

dt
x(t) +A(t)x(t) +B(t)x(t−∆) = v(t) + Φ(t)λ, (15)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [a−∆, a), x(a) = ϕ(a),

b∫
a

S(t)x(t)dt = α, (16)

b∫
a

Ψ(t)
(
d

dt
x(t) + L(t)x(t) +M(t)x(t−∆)

)
dt =

=

b∫
a

Ψ(t) (f(t) + εF (t, u(t), u(t−∆))) dt, (17)
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d

dt
u(t) +A(t)u(t) +B(t)u(t−∆) = v(t), (18)

u(t) = ϕ(t), t ∈ [a−∆, a), u(a) = ϕ(a), (19)

в якiй вектор-функцiя v ∈ L2[a, b] є заданою, а вектор-функцiю x ∈ W 1
2 [a, b] та вектор

λ ∈ Rn слiд визначити.
Сформулюємо умови розв’язуваностi допомiжної задачi. Для цього використаємо спо-

сiб, описаний у [5], згiдно з яким задача (15) – (19) зводиться до еквiвалентної задачi ви-
гляду (

d

ds
+H(s)

)
z(s) = y(s) + E(s)λ, (20)

z(0) = γ + Jz(T ),

T∫
0

V (s)z(s)ds = α, (21)

T∫
0

Z(s)
((

d

ds
+ P (s)

)
z(s)− p(s)− εU(s, w(s))

)
ds = 0, (22)

(
d

ds
+H(s)

)
w(s) = y(s), w(0) = γ + Jw(T ), (23)

де враховано попереднi позначення i

E(s) =


Φ1(s)
Φ2(s)
· · ·

ΦN (s)

 , H(s) =


A1(s) O · · · O O
B2(s) A2(s) · · · O O
· · · · · · · · · · · · · · ·
O O · · · BN (s) AN (s)

 ,

Φi(s) = cΦ(cs+ τi), Ai(s) = cA(cs+ τi), Bi(s) = cB(cs+ τi), i = 1, N,

Z(s) = (Ψ1(s) . . .Ψ2(s) · · ·ΨN (s)) , Ψi(s) = cΨ(cs+ τi), i = 1, N,

а компоненти вектор-функцiй w(s) та y(s) мають вiдповiдно вигляд

wi(s) = u(cs+ τi), i = 1, N,
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y1(s) = cv(cs+ τ1)−B1(s)ψ(s), yi(s) = cv(cs+ τi), i = 2, N.

Припустимо, що неперервнi матрицi A(t) та B(t) вибрано таким чином, що крайова за-
дача (23) має єдиний розв’язок при довiльнiй вектор-функцiї y(s) iз L2[0, T ]. За такого
припущення розв’язок задачi (20) – (23) шукаємо у виглядi

z(s) = w(s) + δ(s). (24)

Пiдставивши вираз (24) у спiввiдношення (20) – (22) i врахувавши крайову задачу (23),
отримаємо (

d

ds
+H(s)

)
δ(s) = E(s)λ, δ(0) = γ + Jδ(T ), (25)

T∫
0

V (s)δ(s)ds = α−
T∫

0

V (s)w(s)ds, (26)

T∫
0

Z(s)
(
d

ds
+ P (s)

)
δ(s)ds =

T∫
0

Z(s)r(s)ds, (27)

де

r(s) = p(s)−
(
d

ds
+ P (s)

)
w(s) + εU(s, w(s)). (28)

Нехай Y (s) — матриця розмiрностi mN × n, яка визначається iз задачi(
d

ds
+H(s)

)
Y (s) = E(s), Y (0) = JY (T ). (29)

Тодi, очевидно, єдиний розв’язок задачi (25) має вигляд

δ(s) = Y (s)λ. (30)

Визначимо тепер вектор λ ∈ Rn таким чином, щоб справджувались обмеження (26) та
умова (27). Для цього пiдставимо вектор-функцiю δ(s), що зображається формулою (30),
у зазначенi обмеження та умову, в результатi чого дiстанемо рiвняння

Λλ = β, (31)

де матриця Λ розмiрностi n× n знаходиться за формулою

Λ =
(

Λ1

Λ2

)
,

(32)

Λ1 =

T∫
0

V (s)Y (s)ds, Λ2 =

T∫
0

Z(s)
(
d

ds
+ P (s)

)
Y (s)ds,
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а права частина має вигляд

β =


α−

T∫
0

V (s)w(s)ds

T∫
0

Z(s)r(s)ds

 . (33)

Лема 1. Якщо матриця Λ невироджена, то iснує єдиний розв’язок задачi (20) – (22),
що зображається формулами

z(s) = d(s) + (Gw)(s) + ε

T∫
0

N(s, ξ)U(ξ, w(ξ))dξ, (34)

λ = σ +R(w) + ε

T∫
0

∆2Z(ξ)U(ξ, w(ξ))dξ, (35)

в яких w(t) — єдиний розв’язок крайової задачi, (23),

d(s) = Y (s)σ, σ = ∆1α+

T∫
0

∆2Z(s)p(s)ds, (36)

(Gw)(s) = w(s) + Y (s)R(w), N(s, ξ) = Y (s)∆2Z(ξ), (37)

R(w) = −
T∫

0

∆1V (ξ)w(ξ)dξ −
T∫

0

∆2Z(ξ)
(
d

dξ
+ P (ξ)

)
w(ξ)dξ, (38)

∆1 та ∆2 — прямокутнi матрицi розмiрностi n× l та n× ν вiдповiдно, такi, що Λ−1 =
=

(
∆1 ∆2

)
.

Справдi, за умови det Λ 6= 0 iснує єдиний розв’язок рiвняння (31), який з урахуванням
формул (32), (33) можна записати у виглядi

λ = ∆1α−
T∫

0

∆1V (s)w(s)ds+

T∫
0

∆2Z(s)r(s)ds. (39)
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На пiдставi формул (28) та (39) неважко отримати спiввiдношення

λ = ∆1α+

T∫
0

∆2Z(s)p(s)ds+ ε

T∫
0

∆2Z(ξ)U(ξ, w(ξ))dξ−

−
T∫

0

∆1V (ξ)w(ξ)dξ −
T∫

0

∆2Z(ξ)
(
d

dξ
+ P (ξ)

)
w(ξ)dξ. (40)

Отже, iз формул (24), (30), (40) та (36) – (38) правильнicть зображень (34), (35) випливає
очевидним чином.

Лема 2. Якщо матриця Λ невироджена та iснує єдиний розв’язок крайової задачi
(23), який визначається формулою

w(s) = e(s) +

T∫
0

Γ(s, ξ)y(ξ)dξ, (41)

в якiй e(s) — єдиний розв’язок задачi(
d

ds
+H(s)

)
e(s) = 0, e(0) = γ + Je(T ),

причому Γ(0, ξ) = JΓ(T, ξ), то для вектор-функцiї z(s) (34) мають мiсце зображення

z(s) = h(s) +

T∫
0

G(s, ξ)y(ξ)dξ + ε

T∫
0

N(s, η)U

η, e(η) +

T∫
0

Γ(η, ξ)y(ξ)dξ

 dη (42)

та властивостi

T∫
0

G(s, ξ)E(ξ)dξ = O, G(0, ξ) = JG(T, ξ), (43)

де

h(s) = d(s) + e(s) + Y (s)µ, G(s, ξ) = Γ(s, ξ) + Y (s)R(ξ), (44)

R(ξ) =

T∫
0

(∆2Z(η)Q(η)−∆1V (η)) Γ(η, ξ)dη −∆2Z(ξ), (45)
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а матриця Y (s) визначається iз задачi (29) та

Q(s) = H(s)− P (s), (46)

µ =

T∫
0

(∆2Z(ξ)Q(ξ)−∆1V (ξ)) e(ξ)dξ. (47)

Справдi, оскiльки з урахуванням позначення (46) та рiвностi (23) маємо(
d

ds
+ P (s)

)
w(s) = y(s)−Q(s)w(s), (48)

то формулу (38) можна подати у виглядi

R(w) =

T∫
0

(∆2Z(ξ)Q(ξ)−∆1V (ξ))w(ξ)dξ −
T∫

0

∆2Z(ξ)y(ξ)dξ.

Якщо сюди пiдставити зображення (41), то отримаємо

R(w) =

T∫
0

(∆2Z(ξ)Q(ξ)−∆1V (ξ))e(ξ)dξ −
T∫

0

∆2Z(ξ)y(ξ)dξ+

+

T∫
0

(∆2Z(η)Q(η)−∆1V (η))

T∫
0

Γ(η, ξ)y(ξ)dξdη,

або з використанням позначень (45), (47)

R(w) = µ+

T∫
0

R(ξ)y(ξ)dξ. (49)

Отже, згiдно з формулами (37), (41) та (44) маємо

d(s) + (Gw)(s) = d(s) + e(s) +

T∫
0

Γ(s, ξ)y(ξ)dξ + Y (s)µ+

+

T∫
0

Y (s)R(ξ)y(ξ)dξ = h(s) +

T∫
0

G(s, ξ)y(ξ)dξ,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2004, т . 7, N◦ 2



МОДИФIКОВАНИЙ ПРОЕКЦIЙНО-IТЕРАТИВНИЙ МЕТОД ДЛЯ СИСТЕМ КВАЗIЛIНIЙНИХ . . . 197

а тому зображення (34) набере вигляду

z(s) = h(s) +

T∫
0

G(s, ξ)y(ξ)dξ + ε

T∫
0

N(s, ξ)U(ξ, w(ξ))dξ.

Пiдставивши ще сюди вираз (41), очевидно, отримаємо зображення (42).
Для встановлення властивостi (43) використаємо тi факти, що

∆1Λ1 + ∆2Λ2 = Î ,

де Î — одинична матриця в Rn, i, як це випливає iз спiввiдношення (46) та задачi (29),

(
d

ds
+ P (s)

)
Y (s) = E(s)−Q(s)Y (s), Y (s) =

T∫
0

Γ(s, ξ)E(ξ)dξ,

на основi яких, по-перше, з урахуванням позначень (45) та (32) маємо

T∫
0

R(ξ)E(ξ)dξ =−
T∫

0

∆1V (η)

T∫
0

Γ(η, ξ)E(ξ)dξdη−

−
T∫

0

∆2Z(η)E(η)dη +

T∫
0

∆2Z(η)Q(η)

T∫
0

Γ(η, ξ)E(ξ)dξdη =

= −
T∫

0

∆1V (η)Y (η)dη −
T∫

0

∆2Z(η)(E(η)−Q(η)Y (η))dη =

= −∆1Λ1 −∆2

T∫
0

Z(η)
(
d

dη
+ P (η)

)
Y (η)dη = −∆1Λ1 −∆2Λ2 = −Î ,

(50)

а по-друге, згiдно з формулами (44), (50)

T∫
0

G(s, ξ)E(ξ)dξ =

T∫
0

Γ(s, ξ)E(ξ)dξ + Y (s)

T∫
0

R(ξ)E(ξ)dξ = Y (s)− Y (s) = O,

що й потрiбно було довести.
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4. Умови сумiсностi задачi. Поряд iз крайовою задачею (12) з обмеженням (13) роз-
глянемо крайову задачу з керуванням(

d

ds
+ P (s)

)
w(s) = Q(s)δ(s) + p(s) + εU(s, w(s)), w(0) = γ + Jw(T ), (51)

в якiй керування δ(s) визначається iз задачi (25) – (28).
Оскiльки за припущенням матриця Λ невироджена, то iснує єдиний розв’язок задачi

(25) – (28), зокрема згiдно з формулами (30), (39) та (37) маємо

δ(s) = Y (s)∆1

α− T∫
0

V (ξ)w(ξ)dξ

 +

+

T∫
0

N(s, ξ)
(
p(ξ)−

(
d

dξ
+ P (ξ)

)
w(ξ) + εU(ξ, w(ξ))

)
dξ. (52)

Лема 3. Крайова задача (12) з обмеженням (13) сумiсна лише тодi, коли iснує розв’я-
зок w ∈ W 1

2 [0, T ] задачi (51), (52) i справджуються умови

∆1

T∫
0

V (s)w(s)ds = ∆1α,

T∫
0

Z(s)r(s)ds = 0, (53)

де вектор-функцiя r(s) визначається формулою (28).
Справдi, нехай w∗ ∈ W 1

2 [0, T ] — такий розв’язок задачi (51), (52), що виконуються
умови (53), тобто

∆1

T∫
0

V (s)w∗(s)ds = ∆1α. (54)

Тодi згiдно з формулою (52) δ(s) = 0 i, як це випливає iз (51), правильною є рiвнiсть(
d

ds
+ P (s)

)
w∗(s) = p(s) + εU(s, w∗(s)), w∗(0) = γ + Jw∗(T ). (55)

Отже, iз спiввiдношень (54) та (55) очевидним чином випливає, що z(s) = w∗(s) — розв’я-
зок задачi (12), (13), тобто вона є сумiсною.

Навпаки, нехай z∗ ∈ W 1
2 [0, T ] — розв’язок крайової задачi (12) з обмеженням (13),

тобто справджуються рiвностi

p(s)−
(
d

ds
+ P (s)

)
z∗(s) + εU(s, z∗(s)) = 0,

T∫
0

V (s)z∗(s)ds = α.
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Використавши їх та формулу (28), неважко помiтити, що вектор-функцiя w(s) = z∗(s) —
розв’язок задачi (51), (52), який задовольняє умови (53).

Встановимо тепер умови сумiсностi задачi (1) – (3). Для цього зведемо задачу з керува-
нням (51), (25) – (28) до еквiвалентного iнтегрального рiвняння без обмежень. Щоб його
отримати, використаємо рiвнiсть (48), згiдно з якою рiвняння (51) набере вигляду

y(s)−Q(s)w(s) = Q(s)δ(s) + p(s) + εU(s, w(s)),

де вектор-функцiя y(s) визначається формулою (23), або з урахуванням формули (24)

y(s) = p(s) +Q(s)z(s) + εU(s, w(s)). (56)

Якщо у спiввiдношення (56) пiдставити вирази (41), (42) i виконати нескладнi перетво-
рення, то отримаємо

y(s) = g(s) +

T∫
0

K(s, ξ)y(ξ)dξ + εW (s, y(s)), (57)

де

g(s) = p(s) +Q(s)h(s), K(s, ξ) = Q(s)G(s, ξ), (58)

W (s, y(s)) = U

s, e(s) +

T∫
0

Γ(s, ξ)y(ξ)dξ

 +

+

T∫
0

Q(s)N(s, η)U

η, e(η) +

T∫
0

Γ(η, ξ)y(ξ)dξ

 dη. (59)

На основi аналiзу наведених формул та нескладних перетворень приходимо до такого
висновку.

Твердження 2. Якщо y∗ ∈ L2[0, T ] — розв’язок iнтегрального рiвняння (57), то вектор-
функцiя

w∗(s) = e(s) +

T∫
0

Γ(s, ξ)y∗(ξ)dξ (60)

є розв’язком задачi з керуванням (51), (52) i , навпаки, якщо w∗ ∈ W 1
2 [0, T ] — розв’язок

задачi (51), (52), то вектор-функцiя

y∗(s) =
(
d

ds
+H(s)

)
w∗(s) (61)

є розв’язком iнтегрального рiвняння (57).
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Теорема 1. Задача (1) – (3) сумiсна лише тодi, коли iснує розв’язок y∗ ∈ L2[0, T ] iнте-
грального рiвняння (57) i справджуються умови

∆1

T∫
0

V (s)w∗(s)ds = ∆1α,

T∫
0

Z(s)r∗(s)ds = 0, (62)

де вектор-функцiя w∗(s) визначається формулою (60) та

r∗(s) = p(s)−
(
d

ds
+ P (s)

)
w∗(s) + εU(s, w∗(s)).

Доведення безпосередньо випливає iз леми 3 i тверджень 1, 2. Справдi, нехай y∗(s)
—розв’язок iнтегрального рiвняння (57) такий, що вектор-функцiя w∗(s), яка визначає-
ться формулою (60), задовольняє умови (62). Тодi на пiдставi твердження 2 виконуються
всi умови леми 3, згiдно з якою крайова задача (12) з обмеженням (13) є сумiсною. От-
же, враховуючи ще твердження 1, приходимо до висновку, що задача (1) – (3) є сумiсною.
Навпаки, нехай iснує розв’язок x∗ ∈ W 1

2 [0, T ] задачi (1) – (3). У цьому випадку згiдно iз
твердженням 1 задача (12), (13) є сумiсною. Отже, за лемою 3 iснує розв’язок w∗(s) задачi
з керуванням (51), (52), який задовольняє умови (62), а за твердженням 2 вектор-функцiя
y∗(s), яка визначається формулою (61), — розв’язок рiвняння (57).

Зауваження 1. Iз формули (52) випливає, що за умов (62) керування δ(s) = 0.

Зауваження 2. За умови теореми 1, як це випливає iз леми 3 i тверджень 1 та 2, зокрема
формули (14), розв’язки x∗(t) задачi (1) – (3) пов’язанi iз розв’язками y∗(s) рiвняння (57)
спiввiдношеннями

x∗(t) =


z∗1(s), t ∈ [a, τ2];
z∗2(s), t ∈ [τ2, τ3];
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
z∗N (s), t ∈ [τN , b],

z∗(s) = e(s) +

T∫
0

Γ(s, ξ)y∗(ξ)dξ, (63)

y∗(s) =
(
d

ds
+H(s)

)
w∗(s), w∗(s) =


x∗(cs+ τ1)
x∗(cs+ τ2)
· · · · · · · · ·
x∗(cs+ τN )

 , s ∈ [0, T ]. (64)

Теорема 2. Задача (1) – (3) має єдиний розв’язок лише тодi, коли iснує єдиний розв’я-
зок iнтегрального рiвняння (57) i справджуються умови (62).

Доведення. Нехай iнтегральне рiвняння (57) має єдиний розв’язок. Отже, за теоре-
мою 1 задача (1) – (3) є сумiсною. Припустимо, що вона має два розв’язки: x∗(t) та x(t),
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причому x∗(t) 6= x(t). Тодi за теоремою 1 i зауваженням 2 iснують розв’язки рiвняння (57),
якi мають вигляд (64) та

y(s) =
(
d

ds
+H(s)

)
w(s), w(s) =


x(cs+ τ1)
x(cs+ τ2)
· · · · · · · · ·
x(cs+ τN )

 . (65)

Оскiльки y∗(t) = y(t), то на основi спiввiдношень (64) та (65), по-перше, легко отримуємо(
d

ds
+H(s)

)
(w∗(s)− w(s)) = 0, w∗(0)− w(0) = J (w∗(T )− w(T )) ,

звiдки випливає w∗(s) = w(s), а по-друге, враховуючи останню рiвнiсть, маємо x∗(t) =
= x(t), що суперечить припущенню. Отже, задача (1) – (3) є однозначно розв’язуваною.

Нехай тепер вихiдна задача (1) – (3) має єдиний розв’язок. Припустимо, що iнтеграль-
не рiвняння має два розв’язки: y∗(s) та y(s), причому y∗(s) 6= y(s). Тодi за теоремою 1 та
зауваженням 2 iснують розв’язки задачi (1) – (3), якi мають вигляд (63) та

x(t) =


z1(s), t ∈ [a, τ2];
z2(s), t ∈ [τ2, τ3];
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
zN (s), t ∈ [τN , b],

z(s) = e(s) +

T∫
0

Γ(s, ξ)y(ξ)dξ. (66)

Оскiльки за припущенням задача (1) – (3) має лише єдиний розв’язок, то x∗(t) = x(t).
Отже, згiдно з формулами (63) та (66) маємо

T∫
0

Γ(s, ξ) (y∗(ξ)− y(ξ)) dξ = 0.

Звiдси очевидним чином випливає y∗(s) = y(s), що суперечить припущенню, тобто iнте-
гральне рiвняння (57) не може мати бiльше одного розв’язку.

5. Умови збiжностi модифiкованого проекцiйно-iтеративного методу. Встановимо
умови збiжностi методу (5) – (11). Для цього зведемо його до методу послiдовних набли-
жень для iнтегрального рiвняння (57).

Використаємо спосiб, описаний в пп. 2, 3, згiдно з яким метод (5) – (11) зведеться до
модифiкованого проекцiйно-iтеративного методу для крайової задачi (12) з обмеженням
(13), тобто (

d

ds
+H(s)

)
zk(s) = yk(s) + E(s)λk, (67)

zk(0) = γ + Jzk(T ),

T∫
0

V (s)zk(s)ds = α, (68)
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T∫
0

Z(s)
((

d

ds
+ P (s)

)
zk(s)− p(s)− εU(s, wk(s))

)
ds = 0, (69)

(
d

ds
+H(s)

)
wk(s) = yk(s), wk(0) = γ + Jwk(T ), (70)

yk(s) = p(s) +Q(s)zk−1(s) + εU(s, wk−1(s)). (71)

Тут використано попереднi позначення, а компоненти вектор-функцiй

zk(s) =


zk
1 (s)
zk
2 (s)
· · · · · ·
zk
N (s)

 , wk(s) =


wk

1(s)
wk

2(s)
· · · · · ·
wk

N (s)

 , yk(s) =


yk
1 (s)
yk
2 (s)
· · · · · ·
yk

N (s)


визначаються формулами

zk
i (s) = xk(cs+ τi), wk

i (s) = uk(cs+ τi), i = 1, N,

yk
1 (s) = cvk(cs+ τ1)−B1(s)ψ(s), yk

i (s) = cvk(cs+ τi), i = 2, N.

За умови леми 1 iснує єдиний розв’язок задачi (67) – (70), а згiдно з лемою 2 та форму-
лою (39) правильними є зображення

wk(s) = e(s) +

T∫
0

Γ(s, ξ)yk(ξ)dξ, (72)

zk(s) = h(s) +

T∫
0

G(s, ξ)yk(ξ)dξ + ε

T∫
0

N(s, ξ)U(ξ, wk(ξ))dξ, (73)

λk = ∆1α−
T∫

0

∆1V (ξ)wk(ξ)dξ +

T∫
0

∆2Z(ξ)rk(ξ)dξ, (74)

де на пiдставi рiвностей (48), (70) та позначення (28)

rk(s) = p(s)− yk(s) +Q(s)wk(s) + εU(s, wk(s)). (75)
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Пiдставляючи тепер вирази (72) та (73) у формулу (71) та враховуючи позначення (58),
(59), отримуємо

yk(s) = g(s) +

T∫
0

K(s, ξ)yk−1(ξ)dξ + εW (s, yk−1(s)). (76)

Таким чином, питання про збiжнiсть методу (5) – (11) звелось до питання про збiжнiсть
методу послiдовних наближень (76) для iнтегрального рiвняння (57), умовам збiжностi
якого присвячено обширну лiтературу.

Наведемо умову збiжностi методу (76), яку встановлено в [7]. Iз цiєю метою введемо
проекцiйний оператор

(Πy)(s) :=

T∫
0

Π(s, ξ)y(ξ)dξ, (77)

ядро якого має вигляд

Π(s, ξ) = E(s)

 T∫
0

E∗(η)E(η)dη

−1

E(ξ), (78)

де E∗(η) — спряжена матриця. Очевидно, оператор (77) ортогонально проектує простiр
L2[0, T ] на його пiдпростiр, породжений лiнiйно незалежними стовпцями матрицi E(s),
оскiльки за припущенням стовпцi матрицi Φ(t) є лiнiйно незалежними.

Нехай

v̂(s) = y(s)−
T∫

0

Π(s, ξ)y(ξ)dξ, (79)

тодi на пiдставi першої властивостi (43) та формул (78), (79) легко встановити рiвнiсть

T∫
0

G(s, ξ)y(ξ)dξ =

T∫
0

G(s, ξ)v̂(ξ)dξ ∀y ∈ L2[0, T ], (80)

за допомогою якої, врахувавши ще позначення (58), рiвнянню (57) можна надати вигляду

y(s) = g(s) +

T∫
0

K(s, ξ)v̂(ξ)dξ + εW (s, y(s)). (81)

Далi, iз формул (79) та (81) випливає рiвнiсть

v̂(s) = q(s) +

T∫
0

L(s, ξ)v̂(ξ)dξ + εΩ(s, y(s)), (82)
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де

q(s) = g(s)−
T∫

0

Π(s, ξ)g(ξ)dξ, (83)

L(s, ξ) = K(s, ξ)−
T∫

0

Π(s, η)K(η, ξ)dη, (84)

Ω(s, y(s)) = W (s, y(s))−
T∫

0

Π(s, η)W (η, y(η))dη. (85)

Таким чином, рiвняння (57) можна трактувати як систему рiвнянь (81) i (82).
Зазначимо, що метод послiдовних наближень (76) для рiвняння (57) також можна зве-

сти до вигляду

yk(s) = g(s) +

T∫
0

K(s, ξ)v̂k−1(ξ)dξ + εW (s, yk−1(s)), (86)

v̂k(s) = q(s) +

T∫
0

L(s, ξ)v̂k−1(ξ)dξ + εΩ(s, yk−1(s)). (87)

Для цього досить ввести вектор-функцiю

v̂k(s) = yk(s)−
T∫

0

Π(s, ξ)yk(ξ)dξ, (88)

використати властивiсть (80), за допомогою якої спiввiдношення (76) набере вигляду (86),
пiдставити його в (88) та взяти до уваги позначення (83) – (85).

Позначимо через p та q норми операторiв

(Kv̂)(s) :=

T∫
0

K(s, ξ)v̂(ξ)dξ, (Lv̂)(s) :=

T∫
0

L(s, ξ)v̂(ξ)dξ

вiдповiдно, а через β та ω — константи Лiпшиця операторiв

(Wy)(s) := W (s, y(s)), (Ωy)(s) := Ω(s, y(s)),
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що дiють у просторi L2[0, T ], i зазначимо, що на основi формул (79), (84) та (85) маємо
‖v̂‖ ≤ ‖y‖, q ≤ p, ω ≤ β.

Теорема 3. Якщо виконується умова

q + ε(β − βq + ωp) < 1, (89)

то iснує єдиний розв’язок системи рiвнянь (81), (82) i послiдовностi, побудованi за фор-
мулами (86), (87), збiгаються до цього розв’язку, тобто

lim
k→∞

yk(s) = y∗(s), lim
k→∞

v̂k(s) = v̂∗(s). (90)

Доведення теореми наведено в [7] (§15).
Зауваження 3. У монографiї [7] показано, що за певних умов нерiвнiсть (89) виконує-

ться при достатньо великих n та малих значеннях параметра ε.

Теорема 4. Якщо виконується умова (91) та спiввiдношення

lim
k→∞

λk = 0, (91)

то iснує єдиний розв’язок x∗ ∈ W 1
2 [a, b] задачi (1) – (3) i послiдовнiсть {xk(t), k ≥ 0} ⊂

⊂ W 1
2 [a, b], побудована за методом (5) – (11), збiгається до цього розв’язку.

Доведення. За умови (89), очевидно, iснує єдиний розв’язок iнтегрального рiвняння
(57) i виконується перше спiввiдношення (90). Використовуючи його i переходячи до гра-
ницi при k → ∞ в рiвностях (72) – (75), приходимо до висновку, що iснують границi

lim
k→∞

wk(s) = w∗(s), lim
k→∞

zk(s) = z∗(s), lim
k→∞

λk = λ∗, lim
k→∞

rk(s) = r∗(s) (92)

i мають вигляд

w∗(s) = e(s) +

T∫
0

Γ(s, ξ)y∗(ξ)dξ, (93)

z∗(s) = h(s) +

T∫
0

G(s, ξ)y∗(ξ)dξ + ε

T∫
0

N(s, ξ)U(ξ, w∗(ξ))dξ, (94)

λ∗ = ∆1α−∆1

T∫
0

V (ξ)w∗(ξ)dξ + ∆2

T∫
0

Z(ξ)r∗(ξ)dξ, (95)

r∗(s) = p(s)− y∗(s) +Q(s)w∗(s) + εU(s, w∗(s)). (96)
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Оскiльки за умови (91) λ∗ = 0, а згiдно з формулами (24), (30) z∗(s) = w∗(s) + Y (s)λ∗,
то, очевидно, z∗(s) = w∗(s). Отже, вираз (96) можна подати у виглядi

r∗(s) = p(s)− y∗(s) +Q(s)z∗(s) + εU(s, w∗(s)). (97)

Iз формул (97), (93) та (94) i того факту, що y∗(s) — розв’язок рiвняння (57), випливає

r∗(s) = g(s)− y∗(s) +

T∫
0

K(s, ξ)y∗(ξ)dξ + εW (s, y∗(s)) = 0,

а тому, враховуючи вираз (95), маємо

∆1

T∫
0

V (ξ)w∗(ξ)dξ = ∆1α,

T∫
0

Z(ξ)r∗(ξ)dξ = 0. (98)

Отже, виконуються всi умови теореми 2, згiдно з якою задача (1) – (3) має єдиний
розв’язок x∗(t), пов’язаний iз розв’язком y∗(s) рiвняння (57) спiввiдношенням (63).

Оскiльки за допомогою формул (14) та (63) легко встановити рiвнiсть

x∗(t)− xk(t) =


z∗1(s)− zk

1 (s), t ∈ [a, τ1];
z∗2(s)− zk

2 (s), t ∈ [τ1, τ2];
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
z∗N (s)− zk

N (s), t ∈ [τN , b],

а мiж нормами в просторах L2[a, b] та L2[0, T ] iснує зв’язок

‖x∗ − xk‖2 =

b∫
a

|x∗(t)− xk(t)|2dt =

= c

N∑
i=1

T∫
0

∣∣∣z∗i (s)− zk
i (s)

∣∣∣2 ds = c‖z∗ − zk‖2, (99)

то iз спiввiдношень (92) та (99) очевидним чином випливає рiвнiсть

lim
k→∞

xk(t) = x∗(t),

що й потрiбно було довести.

Твердження 3. Якщо виконується умова (89) i задача (1) – (3) є сумiсною, то умова
(91) теореми 4 виконується.

Справдi, у випадку, коли вихiдна задача (1) – (3) є сумiсною, за теоремою 1 рiвняння
(57) має розв’язок y∗(s) i справджуються умови (98), а за умови (89), як це випливає iз
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теореми 3, вiн єдиний та iснує границя lim
k→∞

λk = λ∗. Оскiльки iз спiввiдношень (95) та

(98) випливає λ∗ = 0, то умова (91) справджується.

Зауваження 4. Збiльшення числа лiнiйно незалежних рядкiв матрицi Ψ(t), тобто числа
ν, iстотно впливає на зменшення величини q.

Таким чином, в результатi проведених у данiй статтi дослiджень:
1) встановлено новий вигляд умов сумiсностi систем квазiлiнiйних диференцiальних

рiвнянь iз сталим запiзненням;
2) запропоновано та обґрунтовано новий варiант проекцiйно-iтеративного методу по-

будови наближених розв’язкiв таких задач.
Отриманi результати можна перенести на випадок систем диференцiальних рiвнянь

iз змiнним запiзненням та нелiнiйним обмеженням i застосувати розроблений пiдхiд до
дослiдження систем диференцiальних рiвнянь нейтрального типу з обмеженням.
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