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We find sufficient conditions for the systems of nonlinear difference equations

x(n + 1) = A(x(n))x(n) + f(n), n ∈ Z,

where A(x) is a matrix-valued function continuous on Rm, to have solutions in the space of two-way
infinite bounded number sequences.

Отримано достатнi умови iснування розв’язкiв систем нелiнiйних рiзницевих рiвнянь

x(n + 1) = A(x(n))x(n) + f(n), n ∈ Z

(A(x) — неперервна на Rm матрична функцiя) у просторi обмежених двостороннiх числових
послiдовностей.

Одним iз важливих питань теорiї рiзницевих рiвнянь є питання iснування для них обме-
жених на R розв’язкiв.

Будемо дослiджувати системи нелiнiйних рiзницевих рiвнянь вигляду

x(n + 1) = A(x(n))x(n) + f(n), n ∈ Z, (1)

де A(x) — неперервна на Rm матрична функцiя.
Нехай l∞ = l∞(Z, Rm) — банахiв простiр усiх вiдображень x : Z → Rm, множина

значень кожного з яких є обмеженою, з нормою

‖x‖l∞ = sup
n∈Z

‖x(n)‖Rm .

Введемо в розгляд допомiжнi оператори D : l∞ → l∞ i Dy : l∞ → l∞, що визначають-
ся рiвностями

(Dx)(n) = x(n + 1)−A(x(n))x(n),

(Dyx)(n) = x(n + 1)−A(y(n))x(n),

n ∈ Z,

де y(n) ∈ Rm при n ∈ Z — довiльний фiксований вектор.
Вiдмiтимо, що завдяки неперервностi A(x) на Rm та скiнченнiй розмiрностi просто-

ру Rm заданi оператори D, Dy є неперервними i обмеженими на l∞(Z, Rm). Крiм цього,
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оператор Dy є лiнiйним оператором при кожному фiксованому y ∈ l∞. Позначимо через
R(D) множину значень оператора D. Тодi зрозумiло, що iснування розв’язкiв для кожно-
го f ∈ l∞ задається рiвнiстю

R(D) = l∞. (2)

Для отримання основних тверджень будемо використовувати результати теорiї c-непе-
рервних операторiв, а тому нагадаємо деякi поняття.

Згiдно з [1], послiдовнiсть xk ∈ l∞, k ∈ N, локально збiгається до елемента x ∈ l∞
при k → ∞,

xk
лок., l∞−−−−−−→ x при k → ∞,

якщо ця послiдовнiсть є обмеженою i

lim
k→∞

max
|n|≤p

|xk(n)− x(n)| = 0

для всiх p ∈ N.
Оператор називається c-неперервним, якщо для довiльних x ∈ l∞ i послiдовностi xk ∈

∈ l∞, k ∈ N, для яких xk
лок., l∞−−−−−−→ x при k → ∞, випливає, що Fxk

лок., l∞−−−−−−→ Fx при
k → ∞. Клас таких операторiв, очевидно, є досить широким.

Сформулюємо основний результат.

Теорема. Нехай:
1) A(x) — неперервна на Rm матрична функцiя;
2) для кожного y ∈ l∞ оператор Dy : l∞ → l∞ має обернений неперервний (Dy)−1 :

l∞ → l∞;
3) supy∈l∞ ‖(Dy)−1‖ < +∞.
Тодi для кожного f ∈ l∞ рiзницеве рiвняння (1) має хоча б один розв’язок x ∈ l∞.

Перш нiж доводити цю теорему, наведемо деякi допомiжнi результати. Для цього крiм
рiвняння (1) розглянемо також рiвняння

x(n + 1) = A(y(n))x(n) + f(n), n ∈ Z, (3)

де y = y(n) — довiльний елемент простору l∞. Враховуючи, що це рiвняння є лiнiйним,
для нього можна застосувати теорiю, викладену, наприклад, у роботах [2, 3]. Завдяки при-
пущенню 2 теореми єдиний розв’язок x ∈ l∞ рiвняння (3), що вiдповiдає функцiї f ∈ l∞,
подається за допомогою оператора (Dy)−1 у виглядi

x = (Dy)−1f. (4)

Далi, вважаючи, що функцiю f ∈ l∞ зафiксовано, розглянемо вiдображення Uf :
l∞ → l∞, яке кожному елементу y ∈ l∞ ставить у вiдповiднiсть елемент (Dy)−1f цьо-
го ж простору. Це вiдображення, очевидно, визначається рiвнiстю

Uf = (Dy)−1f, (5)

де y ∈ l∞.
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Зупинимось на деяких властивостях вiдображень Uf при f ∈ l∞.

Лема 1. Оператор Uf : l∞ → l∞ є неперервним для кожного f ∈ l∞.

Доведення. Зафiксуємо довiльнi елементи y = y(n) i z = z(n), n ∈ Z, простору l∞ i
розглянемо рiзницевi рiвняння

x(n + 1) = A(y(n))x(n) + f(n),

x(n + 1) = A(z(n))x(n) + f(n),

n ∈ Z.

Нехай x(y) = x(n, y) i x(z) = x(n, z), n ∈ Z, — вiдповiднi розв’язки цих рiвнянь, тобто

x(n + 1, y) ≡ A(y(n))x(n, y) + f(n),

x(n + 1, z) ≡ A(z(n))x(n, z) + f(n), (6)

n ∈ Z.

Тодi

x(y) = (Dy)−1f = Ufy (7)

i

x(z) = (Dz)−1f = Ufz. (8)

Подамо (6) у виглядi

x(n + 1, z)−A(y(n))x(n, z) ≡ [A(z(n))−A(y(n))]x(n, z) + f(n), n ∈ Z.

Звiдси отримаємо

x(z) = (Dy)−1([A(z))−A(y)]x(z) + f) =

= (Dy)−1f + (Dy)−1([A(z)−A(y)]x(z)) =

= (Dy)−1f + (Dy)−1([A(z)−A(y)]
(
Dz)−1f

)
.

Отже, на пiдставi (7) та (8) маємо

Ufz − Ufy = (Dy)−1 ([A(z)−A(y)]Ufz) . (9)

Далi розглянемо довiльну послiдовнiсть (yk)k≥1 функцiй yk ∈ l∞, k ≥ 1, для якої

lim
k→∞

‖yk − y‖l∞ = 0. (10)
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Використовуючи рiвнiсть (9), записуємо

Ufyk − Ufy = (Dy)
−1 ([A(yk)−A(y)]Ufyk) (11)

для всiх k ≥ 1.
Враховуючи (10), припущення 3 теореми та рiвнiсть (5), можемо стверджувати, що

iснує стала a > 0 така, що

sup
k≥0

‖Ufyk‖l∞ ≤ a. (12)

Оскiльки

‖[A(yk)−A(y)]Ufyk‖l∞
=

= sup
n∈Z

‖[A(yk(n))−A(y(n))](Ufyk)(n)‖Rm ≤

≤ sup
n∈Z

‖A(yk(n))−A(y(n)))‖L(Rm,Rm)‖Ufyk‖l∞ ≤

≤ a sup
n∈Z

‖A(yk(n))−A(y(n))‖L(Rm,Rm), n ≥ 1,

операторна функцiя A(x) неперервна на Rm, а банахiв простiр Rm скiнченновимiрний, то
завдяки (10)

lim
k→∞

sup
n∈Z

‖A(y(n))−A(y(n))‖L(Rm,Rm) = 0.

Тодi на пiдставi (12)
lim

k→∞
‖[A(yk(n))−A(y(n))]Ufyk‖l∞ = 0

i
lim

k→∞

∥∥(Dy)−1([A(yk)−A(y)]Ufyk

∥∥
l∞

= 0.

Звiдси та з (11) отримуємо

lim
n→∞

‖Ufy(n)− Ufy‖l∞ = 0.

Отже, якщо виконується спiввiдношення (10), то має мiсце також рiвнiсть (12). Це
означає, що вiдображення Uf : l∞ → l∞ є неперервним у точцi y ∈ l∞. Оскiльки точку
y ∈ l∞ було вибрано довiльно, то Uf є неперервним на l∞ для кожного f ∈ l∞.

Лему 1 доведено.
Далi позначимо через Br замкнену кулю

{x ∈ l∞ : ‖x‖l∞ ≤ r}

i розглянемо число
d = sup

y∈l∞

‖(Ly)−1‖D(l∞,l∞).
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Завдяки припущенню 3 теореми це число є скiнченним. Тому з урахуванням рiвностi (5)
для всiх y ∈ l∞ та f ∈ l∞ справджується спiввiдношення

‖Ufy‖l∞ = ‖(Ly)−1f‖l∞ ≤ ‖(Ly)−1‖D(l∞,l∞)‖f‖l∞ ≤ d‖f‖l∞ ,

тобто має мiсце наступне твердження.

Лема 2. Замкнена куля Bd‖f‖l∞
(d‖f‖l∞ — радiус цiєї кулi) є iнварiантною по вiдно-

шенню до оператора Uf , тобто

‖Ufy‖l∞ ≤ d‖f‖l∞

для всiх y ∈ l∞.

Лема 3. Вiдображення Uf : l∞ → l∞, f ∈ l∞, є c-неперервним.

Доведення. Нагадаємо [4], що в розглядуваному випадку оператор (Dy)−1 : l∞ → l∞
є c-неперервним.

Розглянемо довiльнi y ∈ l∞ i послiдовнiсть yk ∈ l∞, k ∈ N, для яких

yk
лок., l∞−−−−−−→ при k → ∞.

Нехай x(y) ∈ l∞ i x(yk) ∈ l∞, k ∈ N, — такi функцiї, що

x(n + 1, y) ≡ A(y(n))x(n, y) + f(n) (13)

i

x(n + 1, yk) ≡ A(yk(n))x(n, yk) + f(n), (14)

n ∈ Z.

Подамо друге iз цих спiввiдношень у виглядi

x(n + 1, yk) ≡ A(y(n))x(n, yk) + [A(yk(n))−A(y(n))]x(n, yk) + f(n), n ∈ Z. (15)

Згiдно з припущеннями 2 та 3 теореми, враховуючи (13), (15), отримуємо

x(y) = (Dy)−1f

i
x(yk) = (Dy)−1(f + [A(yk(n)−A(y(n)]x(n, yk)), k ≥ 1.

На пiдставi (5) та леми 2 послiдовнiсть (x(yk))k≥1 є обмеженою. Тому завдяки (14),
неперервностi A(x) на Rm та скiнченнiй розмiрностi простору Rm маємо

[A(yk(n)−A(y(n)]x(n, yk)
лок., l∞−−−−−−→ 0 при k → ∞,
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або

f + [A(yk(n)−A(y(n)]x(n, yk)
лок., l∞−−−−−−→ f при k → ∞.

Звiдси з урахуванням c-неперервностi оператора (Dy)−1 : l∞ → l∞ отримуємо

x(yk)
лок., l∞−−−−−−→ x(y) при k → ∞.

Оскiльки на пiдставi (5)
x(y) = Ufy = (Dy)−1f

i
x(yk) = Ufyk = (Dyk

)−1f, r ≥ 1,

то

Ufyk
лок., l∞−−−−−−→ Ufy при k → ∞,

що й доводить лему 3.

Зауваження 1. Оскiльки простiр Rm є скiнченновимiрним, то з c-неперервностi вiдоб-
раження Uf : l∞ → l∞, f ∈ l∞, випливає його c-цiлком неперервнiсть.

Це випливає з того, що множина

{(PrUfy) : ‖y‖l∞ ≤ 1}

є передкомпактною в Rm для кожного r ∈ Z (Pr — проектор : Pry = yr).

Доведення теореми. Завдяки (4) i (5) зрозумiло, що кожна нерухома точка вiдображен-
ня Uf : l∞ → l∞ є обмеженим розв’язком рiвняння (1). Крiм цього, на пiдставi доведених
лем можна стверджувати, що вiдображення Uf : l∞ → l∞, f ∈ l∞ є c-цiлком неперерв-
ним. Залишилось показати, що у випадку виконання умов теореми для кожного f ∈ l∞
множина нерухомих точок вiдображення Uf : l∞ → l∞ є непорожньою. Для цього зафiк-
суємо довiльне f ∈ l∞ i введемо в розгляд послiдовнiсть операторiв Uf k : l∞ → l∞ :

(Uf k)n =
{

(Uf )n, якщо n ∈ [−k, k]
⋂

Z,
0, якщо n ∈ Z \ [−k, k],

k ∈ N.

Для них з урахуванням леми 2 має мiсце включення

Uf kB2d‖f‖l∞(Z,Rm)
⊂ Bd‖f‖l∞

, k ∈ N.

Можна показати, що данi вiдображення є цiлком неперервними. Тому за теоремою
Шаудера про нерухому точку [5] для кожного k ∈ N iснує така точка ck ∈ Bd‖f‖l∞

, що

Uf kck = ck. (16)

Оскiльки множини {cn,k k ∈ N}, n ∈ Z, передкомпактнi i

sup
k∈N, n∈Z

‖cn,k‖E ≤ r,
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то iснує строго зростаюча послiдовнiсть натуральних чисел kl, l ≥ 1, така, що послiдов-
нiсть

ckl

лок., l∞−−−−−−→ c при l → ∞, (17)

де c — деяка точка з кулi Bd‖f‖l∞
.

Враховуючи c-неперервнiсть оператора i (16), можна показати, що

Ufkl
c− Ufc

лок., l∞−−−−−−→ 0 при l → ∞

i

Ufkl
c− Ufkl

ckl

лок., l∞−−−−−−→ 0 при l → ∞.

Тому, враховуючи (16) i (17), маємо

Ufc = c.

Теорему доведено.

Наведемо приклад рiзницевого рiвняння, яке задовольняє всi вимоги теореми 2.

Приклад. Розглянемо неперервну на R функцiю

b(x) =



1
2
, якщо x ≤ 2,

1− 1
x

, якщо 2 < x ≤ 3,

2
3
, якщо x > 3.

(18)

Очевидно, що функцiя b(x) є неперервною на R i

1
2
≤ b(x) ≤ 2

3
для всiх x ∈ R. (19)

Розглянемо рiзницеве рiвняння

x(n + 1) = b(x(n))x(n) + f(n), n ∈ Z, (20)

якщо b(x) збiгається з (18), а f(n) ≡ 1.

Рiвняння (20) має безлiч обмежених розв’язкiв, зокрема такi: x(n) ≡ c ∈ [2, 3]. Це
випливає з того, що для кожного c ∈ [2, 3] виконується рiвнiсть a(c)c = c.

Нехай f(t) ≡ −1 = 0. Оскiльки тодi a(x)x−1 = 0 для всiх x ∈
[
1,

3
2

]
, то рiвняння (16)

при f(t) ≡ −1 = 0 має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв x(t) ≡ C, де C ∈
[
1,

3
2

]
.

Далi покажемо, що для даного рiвняння виконуються умови 2, 3 теореми.
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Зафiксуємо довiльну послiдовнiсть yn ∈ l∞ i розглянемо рiвняння

x(n + 1) = b(y(n))x(n) + f(n), n ∈ Z. (21)

Це рiвняння має єдиний обмежений розв’язок для кожної послiдовностi f ∈ l∞, що пода-
ється у виглядi

x(n + 1) = f(n− 1) + b(y(n− 1))f(n− 2) + b(y(n− 1))b(y(n− 2))f(n− 3) + . . .

. . . + b(y(n− 1))b(y(n− 2)) . . . b(y(n− k))f(n− k − 1) + . . . .

Завдяки (19) (
1
2

)k

≤ b(y(n− 1))b(y(n− 2)) . . . b(y(n− k)) ≤
(

2
3

)k

, k ≥ 1.

Тому

sup
n∈Z

|x(n)| ≤
(

1 +
2
3

+
2
3

+ . . .

)
sup
n∈Z

|f(n)| = 3 sup
n∈Z

|f(n)| . (22)

Якщо рiвняння (19) також має обмежений розв’язок z(n), тобто

z(n + 1) = b(y(n))z(n) + f(n), n ∈ Z,

то згiдно з (21)

x(n + 1)− z(n + 1) = b(y(n))(x(n)− z(n)) + f(n), n ∈ Z.

Звiдси на пiдставi (19) отримуємо

1
2
|x(n)− z(n)| ≤ |x(n + 1)− z(n + 1)| ≤ 2

3
|x(n)− z(n)|

для всiх n ∈ Z. Ця нерiвнiсть для обмежених x(n) i z(n) можлива, лише якщо x(n) ≡ z(n).
Отже, рiзницевий оператор

(Ryx)n = x(n + 1)− b(y(n))x(n)

для кожного yn ∈ l∞ має обмежений неперервний оператор, причому завдяки (22)

‖Ry)−1‖ ≤ 3 для всiх y ∈ l∞.

Таким чином, для рiвняння (20) виконуються всi умови теореми.

Зауваження 2. Як показує наведений приклад, рiвняння (1), що задовольняє вимоги
теореми 2, може мати багато обмежених розв’язкiв x ∈ l∞ для деяких f ∈ l∞.
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