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The authors propose an algorithm for constructing an asymptotic solution to a Neumann boundary-value
problem for a singularly perturbed heat equation with impulses at the fixed moments of time. A theorem
on the order with which the asymptotic solution satisfies the original problem is proved.

Запропоновано алгоритм побудови асимптотичного розв’язку крайової задачi Неймана для
сингулярно збуреного рiвняння теплопровiдностi з iмпульсною дiєю у фiксованi моменти ча-
су та доведено теорему про порядок, з яким асимптотичний розв’язок задовольняє початкову
задачу.

1. Вступ. При вивченнi рiзноманiтних явищ та процесiв технiки, бiологiї, хiмiї, медицини
виникає необхiднiсть дослiдження нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з малим парамет-
ром при старшiй похiднiй [1 – 4]. Такi диференцiальнi рiвняння мають ряд особливостей,
зокрема в загальному випадку розв’язок породжуючої задачi не є границею розв’язку
збуреної задачi.

На даний час розроблено низку методiв та пiдходiв до дослiдження згаданих задач.
Так, В. П. Маслов, С. Ю. Доброхотов та Г. О. Омельянов [5, 6] розвинули метод ВКБ для
побудови асимптотичних розв’язкiв сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь з час-
тинними похiдними; О. Аксельсон, Є. В. Глушков, Н. В. Глушкова [7] застосували метод
локальних функцiй Грiна для побудови числового розв’язку сингулярно збурених задач
конвекцiї-дифузiї; А. А. Бободжанов, В. Ф. Сафонов [8] дослiдили сингулярно збуренi не-
лiнiйнi iнтегро-диференцiальнi системи з швидко змiнними ядрами за допомогою методу
регуляризацiї; Дж. Мо [9] побудував асимптотичний розв’язок сингулярно збуреної за-
дачi для рiвняння реакцiї-дифузiї за допомогою примежових функцiй; Л. А. Люстернiк i
М. I. Вiшик за допомогою методу примежових функцiй побудували асимптотичнi розв’яз-
ки для сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними [10], а
А. Б. Васильєва i В. Ф. Бутузов дослiдили низку задач, що мiстять сингулярно збуренi зви-
чайнi диференцiальнi рiвняння [11, 12].

З iншого боку, багатьом фiзичним процесам властива миттєва змiна деяких їх харак-
теристик, яку можна описати за допомогою так званих умов iмпульсної дiї, що викликає
потребу вивчення iмпульсних систем [13]. Безумовний прiоритет дослiдження систем та-
кого типу належить Київськiй школi з нелiнiйної механiки. Рiзнi аспекти iмпульсних сис-
тем розглядались у працях Ю. О. Митропольського, А. М. Самойленка, М. О. Перестюка
[14, 15] та багатьох iнших. Зокрема, в [16] вивчались питання про побудову асимптотич-
них розв’язкiв та встановлення асимптотичних оцiнок для наближених (асимптотичних)
розв’язкiв сингулярно збурених звичайних диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю
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у фiксованi моменти часу. В той же самий час залишилось не розглянутим питання про
побудову асимптотичних розв’язкiв сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь з час-
тинними похiдними i змiнними коефiцiєнтами та умовами iмпульсної дiї.

У [17] запропоновано алгоритм побудови асимптотичних розв’язкiв крайової задачi
Дiрiхле для сингулярно збуреного рiвняння теплопровiдностi з iмпульсною дiєю у фiксо-
ванi моменти часу.

У данiй статтi вивчається крайова задача Неймана для сингулярно збуреного дифе-
ренцiального рiвняння параболiчного типу з iмпульсною дiєю, для якої на основi методу
примежових функцiй розвинуто алгоритм побудови її асимптотичних розв’язкiв.

2. Постановка задачi. Розглянемо задачу Неймана для диференцiального рiвняння
вигляду

a(x, ε)
∂u

∂t
− b(x, ε)

∂2u

∂x2
= f(u, x, t, ε), (1)

де

a(x, ε) =
∞∑

k=0

εn+kak(x), b(x, ε) =
∞∑

k=0

ε2m+kbk(x), m, n ∈ N,

f(u, x, t, ε) =
∞∑

k=0

εkfk(u, x, t), (x, t) ∈ Ω = (0; 1)× (0;+∞),

з початковою умовою

u(x, 0, ε) = ϕ(x), ϕ(x) ∈ C(∞)([0; 1]), (2)

однорiдними крайовими умовами

∂u(0, t, ε)
∂x

= 0,
∂u(1, t, ε)

∂x
= 0, t ∈ [0;+∞), (3)

та умовами iмпульсної дiї у фiксованi моменти часу ti > 0, i ∈ N :

∆u(x, t, ε) |t=ti= u(x, ti + 0, ε)− u(x, ti − 0, ε) = Ii(u, x, ti, ε), (4)

Ii(u, x, t, ε) =
∞∑

k=0

εkIik(u, x, t), (x, t) ∈ Ω = (0; 1)× (0;+∞), i ∈ N.

Тут ε — малий параметр.
Вважаємо, що розв’язок задачi (1) – (4) iснує i є неперервним злiва при t = ti, i ∈ N.
Нехай виконуються такi припущення:
Π10) функцiї a(x, ε), b(x, ε), f(u, x, t, ε), Ii(u, x, t, ε), i ∈ N, — нескiнченно диференцi-

йовнi щодо своїх змiнних; ti+1 − ti ≥ δ > 0, i ∈ N, для деякого δ;
Π20) виконується умова узгодженостi ϕ′(0) = ϕ′(1) = 0;
Π30) рiвняння f(u, x, t, 0) = 0 має нескiнченно диференцiйовний розв’язок ū0(x, t), ви-

значений для (x, t) ∈ [0; 1]× [0;+∞) такий, що f ′u(ū0(x, t), x, t, 0) < 0.
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3. Побудова асимптотичного розв’язку. Розв’язок задачi (1) – (4) шукається у виглядi
асимптотичного ряду

u(x, t, ε) = ū(x, t, ε) + Πu(x, t, ε), (5)

де

ū(x, t, ε) = ū0(x, t) + εū1(x, t) + ε2ū2(x, t) + . . . (6)

— регулярна частина асимптотики,

Πu(x, t, ε) = Π0u(x, τ0, ε) +Qu(ξ, t, ε) +Q∗u(ξ∗, t, ε) + P0u(ξ, τ0, ε)+

+ P∗0u(ξ∗, τ0, ε) +
∑
ti≤t

[Πiu(x, τi, ε) + Piu(ξ, τi, ε) + P∗iu(ξ∗, τi, ε)] (7)

— сингулярна частина асимптотики, причому

τ0 = tε−n, τi = (t− ti)ε−n, ξ = xε−m, ξ∗ = (1− x)ε−m.

Функцiї, що складають сингулярну частину асимптотики (7), записуються у виглядi
таких асимптотичних рядiв:

Π0u(x, τ0, ε) = Π00u(x, τ0) + εΠ01u(x, τ0) + ε2Π02u(x, τ0) + . . . , (8)

де функцiї Π0ku(x, τ0), k ≥ 0, визначено для x ∈ [0; 1], τ0 ≥ 0;

Qu(ξ, t, ε) = Q0u(ξ, t) + εQ1u(ξ, t) + ε2Q2u(ξ, t) + . . . , (9)

де функцiї Qku(ξ, t), k ≥ 0, визначено для ξ ∈ [0; ε−m], t ≥ 0;

Q∗u(ξ∗, t, ε) = Q∗0u(ξ∗, t) + εQ∗1u(ξ∗, t) + ε2Q∗2u(ξ∗, t) + . . . , (10)

де функцiї Q∗ku(ξ∗, t), k ≥ 0, визначено для ξ∗ ∈ [0; ε−m], t ≥ 0;

Πiu(x, τi, ε) = Πi0u(x, τi) + εΠi1u(x, τi) + ε2Πi2u(x, τi) + . . . , (11)

де функцiї Πiku(x, τi), i ∈ N, k ≥ 0, визначено для x ∈ [0; 1], τi ≥ 0.
Як показано нижче, функцiї в (8) – (11) є примежовими функцiями, а iншi функцiї син-

гулярної частини асимптотики (7) — кутовими функцiями, якi записуються у виглядi

P0u(ξ, τ0, ε) = P00u(ξ, τ0) + εP01u(ξ, τ0) + ε2P02u(ξ, τ0) + . . . , (12)

де функцiї P0ku(ξ, τ0), k ≥ 0, визначено для ξ∗ ∈ [0; ε−m], τ0 ≥ 0;

P∗0u(ξ∗, τ0, ε) = P∗00u(ξ∗, τ0) + εP∗01u(ξ∗, τ0) + ε2P∗02u(ξ∗, τ0) + . . . , (13)
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де функцiї P∗0ku(ξ∗, τ0), k ≥ 0, визначено для ξ∗ ∈ [0; ε−m], τ0 ≥ 0;

Piu(ξ, τi, ε) = Pi0u(ξ, τi) + εPi1u(ξ, τi) + ε2Pi2u(ξ, τi) + . . . , (14)

де функцiї Piku(ξ, τi), i ∈ N, k ≥ 0, визначено для ξ ∈ [0; ε−m], τi ≥ 0;

P∗iu(ξ∗, τi, ε) = P∗i0u(ξ∗, τi) + εP∗i1u(ξ∗, τi) + ε2P∗i2u(ξ∗, τi) + . . . , (15)

де функцiї P∗iku(ξ∗, τi), i ∈ N, k ≥ 0, визначено для ξ∗ ∈ [0; ε−m], τi ≥ 0.
Обчислимо похiднi кутових та примежових функцiй. Маємо

∂Π0ku(x, τ0)
∂t

=
∂Π0ku(x, τ0)

∂τ0

∂τ0
∂t

=
1
εn
∂Π0ku(x, τ0)

∂τ0
,

∂Piku(ξ, τi)
∂t

=
1
εn
∂Piku(ξ, τi)

∂τi
,

∂2Piku(ξ, τi)
∂x2

=
1
ε2m

∂2Piku(ξ, τi)
∂ξ2

,

∂P∗iku(ξ∗, τi)
∂t

=
1
εn
∂P∗iku(ξ∗, τi)

∂τi
,

∂2P∗iku(ξ∗, τi)
∂x2

=
1
ε2m

∂2P∗iku(ξ∗, τi)
∂ξ2∗

.

Пiдставляючи асимптотичний розклад (5) у рiвняння (1) та враховуючи вирази для знай-
дених вище похiдних, з точнiстю O(εk), k ∈ N, знаходимо спiввiдношення

εn
∞∑

j=0

εjaj(x)

( ∞∑
k=0

εk

[
∂ūk(x, t)

∂t
+

1
εn
∂Π0ku(x, τ0)

∂τ0
+

+
∂Qku(ξ, t)

∂t
+
∂Q∗ku(ξ∗, t)

∂t
+

1
εn
∂P0ku(ξ, τ0)

∂τ0
+

1
εn
∂P∗0ku(ξ∗, τ0)

∂τ0
+

+
∑
ti≤t

(
1
εn
∂Πiku(x, τi)

∂τi
+

1
εn
∂Piku(ξ, τi)

∂τi
+

1
εn
∂P∗iku(ξ∗, τi)

∂τi

)])
−

− ε2m
∞∑

j=0

εjbj(x)

( ∞∑
k=0

εk

[
∂2ūk(x, t)

∂x2
+
∂2Π0k(x, τ0)

∂x2
+

+
1
ε2m

(
∂2Qku(ξ, t)

∂ξ2
+
∂2Q∗ku(ξ∗, t)

∂ξ2∗
+
∂2P0ku(ξ, τ0)

∂ξ2
+
∂2P∗0ku(ξ∗, τ0)

∂ξ2∗

)
+

+
∑
ti≤t

(
∂Πiku(x, τi)

∂x2
+

1
ε2m

∂2Piku(ξ, τi)
∂ξ2

+
1
ε2m

∂2P∗iku(ξ∗, τi)
∂ξ2∗

)])
=

= f̄(x, t, ε) + Π0f(x, τ0, ε) +Qf(ξ, t, ε) +Q∗f(ξ∗, t, ε) + P0f(ξ, τ0, ε)+

+ P∗0f(ξ∗, τ0, ε) + Πif(x, τi, ε) + Pif(ξ, τi, ε) + P∗if(ξ∗, τi, ε), (16)

де використано такi позначення:

f̄(x, t, ε) = f(ū(x, t, ε), x, t, ε),
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Π0f(x, τ0, ε) = [f(ū(x, t, ε) + Π0u(x, τ0, ε), x, t, ε)− f(ū(x, t, ε), x, t, ε)]
∣∣∣
t=εnτ0

,

Qf(ξ, t, ε) = [f(ū(x, t, ε) +Qu(ξ, t, ε), x, t, ε)− f(ū(x, t, ε), x, t, ε)]
∣∣∣
x=εmξ

,

Q∗f(ξ∗, t, ε) = [f(ū(x, t, ε) +Q∗u(ξ∗, t, ε), x, t, ε)− f(ū(x, t, ε), x, t, ε)]
∣∣∣
x=1−εmξ∗

,

P0f(ξ, τ0, ε) = [f(ū(x, t, ε) + Π0u(x, τ0, ε) +Qu(ξ, t, ε) + P0(ξ, τ0, ε), x, t, ε)−

− Π0f(x, τ0, ε)−Qf(ξ, t, ε)− f̄(x, t, ε)
] ∣∣∣

t=εnτ0, x=εmξ
,

P∗0f(ξ∗, τ0, ε) = [f(ū(x, t, ε) + Π∗0u(x, τ0, ε) +Q∗u(ξ∗, t, ε)+

+ P∗0(ξ∗, τ0, ε), x, t, ε)−Π0f(x, τ0, ε)−

− Q∗f(ξ∗, t, ε)− f̄(x, t, ε)
] ∣∣∣

t=εnτ0, x=1−εmξ∗
,

Πif(x, τi, ε) = [f(ū(x, t, ε) + Πiu(x, τi, ε), x, t, ε)− f(ū(x, t, ε), x, t, ε)]
∣∣∣
t=εnτ0+ti

,

Pif(ξ, τi, ε) = [f(ū(x, ti, ε) + Πi0u(x, τi, ε) +Qu(ξ, t, ε) + Pi(ξ, τi, ε), x, t, ε)−

− Πif(x, τi, ε)−Qf(ξ, t, ε)− f̄(x, t, ε)
] ∣∣∣

t=εnτ0+ti, x=εmξ
,

P∗if(ξ∗, τi, ε) = [f(ū(x, t, ε) + Πi0u(x, τi, ε) +Q∗u(ξ∗, t, ε)+

+ P∗ik(ξ∗, τi, ε), x, t, ε)−Π∗if(x, τi, ε)−

− Q∗f(ξ∗, t, ε)− f̄(x, t, ε)
] ∣∣∣

t=εnτ0+ti, x=1−εmξ∗
.

Враховуючи вигляд k-ї похiдної за параметром ε записаних вище функцiй, маємо

Π0f(x, τ0, ε) = [f(ū(x, t, ε) + Π0u(x, τ0, ε), x, t, ε)− f(ū(x, t, ε), x, t, ε)]
∣∣∣
t=εnτ0

=

= [f(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ0), x, 0, 0)− f(ū0(x, 0), x, 0, 0)]+

+ ε
([
f ′u(ū0(x, 0) + Π0u(x, τ0), x, 0, 0)Π01u(x, τ0)

]
+G1(x, τ0)

)
+ . . .

. . .+ εk
([
f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ0), x, 0, 0)Π0ku(x, τ0)

]
+Gk(x, τ0)

)
+ . . . ,
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де функцiїGk(x, τ0), k ∈ N, залежать вiд функцiй Π00u(x, τ0),Π01u(x, τ0), . . . ,Π0,k−1u(x, τ0);

Qf(ξ, t, ε) = [f(ū(x, t, ε) +Qu(ξ, t, ε), x, t, ε)− f(ū(x, t, ε), x, t, ε)]
∣∣∣
x=εmξ

=

= [f(ū0(0, t) +Q0u(ξ, t), 0, t, 0)− f(ū0(0, t), 0, t, 0)]+

+ ε
([
f ′u(ū0(0, t) +Q0u(ξ, t), 0, t, 0)Q1u(ξ, t)

]
+ F1(ξ, t)

)
+ . . .

. . .+ εk
([
f ′u(ū0(0, t) +Q0u(ξ, t), 0, t, 0)Qku(ξ, t)

]
+ Fk(ξ, t)

)
+ . . . ,

де функцiї Fk(ξ, t), k ∈ N, залежать вiд функцiй Q0u(ξ, t), Q1u(ξ, t), . . . , Qk−1u(ξ, t);

Q∗f(ξ∗, t, ε) = [f(ū(x, t, ε) +Q∗u(ξ∗, t, ε), x, t, ε)− f(ū(x, t, ε), x, t, ε)]
∣∣∣
x=1−εmξ∗

=

= [f(ū0(1, t) +Q∗0u(ξ∗, t), 1, t, 0)− f(ū0(1, t), 1, t, 0)]+

+ ε
([
f ′u(ū0(1, t) +Q∗0u(ξ∗, t), 1, t, 0)Q∗1u(ξ∗, t)

]
+ F∗1(ξ∗, t)

)
+ . . .

. . .+ εk
([
f ′u(ū0(1, t) +Q∗0u(ξ∗, t), 1, t, 0)Q∗ku(ξ∗, t)

]
+ F∗k(ξ∗, t)

)
+ . . . ,

де функцiї F∗k(ξ, t), k ∈ N, залежать вiд функцiй Q∗0u(ξ∗, t), Q∗1u(ξ∗, t), . . . , Q∗,k−1u(ξ∗, t);

P0f(ξ, τ0, ε) =
[
f(ū(x, t, ε) + Π0u(x, τ0, ε) +Qu(ξ, t, ε) + P0(ξ, τ0, ε), x, t, ε)−

−Π0f(x, τ0, ε)−Qf(ξ, t, ε)− f̄(x, t, ε)
]∣∣∣

t=εnτ0,x=εmξ
=

=
[
f(ū0(x, 0) + Π00u(0, τ0) +Q0u(ξ, 0) + P00u(ξ, τ0), 0, 0, 0)−

− f(ū0(x, 0) + Π00u(0, τ0), 0, 0, 0)− f(ū0(0, 0) +Q0u(ξ, 0), 0, 0, 0)+

+ f(ū0(0, 0), 0, 0, 0)
]

+ ε
([
f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(0, τ0) +Q0u(ξ, 0)+

+ P00u(ξ, τ0), 0, 0, 0)P01u(ξ, τ0)
]

+H01(ξ, τ0)
)

+ . . .

. . .+ εk
([
f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(0, τ0)+

+Q0u(ξ, 0) + P00u(ξ, τ0), 0, 0, 0)P0ku(ξ, τ0)
]

+H0k(ξ, τ0)
)

+ . . . ,

де функцiїH0k(x, τ0), k ∈ N, залежать вiд функцiйP00u(ξ, τ0), P01u(ξ, τ0), . . . , P0,k−1u(ξ, τ0);

P∗0f(ξ∗, τ0, ε) =
[
f(ū(x, t, ε) + Π∗0u(x, τ0, ε) +Q∗u(ξ, t, ε) + P∗0(ξ∗, τ0, ε), x, t, ε)−

−Π0f(x, τ0, ε)−Q∗f(ξ∗, t, ε)− f̄(x, t, ε)
]∣∣∣

t=εnτ0,x=1−εmξ∗
=
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=
[
f(ū0(1, 0) + Π00u(1, τ0) +Q∗0u(ξ∗, 0) + P∗00u(ξ∗, τ0), 1, 0, 0)−

− f(ū0(1, 0) + Π∗00u(1, τ0), 1, 0, 0)− f(ū0(1, 0) +Q∗0u(ξ∗, 0), 1, 0, 0)+

+ f(ū0(1, 0), 1, 0, 0)
]

+ ε
([
f ′u(ū0(1, 0) + Π∗00u(1, τ0)+

+Q∗0u(ξ∗, 0) + P∗00u(ξ∗, τ0), 1, 0, 0)P∗01u(ξ∗, τ0)
]

+H∗01(ξ∗, τ0)
)

+ . . .

. . .+ εk
([
f ′u(ū0(1, 0) + Π∗00u(1, τ0)+

+Q∗0u(ξ∗, 0) + P∗00u(ξ∗, τ0), 1, 0, 0)P∗0ku(ξ∗, τ0)
]

+H∗0k(ξ∗, τ0)
)

+ . . . ,

де функцiї H∗0k(ξ∗, τ0), k ∈ N, залежать вiд функцiй P∗00u(ξ∗, τ0), P∗01u(ξ∗, τ0), . . .
. . . , P0,k−1u(ξ∗, τ0);

Πif(x, τi, ε) =
[
f(ū(x, ti, ε) + Πiu(x, τi, ε), x, t, ε)− f(ū(x, t, ε), x, t, ε)

]∣∣∣
t=εnτ0+ti

=

=
[
f(ū0(x, ti) + Πi0u(x, τi), x, ti, 0)− f(ū0(x, ti), x, ti, 0)

]
+

+ ε
([
f ′u(ū0(x, ti) + Πi0u(x, τi), x, ti, 0) ·Πi1u(x, τi)

]
+Gi1(x, τi)

)
+ . . .

. . .+ εk
([
f ′u(ū0(x, ti) + Πi0u(x, τi), x, ti, 0) ·Πiku(x, τi)

]
+Gik(x, τi)

)
+ . . . ,

де функцiїGik(x, τi), k ∈ N, залежать вiд функцiй Πi0u(x, τi),Πi1u(x, τi), . . . ,Πi,k−1u(x, τi);

Pif(ξ, τi, ε) =
[
f(ū(x, ti, ε) + Πi0u(x, τi, ε) +Qu(ξ, ti, ε) + Pik(ξ, τi, ε), x, ti, ε)−

−Πif(x, τi, ε)−Qf(ξ, t, ε)− f̄(x, t, ε)
]∣∣∣

t=εnτ0+ti; x=εmξ
=

=
[
f(ū0(0, ti) + Πi0u(0, τi) +Q0u(ξ, ti) + Pi0u(ξ, τi), 0, ti, 0)−

− f(ū0(0, ti) + Πi0u(0, τi), 0, ti, 0)− f(ū0(0, ti) +Q0u(ξ, ti), 0, ti, 0)+

+ f(ū0(0, ti), 0, ti, 0)
]

+ ε
([
f ′u(ū0(0, ti) + Πi0u(0, τi)+

+Q0u(ξ, ti) + Pi0u(ξ, τi), 0, ti, 0)Pi1u(ξ, τi)
]

+Hi1(ξ, τi)
)

+ . . .

. . .+ εk
([
f ′u(ū0(0, ti) + Πi0u(0, τi)+

+Q0u(ξ, ti) + Pi0u(ξ, τi), 0, ti, 0)Piku(ξ, τi)
]

+Hik(ξ, τi)
)

+ . . . ,
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де функцiї Hik(x, τi), k ∈ N, залежать вiд функцiй Pi0u(ξ, τi), Πi1u(ξ, τi), . . . , Πi,k−1u(x, τi);

P∗if(ξ∗, τi, ε) =
[
f(ū(x, t, ε) + Πiu(x, τi, ε) +Q∗u(ξ∗, ti, ε) + P∗ik(ξ∗, τi, ε), x, ti, ε)−

−Πif(x, τi, ε)−Q∗f(ξ∗, t, ε)− f̄(x, t, ε)
]∣∣∣

t=εnτ0+ti, x=εmξ∗+1
=

=
[
f(ū0(1, ti) + Πi0u(1, τi) +Q0u(ξ∗, ti) + P∗i0u(ξ∗, τi), 1, ti, 0)−

− f(ū0(1, ti) + Πi0u(1, τi), 1, ti, 0)− f(ū0(1, ti) +Q∗0u(ξ∗, ti), 1, ti, 0)+

+ f(ū0(1, ti), 1, ti, 0)
]

+ ε
([
f ′u(ū0(1, ti) + Πi0u(1, τi) +Q∗0u(ξ∗, ti)+

+ P∗i0u(ξ∗, τi), 1, ti, 0)P∗i1u(ξ∗, τi)
]

+H∗i1(ξ∗, τi)
)

+ . . .

. . .+ εk
([
f ′u(ū0(1, ti) + Πi0u(1, τi) +Q∗0u(ξ∗, ti)+

+ P∗i0u(ξ∗, τi), 1, ti, 0)P∗iku(ξ∗, τi)
]

+H∗ik(ξ∗, τi)
)

+ . . . ,

де функцiї H∗ik(ξ∗, τi), k ∈ N, залежать вiд функцiй P∗i0u(ξ∗, τi), P∗i1u(ξ∗, τi), . . .
. . . , P∗i,k−1u(ξ∗, τi).

Прирiвнюючи в (16) коефiцiєнти при однакових степенях ε, отримуємо систему спiв-
вiдношень для регулярної частини асимптотики (6) вигляду

f̄(ū0(x, t), x, t, 0) = 0, (17)

f̄ ′u(ū0(x, t), x, t, 0)ūk(x, t) = Ak(x, t), k ∈ N, (18)

де функцiї Ak(x, t), k ∈ N, рекурентно визначаються пiсля знаходження функцiй ū0(x, t),
ū1(x, t), . . . , ūk−1(x, t).

Далi вважаємо, що система (18) має розв’язок ū0(x, t), ū1(x, t), . . . , (x, t) ∈ [0; 1] ×
×[0;+∞), такий, що для кожного k ≥ 0 справджується умова

∂ūk(x, t)
∂x

6= 0, (x, t) ∈ [0; 1]× [0;+∞).

Спочатку виконаємо побудову сингулярної частини в (7) на промiжку [0; t1). При цьо-
му побудова сингулярної частини асимптотичного розкладу (7) на промiжку [0; t1) прово-
диться з урахуванням початкової умови (2) та крайових умов (3).

З початкової умови (2) знаходимо

u(x, 0, ε) = ū(x, 0, ε) + Πu(x, 0, ε) = ū(x, 0, ε) + Π0u(x, 0, ε)+

+ P0u(ξ, 0, ε) + P∗0u(ξ∗, 0, ε) +Qu(ξ, 0, ε) +Q∗u(ξ∗, 0, ε) = ϕ(x).
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Урахування асимптотичних розкладiв для примежових i кутових функцiй (8) – (15) та при-
рiвнювання коефiцiєнтiв при однакових степенях ε в (16) приводить до спiввiдношень виг-
ляду

Π00u(x, 0) + ū0(x, 0) = ϕ(x),

Π0ku(x, 0) + ūk(x, 0) = 0, k ≥ 1,

Qku(ξ, 0) + P0ku(ξ, 0) = 0, k ≥ 0,

P∗0ku(ξ∗, 0) +Q∗ku(ξ∗, 0) = 0, k ≥ 0.

З крайової умови (3) при x = 0 маємо

∂u(0, t, ε)
∂x

=
∂ū(0, t, ε)

∂x
+
∂Πu(0, t, ε)

∂x
=

=
∂ū(0, t, ε)

∂x
+
∂Π0u(0, τ0, ε)

∂x
+

1
εm

∂P0u(0, τ0, ε)
∂ξ

+
1
εm

∂Qu(0, t, ε)
∂ξ

= 0. (19)

Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях параметра ε в (19), отримуємо спiв-
вiдношення

∂Qku(0, t)
∂ξ

= 0, 0 ≤ k < m,

∂Qku(0, t)
∂ξ

= −∂ūk−m(0, t)
∂x

, k ≥ m,

∂P0ku(0, τ0)
∂ξ

= 0, 0 ≤ k < m,

∂P0ku(0, τ0)
∂ξ

= −
∂Π0,k−mu(0, τ0)

∂x
, k ≥ m.

З крайової умови (3) при x = 1 маємо

∂u(1, t, ε)
∂x

=
∂ū(1, t, ε)

∂x
+
∂Πu(1, t, ε)

∂x
=

=
∂ū(1, t, ε)

∂x
+
∂Π0u(1, τ0, ε)

∂x
− 1
εm

∂P∗0u(0, τ0, ε)
∂ξ∗

− 1
εm

∂Q∗u(0, t, ε)
∂ξ

= 0. (20)

Аналогiчно, прирiвнявши коефiцiєнти при однакових степенях параметра ε в (20),
отримуємо спiввiдношення

∂Q∗ku(0, t)
∂ξ∗

= 0, 0 ≤ k < m,

∂Q∗ku(0, t)
∂ξ∗

=
∂ūk−m(1, t)

∂x
, k ≥ m,
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∂P∗0ku(0, τ0)
∂ξ∗

= 0, 0 ≤ k < m,

∂P∗0ku(0, τ0)
∂ξ∗

=
∂Π0,k−mu(1, τ0)

∂x
, k ≥ m.

Таким чином, примежовi функцiї Π0ku(x, τ0), k ≥ 0, визначаються як розв’язки задач
Кошi вигляду

a0(x)
∂Π00u(x, τ0)

∂τ0
= f(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ0), x, 0, 0), (21)

Π00u(x, 0) = ϕ(x)− ū0(x, 0), (22)

a0(x)
∂Π0ku(x, τ0)

∂τ0
= f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ0), x, 0, 0)Π0ku(x, τ0) +R0k(x, τ0), (23)

Π0ku(x, 0) = −ūk(x, 0), k ∈ N. (24)

Тут R0k(x, τ0), k ∈ N, рекурентно визначаються через функцiї Π00u(x, τ0), Π01u(x, τ0), . . .
. . . , Π0,k−1u(x, τ0), де функцiї ūk(x, t), k ∈ N, — коефiцiєнти при εk в регулярнiй частинi
асимптотики (6).

Лема 1. Нехай виконуються умови:
1) мають мiсце припущення Π10 – Π30 ;
2) a0(x) > 0 для всiх x ∈ [0; 1];
3) функцiя Π00u(x, τ0), що є розв’язком задачi (21), (22), задовольняє для деяких до-

датних сталих C0, γ0 нерiвнiсть

|Π00u(x, τ0)| ≤ C0e
−γ0τ0 , τ0 ≥ 0;

4) похiдна f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ0), x, 0, 0) < 0 для всiх x ∈ [0; 1], τ0 ≥ 0.
Тодi при кожному натуральному числi k задача Кошi (23), (24) має розв’язок Π0ku(x, τ0),

який задовольняє спiввiдношення

lim
τ0→+∞

|Π0ku(x, τ0)| = 0.

Бiльш того, iснують такi додатнi сталi Ck, γk, k ∈ N, що для функцiї Π0ku(x, τ0),
k ∈ N, справджується нерiвнiсть

|Π0ku(x, τ0)| ≤ Cke
−γkτ0 , τ0 ≥ 0.

Доведення проведемо методом математичної iндукцiї. Розглянемо спочатку випадок,

коли k = 1. У цьому випадку функцiя R01(x, τ0) = G1(x, τ0) − a1(x)
∂Π00u(x, τ0)

∂τ0
(див.
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розклад за малим параметром ε для функцiї Π0f), а розв’язок задачi Кошi (23), (24) має
вигляд

Π01u(x, τ0) = −ū1(x, 0) exp

 τ0∫
0

1
a0(x)

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ), x, 0, 0)dτ

+

+
1

a0(x)

τ0∫
0

exp

 1
a0(x)

τ0∫
s

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, s), x, 0, 0)ds

R01(x, s)ds.

Функцiя R01(x, τ0) задовольняє нерiвнiсть∣∣∣R01(x, τ0)
∣∣∣ =

∣∣∣f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ0), x, 0, 0)ū1(x, 0)+

+ f ′t(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ0), x, 0, 0)nτ0 + f ′ε(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ0), x, 0, 0)−

− f ′u(ū0(x, 0), x, 0, 0)ū1(x, 0)− f ′t(ū0(x, 0), x, 0, 0)nτ0−

− f ′ε(ū0(x, 0), x, 0, 0)− a1(x)
∂Π00u(x, τ0)

∂τ0

∣∣∣ ≤ (c1τ0 + c0) e−γ0τ0 ,

де c0, c1 — деякi сталi, а отже,

|Π01u(x, τ0)| =

∣∣∣∣∣∣ū1(x, 0) exp

 τ0∫
0

1
a0(x)

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ), x, 0, 0)dτ

+

+

∣∣∣∣∣∣ 1
a0(x)

τ0∫
0

exp

 1
a0(x)

τ0∫
σ

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, σ), x, 0, 0)dσ

R01(x, σ)dσ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ |ū1(x, 0)| exp

 τ0∫
0

1
a0(x)

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ), x, 0, 0)dτ

+

+

∣∣∣∣∣∣ 1
a0(x)

τ0∫
0

exp

 1
a0(x)

τ0∫
σ

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, σ), x, 0, 0)dσ

R01(x, σ)dσ

∣∣∣∣∣∣ .
Оскiльки Π00u(x, τ0) → 0 при τ0 → ∞ i згiдно з умовою 4 виконується нерiвнiсть

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ0), x, 0, 0) < 0, то враховуючи припущення Π30 , маємо, що iснують
такi числа 0 < κ < γ0, τ00 > 0, для яких справджується нерiвнiсть

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ0), x, 0, 0) < −κ для всiх τ0 ≥ τ00.

Звiдси випливає, що

τ0∫
τ00

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ), x, 0, 0)dτ ≤ −κ(τ0 − τ00),
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а отже,

exp

 τ0∫
0

1
a0(x)

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ), x, 0, 0)dτ

 ≤ Ce−κ(τ0−τ00)

для деякої додатної сталої C.
Таким чином, маємо

|Π01u(x, τ0)| ≤ C|ū1(x, 0)|e−κ(τ0−τ00)+

+ max
x∈[0;1]

(
1

a0(x)

) τ0∫
0

Ce−κ(τ0−σ−τ00) (c1σ + c0) e−γ0σdσ ≤

≤ C|ū1(x, 0)|e−κ(τ0−τ00) + C̃

 τ0∫
0

e−κ(τ0−σ)(c1σ + c0)e−γ0σdσ

 ≤

≤ C|ū1(x, 0)|e−κ(τ0−τ00) + C̃

 τ0∫
0

e−κτ0(c1σ + c0)e(κ−γ0)σdσ

 ≤

≤ C|ū1(x, 0)|e−κ(τ0−τ00)+

+ C̃

([
1

κ− γ0
c1τ0 −

c1
(κ− γ0)2

+
1

κ− γ0
c0

]
e(κ−γ0)τ0+

+
c1

(κ− γ0)2
− c0
κ− γ0

)
e−κτ0 ,

де

C̃ = Ceκτ00 max
x∈[0;1]

(
1

a0(x)

)
.

Очевидно, що для кожного κ > 0 знайдеться таке κ1, що 0 < κ1 < κ i виконується
нерiвнiсть

e−κτ0τ0 ≤ C̃1e
−κ1τ0 ,

звiдки випливає

|Π01u(x, τ0)| ≤ C1e
−γ1τ0 , τ0 ≥ 0,

для деяких додатних сталих C1, γ1 та всiх τ0 ≥ 0.
Нехай тепер лема є справедливою для деякого значення k = s > 1, i покажемо її

справедливiсть для k = s+ 1. Для цього розглянемо задачу Кошi (23), (24) для k = s+ 1.
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Розв’язок цiєї задачi можна записати у виглядi

Π0,s+1u(x, τ0) = −ūs+1(x, 0) exp

 τ0∫
0

1
a0(x)

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ), x, 0, 0)dτ

+

+
1

a0(x)

τ0∫
0

exp

 1
a0(x)

τ0∫
0

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, σ), x, 0, 0)dσ

×

× exp

− 1
a0(x)

σ∫
0

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, σ), x, 0, 0)dσ

R0,s+1(x, σ)dσ =

= −ūs+1(x, 0) exp

 τ0∫
0

1
a0(x)

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ), x, 0, 0)dτ

+

+
1

a0(x)

τ0∫
0

exp

 1
a0(x)

τ0∫
σ

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, σ), x, 0, 0)dσ

R0,s+1(x, σ)dσ.

ФункцiїR0,s+1(x, τ1) полiномiально залежать вiд Π0lu(x, τ0), l = 1, s, а отже, для цiєї функ-
цiї виконується нерiвнiсть

|R0,s+1(x, τ1)| ≤
(
cse

−γsτ0 + cs−1e
−γs−1τ0 + . . .+ c0e

−γ0τ0
)
τ s+1
0 , τ0 ≥ 0,

де c0, c1, . . . , cs та γ0, γ1, . . . , γs — деякi додатнi сталi.
Звiдси для примежової функцiї Π0,s+1u(x, τ0) отримуємо

|Π0,s+1u(x, τ0)| =

∣∣∣∣∣∣ūs+1(x, 0) exp

 τ0∫
0

1
a0(x)

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ), x, 0, 0)dτ

+

+
1

a0(x)

τ0∫
0

exp

 1
a0(x)

τ0∫
σ

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, σ), x, 0, 0)dσ

R0,s+1(x, σ)dσ

∣∣∣∣∣∣≤

≤ |ūs+1(x, 0)| exp

 τ0∫
0

1
a0(x)

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ), x, 0, 0)dτ

+

+
1

a0(x)

τ0∫
0

exp

 1
a0(x)

τ0∫
σ

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, σ), x, 0, 0)dσ

|R0,s+1(x, σ)| dσ.
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Оскiльки Π00u(x, τ0) → 0 при τ0 → ∞ i згiдно з умовою 4 виконується нерiвнiсть
f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ0), x, 0, 0) < 0, то, враховуючи припущення Π30 , можемо стверджу-
вати, що iснують такi числа τ00 > 0, κ > 0, що κ < γk для довiльного k = 0, s, та
справджується нерiвнiсть

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ0), x, 0, 0) < −κ для всiх τ0 ≥ τ00.

Звiдси випливає, що

τ0∫
τ00

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ), x, 0, 0)dτ ≤ −κ(τ0 − τ00),

а отже,

exp

 τ0∫
0

1
a0(x)

f ′u(ū0(x, 0) + Π00u(x, τ), x, 0, 0)dτ

 ≤ Ce−κ(τ0−τ00)

для деякої сталої C > 0.
Таким чином, маємо

|Π0,s+1u(x, τ0)| ≤ C|ūs+1(x, 0)|e−κ(τ0−τ00) + max
x∈[0;1]

(
1

a0(x)

) τ0∫
0

Ce−κ(τ0−σ−τ00)×

×
(
cse

−γsσ + cs−1e
−γs−1σ + . . .+ c0e

−γ0σ
)
σs+1dσ ≤

≤ C|ūk(x, 0)|e−κ(τ0−τ00)+

+ C̃

τ0∫
0

e−κ(τ0−σ)
(
cse

−γsσ + cs−1e
−γs−1σ + . . .+ c0e

−γ0σ
)
σs+1dσ≤

≤ C|ūk(x, 0)|e−κ(τ0−τ00)+

+ C̃e−κτ0

τ0∫
0

(
cse

−γsσ + cs−1e
−γs−1σ + . . .+ c0e

−γ0σ
)
eκσσs+1dσ. (25)

Оскiльки для кожного κ > 0 iснують такi κ̃ > 0, C̃0 > 0, що виконується нерiвнiсть

e−κτ0τ s+1
0 ≤ C̃0e

−κ̃τ0 ,

то

|Π0,s+1u(x, τ0)| ≤

≤ C|ūk(x, 0)|e−κ(τ0−τ00) + C̃2e
−κτ0

 τ0∫
0

e−κ0σeκσdσ + . . .+

τ0∫
0

e−κsσeκσdσ

 ,

де C̃2, κ0, κ1, . . . , κs — деякi додатнi сталi.
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Очевидно, що звiдси i з (25) випливає нерiвнiсть

|Π0,s+1u(x, τ0)| ≤ Cs+1e
−γs+1τ0

для деяких додатних сталих Cs+1, γs+1 та всiх τ0 ≥ 0.

Лему доведено.

Примежовi функцiї Qku(ξ, t), k ≥ 0, визначаються як розв’язки крайових задач виг-
ляду

−b0(0)
∂2Q0u(ξ, t)

∂ξ2
= f(ū0(0, t) +Q0u(ξ, t), 0, t, 0), (26)

∂Q0u(0, t)
∂ξ

= 0, lim
ξ→∞

Q0u(ξ, t) = 0; (27)

−b0(0)
∂2Qku(ξ, t)

∂ξ2
= f ′u(ū0(0, t) +Q0u(ξ, t), 0, t, 0)Qku(ξ, t) + Zk(ξ, t), (28)

∂Qku(0, t)
∂ξ

= 0, lim
ξ→∞

Qku(ξ, t) = 0, 1 ≤ k < m, (29)

−b0(0)
∂2Qku(ξ, t)

∂ξ2
= f ′u(ū0(0, t) +Q0u(ξ, t), 0, t, 0)Qku(ξ, t) + Zk(ξ, t), (30)

∂Qku(0, t)
∂ξ

= −∂ūk−m(0, t)
∂x

, lim
ξ→∞

Qku(ξ, t) = 0, k ≥ m, (31)

де функцiї Zk(ξ, τ0), k ∈ N, рекурентно знаходяться пiсля знаходження функцiй Q0u(ξ, t),
Q1u(ξ, t), . . . , Qk−1u(ξ, t).

В якостi розв’язку крайової задачi (26), (27) можна взяти функцiю Q0u(ξ, t) ≡ 0 (див.
розклад функцiї Qu(ξ, t) в ряд за малим параметром). Аналогiчно розв’язком задачi (28),
(29) є функцiя Qku(ξ, t) ≡ 0 при k < m.

Лема 2. Нехай виконуються умови:
1) мають мiсце припущення Π10 – Π30 ;
2) b0(x) > 0 для всiх x ∈ [0; 1].
Тодi при кожному натуральному k ≥ m iснує розв’язок крайової задачi (30), (31)

Qku(ξ, t), для якого при довiльному додатному числi T iснують такi додатнi сталi Ck,
γk, k ≥ m, що функцiя Qku(ξ, t), k ≥ m, задовольняє спiввiдношення

|Qku(ξ, t)| ≤ Cke
−γkξ, ξ ≥ 0, t ∈ [0;T ].
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Доведення проведемо методом математичної iндукцiї. Розглянемо спочатку випадок,
коли k = m. Тодi функцiя Zm(ξ, t) ≡ 0 i розв’язок вiдповiдної крайової задачi запишеться
у виглядi C1(t) exp (λξ) + C2(t) exp (−λξ), де

λ = λ(t) =

√
− 1
b0(0)

f ′u(ū0(0, t), 0, t, 0) > 0, t ∈ [0;T ].

Враховуючи крайову умову (31), розв’язок задачi (30), (31) записуємо у виглядi

Qmu(ξ, t) =
∂ū0(0, t)
∂x

e−λξ.

Таким чином, маємо оцiнку вигляду

|Qmu(ξ, t)| ≤
∣∣∣∣∂ū0(0, t)

∂x
e−λξ

∣∣∣∣ ≤ Cme
−λξ.

Припустимо, що лема 2 є справедливою при деякому натуральному k > m, i покаже-
мо її справедливiсть при k + 1.

Оскiльки загальний розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння, що вiдповiдає
крайовiй задачi (30), (31) (t вважаємо параметром), записується у виглядi C1(t) exp (λξ) +
+C2(t) exp (λξ), де

λ = λ(t) =

√
− 1
b0(0)

f ′u(ū0(0, t), 0, t, 0) > 0, t ≥ 0,

то, враховуючи крайову умову (31), функцiю Грiна для задачi (30), (31) записуємо у виг-
лядi

G(ξ, s) =


− 1

2λ
∂ūk+1−m(0, t)

∂x
ϕ(s)

(
eλξ − e−λξ

)
, 0 ≤ ξ ≤ s,

ψ(s)e−λξ, s < ξ < ∞,

(32)

де ūk+1−m(x, t) — коефiцiєнт регулярної частини асимптотики (6).
Функцiї ϕ(s) та ψ(s) визначаються з системи рiвнянь

ϕ(s)
(
− 1

2λ
ūk+1−m(0, t)

∂x

)(
eλs − e−λs

)
= ψ(s)e−λs,

−λψ(s)e−λs +
1
2
ū0(0, t)
∂x

ϕ(s)
(
eλs + e−λs

)
= − 1

b0(0)

i мають вигляд

ϕ(s) = − 1
b0(0)

(
∂ūk+1−m(0, t)

∂x

)−1

e−λs, ψ(s) =
1

2λb0(0)

(
eλs − e−λs

)
.
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Таким чином, функцiя Грiна має вигляд

G(ξ, s) = − 1
2λb0(0)


e−λ(s−ξ) − e−λ(s+ξ), 0 ≤ ξ < s,

e−λ(ξ−s) − e−λ(s+ξ), s ≤ ξ < ∞,

а розв’язок крайової задачi (30), (31) можна записати за допомогою формули

Qk+1u(ξ, t) =

∞∫
0

G(ξ, s)Zk+1(s, t)ds, t ≥ 0.

Оскiльки функцiї Zk+1(ξ, t), k ∈ N, полiномiально залежать вiд Q0,lu(ξ, t), l = 1, k, то
виконується нерiвнiсть вигляду

|Zk+1(ξ, t)| ≤
(
cke

−γkξ + ck−1e
−γk−1ξ + . . .+ cme

−γmξ
)
ξk+1, ξ ≥ 0, t ∈ [0;T ], (33)

де cm, cm+1, . . . , ck та γm, γm+1, . . . , γk — деякi додатнi сталi.

Таким чином, для примежової функцiї Qk+1u(ξ, t) знаходимо оцiнку вигляду

|Qk+1u(ξ, t)| =

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

G(ξ, s)Zk+1(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

2
2λb0(0)

e−λ|ξ−s|Zk+1(s, t)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1
λb0(0)

 ξ∫
0

e−λ(ξ−s)|Zk+1(s, t)|ds+

∞∫
ξ

e−λ(s−ξ)|Zk+1(s, t)|ds

 ≤

≤ 1
λb0(0)

 ξ∫
0

e−λ(ξ−s)
(
cke

−γks + ck−1e
−γk−1s + . . .+ cme

−γms
)
sk+1ds+

+

∞∫
ξ

e−λ(s−ξ)
(
cke

−γks + ck−1e
−γk−1s + . . .+ cme

−γms
)
sk+1ds

 .

Оскiльки для довiльного γm+l, l = 0, k −m, iснують такi додатнi сталi κm+l та c̄m+l,
l = 0, k −m, що κm+l < γm+l i для довiльного l = 0, k −m виконується нерiвнiсть

cm+le
−γm+lssk+1 ≤ c̄m+le

−κm+ls, s ≥ 0,
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то

|Qk+1u(ξ, t)| ≤

≤ 1
λb0(0)

e−λξ

̄ck ξ∫
0

e(λ−κk)sds+ c̄k−1

ξ∫
0

e(λ−κk−1)sds+ . . . c̄m

ξ∫
0

e(λ−κm)sds

+

+ eλξ

̄ck ∞∫
ξ

e−(λ+κk)sds+ c̄k−1

∞∫
ξ

e−(λ+κk−1)sds+ . . .+ c̄m

∞∫
ξ

e−(λ+κm)sds


≤

≤ Ck+1e
−γk+1ξ,

де Ck+1, λk+1 — деякi додатнi сталi, причому λk+1 < λ.

Лему доведено.

Розглянемо тепер питання про визначення примежових функцiй Q∗ku(ξ∗, t), k ≥ 0, якi
є розв’язками крайової задачi вигляду

−b0(1)
∂2Q∗0u(ξ∗, t)

∂ξ2∗
= f(ū0(1, t) +Q∗0u(ξ∗, t), 1, t, 0), (34)

∂Q∗0u(0, t)
∂ξ∗

= 0, lim
ξ∗→∞

Q∗0u(ξ∗, t) = 0; (35)

−b0(1)
∂2Q∗ku(ξ∗, t)

∂ξ2∗
= f ′u(ū0(1, t) +Q∗0u(ξ∗, t), 1, t, 0)Q∗ku(ξ∗, t) + Z∗k(ξ∗, t), (36)

∂Q∗0u(0, t)
∂ξ∗

= 0, lim
ξ∗→∞

Q∗ku(ξ∗, t) = 0, 1 ≤ k < m; (37)

−b0(1)
∂2Q∗ku(ξ∗, t)

∂ξ2∗
= f ′u(ū0(1, t) +Q∗0u(ξ∗, t), 1, t, 0)Q∗ku(ξ∗, t) + Z∗k(ξ∗, t), (38)

∂Q∗ku(0, t)
∂ξ∗

= −∂ūk−m(1, t)
∂x

, lim
ξ∗→∞

Q∗ku(ξ∗, t) = 0, k ≥ m, (39)

де Z∗k(ξ∗, t), k ∈ N, рекурентно визначаються пiсля знаходження функцiй Q∗0u(ξ∗, t),
Q∗1u(ξ∗, t), . . . , Q∗,k−1u(ξ∗, t).

В якостi розв’язку задачi (34), (35) можна взяти функцiю Q∗0u(ξ∗, t) ≡ 0, а в якостi
розв’язку задачi (36), (37) — функцiю Q∗ku(ξ∗, t) ≡ 0, k < m.
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Лема 3. Нехай виконуються умови:
1) мають мiсце припущення Π10 – Π30 ;
2) b0(x) > 0 для всiх x ∈ [0; 1].
Тодi при кожному натуральному k ≥ m iснує розв’язок крайової задачi (38), (39)

Q∗ku(ξ∗, t), для якого при довiльному додатному числi T iснують такi додатнi сталi
Ck, γk, k ≥ m, що функцiя Q∗ku(ξ∗, t), k ≥ m, задовольняє спiввiдношення

|Q∗ku(ξ∗, t)| ≤ Cke
−γkξ∗ , ξ∗ ≥ 0, t ∈ [0;T ].

Доведення леми 3 аналогiчне доведенню леми 2.

Кутовi функцiї P0ku(ξ, τ0), k ≥ 0, в (16) визначаються як розв’язки задач Кошi вигляду

a0(0)
∂P00u(ξ, τ0)

∂τ0
− b0(0)

∂2P00u(ξ, τ0)
∂ξ2

= f(ū(0, 0) + Π00u(0, τ0)+

+ P00u(ξ, τ0), 0, 0, 0)− f(ū(0, 0) + Π00u(0, τ0), 0, 0, 0), (40)

P00u(ξ, 0) = 0,
∂P00u(0, τ0)

∂ξ
= 0; (41)

a0(0)
∂P0ku(ξ, τ0)

∂τ0
− b0(0)

∂2P0ku(ξ, τ0)
∂ξ2

= f ′u(ū(0, 0) + Π00u(0, τ0) =

+ P00u(ξ, τ0), 0, 0, 0)P0ku(ξ, τ0) + Jk(ξ, τ0), (42)

P00u(ξ, 0) = 0,
∂P00u(0, τ0)

∂ξ
= 0, 1 ≤ k < m; (43)

a0(0)
∂P0ku(ξ, τ0)

∂τ0
− b0(0)

∂2P0ku(ξ, τ0)
∂ξ2

= f ′u(ū(0, 0) + Π00u(0, τ0)+

+ P00u(ξ, τ0), 0, 0, 0)P0ku(ξ, τ0) + Jk(ξ, τ0), (44)

P0ku(ξ, 0) = −Qku(ξ, 0),
∂P0ku(0, τ0)

∂ξ
= −

∂Π0,k−mu(0, τ0)
∂x

, k ≥ m, (45)

де Jk(ξ, τ0), k ∈ N, рекурентно визначаються пiсля знаходження функцiй P00u(ξ, τ0),
P01u(ξ, τ0), . . . , P0,k−1u(ξ, τ0).

В якостi розв’язку задачi (40), (41) можна взяти функцiю P00u(ξ, τ0) ≡ 0, а в якостi
розв’язку задачi (42), (43) — функцiю P0ku(ξ∗, τ0) ≡ 0 при k < m.
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Лема 4. Нехай виконуються умови лем 1 та 2.

Тодi при кожному натуральному числi k ≥ m iснує розв’язок крайової задачi (44),
(45) P0ku(ξ, τ0), для якого iснують такi додатнi сталi Ck, γk, k ≥ m, що справджується
нерiвнiсть

|P0ku(ξ, τ0)| ≤ Cke
−γk(ξ+τ0), τ0 ≥ 0, ξ ≥ 0.

Доведення леми можна провести за допомогою методу математичної iндукцiї. Розгля-
немо спочатку випадок, коли k = m. Тодi розв’язок вiдповiдної крайової задачi запише-
ться у виглядi [12, с.71]

P0m(ξ, τ0) = gm(ξ, τ0) +

τ0∫
0

∞∫
0

G(ξ, τ0, ξ0, τ)hm(ξ0, τ)dξ0dτ,

де функцiї gm(ξ, τ0), hm(ξ, τ0) мають вигляд

gm(ξ, τ0) = −Qmu(ξ, 0)e−κτ0 +
1
κ

[
∂Π0,0

∂x
(0, τ0)−

∂Π0,0

∂x
(0, 0)e−κτ0

]
e−κξ,

hm(ξ, τ0) =
1

a0(0)

(
Jm(ξ, τ0)− a0(0)

∂gm(ξ, τ0)
∂τ0

+ b0(0)
∂2gm(ξ, τ0)

∂ξ2
+

+ f ′u(ū0(0, 0) + Π00u(0, τ0), 0, 0, 0)gm(ξ, τ0)

)
.

Тут κ — деяке додатне число, a функцiя Грiна G(ξ, τ0, ξ0, τ) зображується у виглядi

G(ξ, τ0, ξ0, τ) = Φ(0, τ0)(Φ(0, τ))−1 1
2
√
πa(τ0 − τ)

×

×
{

exp
[
− (ξ − ξ0)2

4a(τ0 − τ)

]
+ exp

[
− (ξ + ξ0)2

4a(τ0 − τ)

]}
, τ0 ≥ τ, ξ ≥ ξ0,

(46)

Φ(0, τ) = exp

 1
a0(0)

τ∫
0

f ′u(ū0(0, 0) + Π00u(0, τ), 0, 0, 0)dτ

, a =
b0(0)
a0(0)

.
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З (46) i умови 3 леми 1 випливає, що функцiя Грiна G(ξ, τ0, ξ0, τ) задовольняє нерiвнiсть

|G(ξ, τ0, ξ0, τ)| = Φ(0, τ0)(Φ(0, τ))−1 1
2
√
πa(τ0 − τ)

×

×
{

exp
[
− (ξ − ξ0)2

4a(τ0 − τ)

]
+ exp

[
− (ξ + ξ0)2

4a(τ0 − τ)

]}
≤

≤ Ae−γ1(τ0−τ) 1
2
√
πa(τ0 − τ)

×

×
{

exp
[
− (ξ − ξ0)2

4a(τ0 − τ)

]
+ exp

[
− (ξ + ξ0)2

4a(τ0 − τ)

]}
≤

≤ Ae−
γ1
2

(τ0−τ)e−
γ1
2

(τ0−τ) 1√
πa(τ0 − τ)

exp
[
− (ξ − ξ0)2

4a(τ0 − τ)

]
≤

≤ A
1√

πa(τ0 − τ)
e−

γ1
2

(τ0−τ)e−
√

γ1
8a
|ξ−ξ0| ≤ C√

τ0 − τ
e−κ(|ξ−ξ0|+τ0−τ), (47)

де A, C, κ — деякi додатнi сталi.
З розкладу функцiї P0f(ξ, τ0, ε) в ряд за малим параметром ε випливає, що для функцiї

Jm(ξ, τ0) в (44) справжується оцiнка

|Jmu(ξ, τ0)| ≤ c0e
−γ0(ξ+τ0)(ξ + τ0)m,

де c0 та γ0 — деякi додатнi сталi.
Тодi для функцiї P0mu(ξ, τ0) маємо оцiнку вигляду

|P0,m(ξ, τ0)| ≤ |gm(ξ, τ0)|+
τ0∫

0

∞∫
0

|G(ξ, τ0, ξ0, τ)| |Jm(ξ0, τ)|dξ0dτ ≤

≤ |gm(ξ, τ0)|+
τ0∫

0

∞∫
0

C√
τ0 − τ

e−κ(|ξ−ξ0|+τ0−τ)×

× c0e
−γ0(ξ0+τ)(ξ0 + τ)mdξ0dτ ≤ Cme

−γm(ξ+τ0),

де Cm, γm — деякi додатнi сталi.
Нехай тепер лема є вiрною при деякому натуральному k. Покажемо її справедливiсть

при k + 1. Розв’язок крайової задачi (44), (45) записується за допомогою формули

P0,k+1(ξ, τ0) = gk+1(ξ, τ0) +

τ0∫
0

∞∫
0

G(ξ, τ0, ξ0, τ)hk+1(ξ0, τ)dξ0dτ,
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де функцiї gk+1(ξ, τ0), hk+1(ξ, τ0) мають вигляд

gk+1(ξ, τ0) = −Qk+1u(ξ, 0)e−κτ0+

+
1
κ

[
∂Π0,k+1−m

∂x
(0, τ0)−

∂Π0,k+1−m

∂x
(0, 0)e−κτ0

]
e−κξ,

hk+1(ξ, τ0) =
1

a0(0)

(
Jk+1(ξ, τ0)− a0(0)

∂gk+1(ξ, τ0)
∂τ0

+ b0(0)
∂2gk+1(ξ, τ0)

∂ξ2
+

+ f ′u(ū0(0, 0) + Π00u(0, τ0), 0, 0, 0)gk+1(ξ, τ0)

)
.

Тут κ — деяке додатне число, a функцiя Грiна G(ξ, τ0, ξ0, τ) зображується у виглядi (46).
Аналогiчно розглянутому вище випадку (k = m) доводиться оцiнка вигляду

|P0k+1u(ξ, τ0)| ≤ Ck+1e
−γk+1(τ0+ξ), τ0 ≥ 0, ξ ≥ 0,

де Ck+1, γk+1 — деякi додатнi сталi.

Лему доведено.

Кутовi функцiї P∗0ku(ξ∗, τ0), k ≥ 0, в (13) визначаються як розв’язки крайових задач
вигляду

a0(1)
∂P∗00u(ξ∗, τ0)

∂τ0
− b0(1)

∂2P∗00u(ξ∗, τ0)
∂ξ2∗

= f(ū(1, 0) + Π00u(1, τ0)+

+ P00u(ξ∗, τ0), 1, 0, 0)− f(ū(1, 0) + Π00u(1, τ0), 1, 0, 0), (48)

P∗00u(ξ∗, 0) = 0,
∂P∗00u(1, τ0)

∂ξ∗
= 0; (49)

a0(1)
∂P∗0ku(ξ∗, τ0)

∂τ0
− b0(1)

∂2P∗0ku(ξ∗, τ0)
∂ξ2∗

= f ′u(ū(1, 0) + Π∗00u(1, τ0)+

+ P∗00u(ξ∗, τ0), 1, 0, 0)P∗0k(ξ∗, τ0) +H∗k(ξ∗, τ0), (50)

P∗0ku(ξ∗, 0) = 0,
∂P∗0ku(1, τ0)

∂ξ∗
= 0, 1 ≤ k < m; (51)

a0(1)
∂P∗0ku(ξ∗, τ0)

∂τ0
− b0(1)

∂2P∗0ku(ξ∗, τ0)
∂ξ2∗

f ′u(ū(1, 0) + Π∗00u(1, τ0) =

+ P∗00u(ξ∗, τ0), 1, 0, 0)P∗0k(ξ∗, τ0) +H∗k(ξ∗, τ0), (52)
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P∗0ku(ξ∗, 0) = −Q∗ku(ξ∗, 0),
∂P∗0ku(0, τ0)

∂ξ∗
=
∂Π0,k−mu(1, τ0)

∂x
, k ≥ m, (53)

де H∗k(ξ∗, τ0), k ∈ N, рекурентно визначаються пiсля знаходження функцiй P∗00u(ξ∗, τ0),
P∗01u(ξ∗, τ0), . . . , P∗0,k−1u(ξ∗, τ0), k ∈ N.

В якостi розв’язку крайової задачi (48), (49) можна взяти функцiю P∗00u(ξ∗, τ0) ≡ 0, а
в якостi розв’язку задачi (50), (51) — функцiю P∗0ku(ξ∗, τ0) ≡ 0 при k < m.

Лема 5. Нехай виконуються умови лем 1 та 3.
Тодi при кожному натуральному числi k ≥ m iснує розв’язок крайової задачi (52),

(53) P∗0ku(ξ, τ0), для якого iснують такi додатнi сталiCk, γk, k ≥ m,що справджується
нерiвнiсть

|P∗0ku(ξ∗, τ0)| ≤ Cke
−γk(ξ∗+τ0), де τ0 ≥ 0, ξ∗ ≥ 0.

Доведення леми 5 аналогiчне доведенню леми 4.

Побудуємо тепер асимптотичний розв’язок задачi (1) – (4) на iнтервалi [ti, ti+1), i =
= 1, 2, . . . . Розглянемо умову iмпульсної дiї (4) в момент часу t = ti, i = 1, 2, . . . . Вра-
ховуючи, що функцiї Π0u(x, τ0, ε), P0u(ξ, τ0, ε), P∗0u(ξ∗, τ0, ε), Qu(ξ, t, ε) та Q∗u(ξ∗, t, ε) є
неперервними за змiнними t, τ0, лiву частину в формулi (4) можна подати у виглядi

∆u(x, t, ε)|t=ti = u(x, ti + 0, ε)− u(x, ti − 0, ε) =

= Πiu(x, 0, ε) + Piu(ξ, 0, ε) + P∗iu(ξ∗, 0, ε). (54)

З iншого боку, беручи до уваги зображення (5), (7), (13) – (15), (17) – (18), (21) – (24), (26) –
(31), (34) – (39), (40) – (45), (48) – (53), праву частину в формулi (4)

Ii(ū(x, t, ε) + Π0u(x, τ0, ε) + P0u(ξ, τ0, ε) + P∗0u(ξ∗, τ0, ε) +Qu(ξ, t, ε)+

+Q∗u(ξ∗, t, ε) + Πiu(x, t, ε) + Piu(ξ, τi, ε) + P∗iu(ξ∗, τi, ε), x, t, ε)

апроксимуємо виразом вигляду

IΠi(x, τi, ε) + IPi(ξ, τi, ε) + IP∗i(ξ∗, τi, ε), (55)

де позначено

IΠi(x, τi, ε) = [I(ū(x, t, ε) + Πiu(x, τi, ε), x, t, ε)]
∣∣∣
t=ti+εnτi

,

IPi(ξ, τi, ε) = [I(ū(x, t, ε) + Πiu(x, τi, ε)+

+ Qu(ξ, τi, ε) + Piu(ξ, τi, ε), x, t, ε)− IΠi(x, τi, ε)]
∣∣∣
x=εmξ, t=ti+εnτi

, (56)

IP∗i(ξ∗, τi, ε) = [I(ū(x, t, ε) + Πiu(x, τ0, ε)+

+ Q∗u(ξ, τi, ε) + P∗iu(ξ, τi, ε), x, τi, ε)− IΠi(x, τi, ε)]
∣∣∣
x=1−εmξ∗, t=ti+εnτi

.
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Розкладаючи функцiї IΠi(x, τi, ε), IPi(ξ, τi, ε), IP∗i(ξ∗, τi, ε) в асимптотичнi ряди за ма-
лим параметром ε, з (4), (54), (56) шляхом прирiвнювання коефiцiєнтiв при однакових
степенях ε в лiвiй та правiй частинах отриманого спiввiдношення знаходимо початковi
умови при τi = 0, i ∈ N, для функцiй Πiku(x, τi), Piku(ξ, τi), P∗iku(ξ∗, 0), k = 0, 1, . . . .
Маємо:

для функцiй Πiku(x, τi), i ∈ N, k = 0, 1, . . . :

Πi0u(x, 0) = Ii(ū0(x, ti) + Πi0(x, 0), x, ti, 0),

Πiku(x, 0) =
∂Ii(ū0(x, ti) + Πi0u(x, 0), x, ti, 0)

∂u
Πiku(x, 0) +Mik(x),

де функцiї Mik(x), k ∈ N, визначаються рекурентним чином пiсля знаходження функцiй
Πi0u(x, τi), Πi1u(x, τi), . . . , Πi,k−1u(x, τi);

для функцiй Piku(ξ, τi), i ∈ N, k = 0, 1, . . . :

Pi0u(ξ, 0) = I(ū0(0, ti) + Πi0u(0, 0) + Pi0u(ξ, 0), 0, ti, 0)−

−I(ū0(0, ti) + Πi0u(0, 0), 0, ti, 0),

Piku(ξ, 0) =
∂Ii(ū0(0, ti) + Πi0u(0, 0) + Pi0u(ξ, 0), 0, ti, 0)

∂u
Piku(ξ, 0) +Nik(ξ),

де функцiї Nik(ξ), k ∈ N, визначаються рекурентним чином пiсля знаходження функцiй
Pi0u(ξ, τi), Pi1u(ξ, τi), . . . , Pi,k−1u(ξ, τi);

для функцiй P∗iku(ξ∗, 0), i ∈ N, k = 0, 1, . . . :

P∗i0u(ξ∗, 0) = I(ū0(1, ti) + Πi0u(1, 0) + P∗i0u(ξ∗, 0), 1, ti, 0)−

− I(ū0(1, ti) + Πi0u(1, 0) + P∗i0u(ξ∗, 0), 1, ti, 0),

P∗iku(ξ∗, 0) =
∂Ii(ū0(1, ti) + Πi0u(1, 0) + P∗i0u(ξ∗, 0), 1, ti, 0)

∂u
P∗iku(ξ∗, 0) +N∗ik(ξ∗),

де функцiї N∗ik(ξ∗), i, k ∈ N, визначаються рекурентним чином пiсля знаходження функ-
цiй P∗i0u(ξ∗, τi), P∗i1u(ξ∗, τi), . . . , P∗i,k−1u(ξ∗, τi).

Таким чином, функцiї Πiku(x, τi), i ∈ N, k = 0, 1 , . . . , можна визначити як розв’язки
задач Кошi вигляду

a0(x)
∂Πi0u(x, τi)

∂τi
= f(ū0(x, ti) + Πi0u(x, τi), x, ti, 0), (57)

Πi0u(x, 0) = Ii(ū0(x, ti) + Πi0u(x, 0), x, ti, 0); (58)

a0(x)
∂Πiku(x, τi)

∂τi
= f ′u(ū0(x, ti) + Πi0u(x, τi), x, ti, 0)Πiku(x, τi) +Rik(x, τi), (59)
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Πiku(x, 0) = Mik(x)
(

1− ∂Ii(ū0(x, ti) + Πi0u(x, 0), x, ti, 0)
∂u

)−1

, k ∈ N, (60)

де функцiї Rik(x, τi), i, k ∈ N, рекурентно визначаються пiсля знаходження функцiй
Πi0u(x, τi), Πi1u(x, τi), . . . , Πi,k−1u(x, τi).

Використавши (57) – (60), встановимо асимптотичнi оцiнки для функцiй Πiku(x, τi), i ∈
∈ N, k = 0, 1, . . . .

Лема 6. Нехай виконуються умови:
1) мають мiсце припущення Π10 – Π30 ;
2) a0(x) > 0 для всiх x ∈ [0; 1];
3) функцiя Πi0u(x, τi), i ∈ N, що є розв’язком задачi (57), (58), задовольняє спiввiдно-

шення |Πi0u(x, τi)| ≤ C0e
−γ0τi для деяких додатних сталих C0, γ0;

4) для довiльного i ∈ N похiдна f ′u(ū0(0, ti) + Πi0u(0, τi), 0, ti, 0) < 0 для всiх x ∈ [0; 1],
τi ≥ 0;

5) для довiльного i ∈ N похiдна

−
∣∣∣∣∂Ii(ū0(x, ti) + Πi0u(x, 0), x, ti, 0))

∂u

∣∣∣∣ ≥ 1 + δ1

для деякого δ1 > 0 та всiх x ∈ [0; 1].
Тодi при кожному натуральному числi k задача Кошi (59), (60) має розв’язок Πiku(x, τi),

i, k ∈ N, що задовольняє спiввiдношення

lim
τi→+∞

|Πiku(x, τi)| = 0.

Бiльш того, iснують додатнi сталi Ck, γk, k ∈ N, такi, що справджується нерiвнiсть

|Πiku(x, τi)| ≤ Cke
−γkτi , τi ≥ 0.

Доведення випливає з мiркувань, аналогiчних використаним при доведеннi леми 1.

Крайовi умови для функцiї Piku(ξ, τi), i, k ∈ N, визначаються з умови узгодженостi
для кутових та примежових функцiй в точцi x = ξ = 0, яка записується таким чином:

∂

∂x
[ū(x, t, ε) +Qu(ξ, t, ε) + Πiu(x, τi, ε) + Piu(ξ, τi, ε)]

∣∣∣
x=0, ξ=0

= 0, (61)

а крайовi умови для функцiї P∗iku(ξ, τi), i, k ∈ N, — з умови узгодженостi для кутових та
примежових функцiй в точцi ξ∗ = 0, x = 1, яка записується так:

∂

∂x
[ū(x, t, ε) +Q∗u(ξ∗, t, ε) + Πiu(x, τi, ε) + P∗iu(ξ∗, τi, ε)]

∣∣∣
x=0, ξ∗=0

= 0. (62)

З (61) знаходимо(
∂ū(x, t, ε)

∂x
+

1
εm

∂Qu(ξ, t, ε)
∂ξ

+
1
εm

∂Piu(ξ, τi, ε)
∂ξ

+
∂Πiu(x, τi, ε)

∂x

) ∣∣∣
x=0, ξ=0

= 0,
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звiдки маємо
1
εm

∂Piu(ξ, τi, ε)
∂ξ

+
∂Πiu(x, τi, ε)

∂x

∣∣∣
x=0, ξ=0

= 0.

Тут враховано рiвностi (27), (29), (31).
З (62) отримуємо(

∂ū(x, t, ε)
∂x

− 1
εm

∂Qu(ξ∗, t, ε)
∂ξ∗

− 1
εm

∂P∗iu(ξ∗, τi, ε)
∂ξ∗

+
∂Πiu(x, τi, ε)

∂x

) ∣∣∣
x=1, ξ∗=0

= 0,

звiдки маємо

− 1
εm

∂P∗iu(ξ∗, τi, ε)
∂ξ∗

+
∂Πiu(x, τi, ε)

∂x

∣∣∣
x=1, ξ∗=0

= 0.

Тут враховано рiвностi (35), (37), (39).
Таким чином, кутовi функцiї Piku(ξ, τi), i ∈ N, k = 0, 1, . . . , визначаються як розв’язки

крайових задач вигляду

a0(0)
∂Pi0u(ξ, τi)

∂τi
− b0(0)

∂2Pi0u(ξ, τi)
∂ξ2

= f(ū(0, ti) + Πi0u(0, τi)+

+ Pi0u(ξ, τi), 0, ti, 0)− f(ū(0, ti) + Πi0u(0, τi), 0, ti, 0), (63)

Pi0u(ξ, 0) = I(ū0(0, ti) + Πi0u(0, 0) + Pi0u(ξ, 0), 0, ti, 0)−

− I(ū0(0, ti) + Πi0u(0, 0) +Q0u(ξ, ti) + Pi0u(ξ, τi), 0, ti, 0), (64)

∂Pi0u(0, τi)
∂ξ

= 0;

a0(0)
∂Piku(ξ, τi)

∂τi
− b0(0)

∂2Piku(ξ, τi)
∂ξ2

= f ′u(ū(0, ti) + Πi0u(0, τi)+

+ Pi0u(ξ, τi), 0, ti, 0)Piku(ξ, τi) + Jik(ξ, τi), (65)

Piku(ξ, 0) = Nk(ξ)
[
1− ∂Ii(ū0(0, ti) + Πi0u(0, 0) + Pi0u(ξ, 0), 0, ti, 0)

∂u

]−1

, (66)

∂Piku(0, τi)
∂ξ

= 0, 1 ≤ k < m; (67)

a0(0)
∂Piku(ξ, τi)

∂τi
− b0(0)

∂2Piku(ξ, τi)
∂ξ2

= f ′u(ū(0, ti) + Πi0u(0, τi)+

+ Pi0u(ξ, τi), 0, ti, 0)Piku(ξ, τi) + Jik(ξ, τi), (68)
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Piku(ξ, 0) = Nk(ξ)
[
1− ∂Ii(ū0(0, ti) + Πi0u(0, 0) + Pi0u(ξ, τi), 0, ti, 0)

∂u

]−1

, (69)

∂Piku(0, τi)
∂ξ

=
∂Πi,k−mu(0, τi)

∂x
, k ≥ m, (70)

де Jik(ξ, τi), i, k ∈ N, рекурентно визначаються пiсля знаходження функцiй Pi0u(ξ, τi),
Pi1u(ξ, τi), . . . , Pi,k−1u(ξ, τi).

В якостi розв’язку задачi (63), (64) можна взяти функцiю Pi0u(ξ, τi) ≡ 0, а в якостi
розв’язку задачi (65), (66) при k < m — функцiю Piku(ξ, τi) ≡ 0.

Лема 7. Нехай виконуються умови:
1) мають мiсце умови лем 3 та 6;
2) для довiльного i ∈ N похiдна∣∣∣∣∂Ii(ū0(0, ti) + Πi0u(0, 0)), 0, ti, 0)

∂u

∣∣∣∣ ≥ 1 + δ1

для деякого δ1 > 0.
Тодi при кожному натуральному числi k ≥ m iснує розв’язок мiшаної крайової задачi

(68) – (70) Piku(ξ, τi), i ∈ N, для якого iснують такi додатнi сталi Ck, γk, k ≥ m, що
справджується нерiвнiсть

|Piku(ξ, τi)| ≤ Cke
−γk(ξ+τi), ξ ≥ 0, τi ≥ 0.

Доведення аналогiчне доведенню леми 4.

Аналогiчно, кутовi функцiї P∗iku(ξ∗, τi), i ∈ N, k = 0, 1, . . . , визначаються як розв’яз-
ки мiшаної крайової задачi вигляду

a0(1)
∂P∗i0u(ξ∗, τi)

∂τi
− b0(1)

∂2P∗i0(ξ∗, τi)
∂ξ2∗

= f(ū(1, ti) + Πi0u(1, τi)+

+ P00u(ξ∗, τi), 1, ti, 0)− f(ū(1, ti) + Πi0(1, τi), 1, ti, 0), (71)

P∗i0(ξ∗, 0) = I(ū0(1, ti) + Πi0u(1, 0) + P∗i0u(ξ, 0), 1, ti, 0)−

− I(ū0(1, ti) + Πi0u(1, 0), 1, ti, 0),
∂P∗i0u(0, τi)

∂ξ∗
= 0; (72)

a0(1)
∂P∗iku(ξ∗, τi)

∂τi
− b0(1)

∂2P∗ik(ξ∗, τi)
∂ξ2∗

f ′u(ū(1, ti) + Πi0u(1, τi) =

+ P∗iku(ξ∗, τi), 1, ti, 0)P∗iku(ξ∗, τi) +Hik(ξ∗, τi), (73)
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P∗iku(ξ∗, 0) = N∗ik(ξ∗)
[
1− ∂Ii(ū0(1, ti) + Πi0u(1, 0) + P∗iku(ξ∗, 0), 1, ti, 0)

∂u

]−1

, (74)

∂P∗iku(0; τi)
∂ξ∗

= 0, 1 ≤ k < m, (75)

a0(1)
∂P∗iku(ξ∗, τi)

∂τi
− b0(1)

∂2P∗ik(ξ∗, τi)
∂ξ2∗

= f ′u(ū(1, ti) + Πi0u(1, τi)+

+ P∗iku(ξ∗, τi), 1, ti, 0)P∗iku(ξ∗, τi) +Hik(ξ∗, τi), (76)

P∗iku(ξ∗, 0) = N∗ik(ξ∗)
[
1− ∂Ii(ū0(1, ti) + Πi0u(1, 0) + P∗iku(ξ∗, 0), 1, ti, 0)

∂u

]−1

, (77)

∂P∗iku(0, τi)
∂ξ∗

=
∂Πi,k−mu(1, τi)

∂x
, k ≥ m, (78)

де функцiї N∗ik(ξ∗), i ∈ N, k = 0, 1, . . . , можна знайти з умов iмпульсної дiї (4) аналогiчно
до описаного вище (див. формули (55) – (70)).

В якостi розв’язку задачi (71), (72) можна взяти функцiю Pi∗0u(ξ∗, τi) ≡ 0, а в якостi
розв’язку задачi (69), (70) при k < m — функцiю P∗iku(ξ∗, τi) ≡ 0.

Лема 8. Нехай виконуються умови:
1) мають мiсце умови лем 3 та 6;
2) для довiльного i ∈ N похiдна∣∣∣∣∂Ii(ū0(ti) + Πi0u(1, 0), 1, ti, 0)

∂u

∣∣∣∣ ≥ 1 + δ1

для деякого δ1 > 0.
Тодi при кожному натуральному числi k ≥ m iснує розв’язок мiшаної крайової задачi

(76) – (78) P∗iku(ξ∗, τi), i ∈ N, для якого iснують такi додатнi сталi Ck, γk, k ≥ m, що
справджується нерiвнiсть

|P∗iku(ξ∗, τi)| ≤ Cke
−γk(ξ∗+τi), τi ≥ 0, ξ∗ ≥ 0.

Доведення аналогiчне доведенню леми 5.

З лем 1 – 8 випливає обґрунтування апроксимацiї правої частини в формулi (4) за до-
помогою виразу (55).

На пiдставi лем 1 – 8 можна довести наступну теорему.
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Теорема. Нехай виконуються умови лем 1 – 8.
Тодi ряд (5) – (7) є асимптотичним рядом для розв’язку u(x, t, ε) задачi (1) – (4) в то-

му сенсi, що для довiльного N = 0, 1, . . . та довiльної замкненої лiнiйно зв’язної множи-
ни K ⊂ Ω справжується асимптотична оцiнка вигляду

max
K
|u(x, t, ε)− uN (x, t, ε)| = O(εN+1),

де (x, t) ∈ Ω = (0; 1) × (0;T ), T — довiльне додатне число, функцiя uN (x, t, ε) визначена
згiдно з формулою

uN (x, t, ε) =
N∑

k=0

εk
{(
ūk(x, t) + Π0ku

(
x, tε−n

)
+

+Qku
(
xε−m, t

)
+Q∗ku

(
(1− x)ε−m, t

)
+

+ P0ku
(
xε−m, tε−n

)
+ P∗0ku

(
(1− x)ε−m, tε−n

)
+
∑
ti≤t

[
Πiku

(
x, (t− ti)ε−n

)
+

+ Piku
(
xε−m, (t− ti)ε−n

)
+ P∗iku

(
(1− x)ε−m, (t− ti)ε−n

)] }
. (79)

Доведення. Покладемо ωN (x, t, ε) = u(x, t, ε)− UN (x, t, ε), де

UN (x, t, ε) = uN (x, t, ε) +
N+m∑

k=N+1

εk [Qk(xεm, t) +Q∗,k(1− xεm, t)+

+ Pk(xεm, tεn) + P∗,k(1− xεm, tεn)] ,

а функцiя uN (x, t, ε) визначена згiдно з формулою (79).
Iнтервал [0;T ] мiстить лише скiнченну кiлькiсть моментiв iмпульсної дiї ti, i ∈ N,

тобто для деякого натурального числа p маємо t1 < t2 < . . . < tp−1, де tp−1 ≤ T , а
tp > T. Не втрачаючи загальностi вважаємо p > 1.

Розглянемо iнтервал (0; t1) ⊂ [0;T ]. Функцiя ωN (x, t, ε) задовольняє рiвняння

a(x, ε)
∂ωN

∂t
− b(x, ε)

∂2ωN

∂x2
− f ′u(u, x, t, ε)ωN = h(ωN , x, t, ε), (80)

де

f ′u(u, x, t, ε) = f ′u

(
ū0(x, t) + Π00u

(
x,

t

εn

)
, x, t, ε

)
,
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h(ωN , x, t, ε) = f(ωN + UN , x, t, ε)− a(x, ε)
∂UN

∂t
+ b(x, ε)

∂2UN

∂x2
−

−f ′u
(
ū0(x, t) + Π00u

(
x,

t

εn

)
, x, t, ε

)
ωN .

Неважко встановити такi властивостi функцiї h(ωn, x, t, ε):
10) функцiя h(0, x, t, ε) для (x, t) ∈ (0; 1) × (0; t1) задовольняє асимптотичне за малим

параметром ε спiввiдношення

h(0, x, t, ε) = f(UN , x, t, ε)− a(x, ε)
∂UN

∂t
+ b(x, ε)

∂2UN

∂x2
= O(εN+1); (81)

20) якщо функцiї ν1(x, t, ε), ν2(x, t, ε), (x, t) ∈ (0; 1) × (0; t1), такi, що |ν1(x, t, ε)| < εC,
|ν2(x, t, ε)| < εC, то iснують такi додатнi сталi C1 та ε0, що для всiх (x, t) ∈ (0; 1) × (0; t1),
ε ∈ (0; ε0] виконується нерiвнiсть

|h(ν1, x, t, ε)− h(ν2, x, t, ε)| ≤ εC1|ν1 − ν2|. (82)

Властивiсть 10 випливає з формули (81) та з побудови функцiї uN (x, t, ε) (див. формулу
(79)).

Властивiсть 20 можна довести за допомогою таких мiркувань:

|h(ν1, x, t, ε)− h(ν2, x, t, ε)| =
∣∣∣f(ν1 + UN , x, t, ε)− a(x, ε)

∂UN

∂t
+ b(x, ε)

∂2UN

∂x2
−

− f ′u

(
ū0(x, t) + Π00u

(
x,

t

εn

)
, x, t, ε

)
ν1 − f(ν2 + UN , x, t, ε) + a(x, ε)

∂UN

∂t
−

− b(x, ε)
∂2UN

∂x2
+ f ′u

(
ū0(x, t) + Π00u

(
x,

t

εn

)
, x, t, ε

)
ν2

∣∣∣ =

=
∣∣∣f(ν1 + UN , x, t, ε)− f ′u

(
ū0(x, t) + Π00u

(
x,

t

εn

)
, x, t, 0

)
ν1−

− f(ν2 + UN , x, t, ε) + f ′u

(
ū0(x, t) + Π00u

(
x,

t

εn

)
, x, t, ε

)
ν2

∣∣∣ =

=
∣∣∣f(UN , x, t, ε) + f ′u(UN , x, t, ε)ν1 +O(ν2

1)− f(UN , x, t, ε)−

− f ′u(UN , x, t, ε)ν2 −O(ν2
2) + f ′u

(
ū0(x, t) + Π00u

(
x,

t

εn

)
, x, t, ε

)
(ν2 − ν1)

∣∣∣ =

=
∣∣∣(ν1 − ν2)

[
f ′u(UN , x, t, ε)− f ′u

(
ū0(x, t) + Π00u

(
x,

t

εn

)
, x, t, ε

)]
+

+ (ν1 − ν2)O(ν1 + ν2)
∣∣∣ ≤ εC|ν1 − ν2|,

де C — деяка додатна константа.
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Функцiя ωN (x, t, ε) задовольняє однорiдну початкову умову

ωN (x, 0, ε) = 0 (83)

та однорiднi крайовi умови

∂ωN

∂x

∣∣∣
x=0

=
∂ωN

∂x

∣∣∣
x=1

= 0. (84)

Крайову задачу (80), (83), (84) можна записати в еквiвалентному виглядi за допомогою
такого iнтегрального рiвняння [19]:

ωN (x, t, ε) =

t∫
0

x∫
0

G(x, t, x1, θ, ε) h(ωN (x1, t1, ε), x1, θ, ε) dx1 dθ ≡

≡ LN [ωN (x, t, ε)], (x, t) ∈ (0; 1)× (0; t1), (85)

деG(x, t, x1, θ, ε) — функцiя Грiна задачi (80), (83), (84), для якої має мiсце спiввiдношення

|G(x, t, x1, θ, ε)| ≤
C0

εk0
√
t− θ

exp
(
−γ0

t− θ

εn

)
exp

(
−γ0

(x− x1)2

ε2m−n(t− θ)

)
, (86)

де C0, γ0, k0 — деякi додатнi сталi.
Таким чином, оператор LN [·] має такi властивостi:
10) справедливим є асимптотичне спiввiдношення

LN [0] = O(εN+1), N = 0, 1, . . . ; (87)

дана асимптотична оцiнка випливає з формул (81), (85), (86);
20) оператор LN [·] задовольняє нерiвнiсть

|LN [ν1(x, t, ε)]− LN [ν2(x, t, ε)]| ≤ εC|ν1(x, t, ε)− ν2(x, t, ε)|,

де функцiї ν1(x, t, ε), ν2(x, t, ε) такi, що |ν1(x, t, ε)| < εC1, |ν2(x, t, ε)| < εC2.
Дiйсно, враховуючи зображення (85) та нерiвнiсть (82), з нерiвностi (86) знаходимо

|LN [ν1(x, t, ε)]− LN [ν2, x, t, ε)]| ≤

≤

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

1∫
0

G(x, t, x1, θ, ε)[h(ν1, x, t, ε)− h(ν2, x, t, ε)]dx1dθ

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
t∫

0

x∫
0

|G(x, t, x1, θ, ε)| |h(ν1, x, t, ε)− h(ν2, x, t, ε)|dx1dθ ≤

≤ εC|ν1(x, t, ε)− ν2(x, t, ε)|, (88)

де C — деяка додатна стала.
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Розглянемо тепер послiдовнiсть ω(i)
N (x, t, ε), i = 0, 1, . . ., члени якої визначенi рекурент-

ним спiввiдношенням

ω
(i+1)
N (x, t, ε) = LN [ω(i)

N (x, t, ε)], ω
(0)
N (x, t, ε) ≡ 0. (89)

З (86), (88) випливає, що для всiх (x, t) ∈ (0; 1)×(0; t1) та достатньо малих ε справджується
нерiвнiсть

|ω(i+1)
N (x, t, ε)− ω

(i)
N (x, t, ε)| = |LN [ω(i)

N (x, t, ε)]− LN [ω(i−1)
N (x, t, ε)]| ≤

≤ Cε|ω(i)
N (x, t, ε)− ω

(i−1)
N (x, t, ε)| ≤ . . .

. . . ≤ (Cε)i|ω(1)
N (x, t, ε)|. (90)

Враховуючи неперервнiсть функцiї h(0, x, t, ε) при (x, t) ∈ [0; 1]× [0; t1] (див. (80)) та обме-
женiсть iнтегрального оператора LN [·], з (90) одержуємо

|ω(i+1)
N (x, t, ε)| ≤ |ω(i+1)

N − ω
(i)
N |+

+ |ω(i)
N − ω

(i−1)
N |+ . . .+ |ω(1)

N − ω
(0)
N | ≤

≤
i∑

k=1

(Cε)kµ1 <
1

1− Cε
µ1, (91)

де
sup

(x,t)∈(0;1)×(0;t1)
|ω(1)

N (x, t, ε)| = µ1.

Звiдси випливає, що послiдовнiсть функцiй ω
(i)
N (x, t, ε) рiвномiрно збiгається до де-

якої функцiї ωN (x, t, ε), яка, як це нескладно показати, є розв’язком крайової задачi (80),
(83), (84).

Функцiї ω(i)
N (x, t, ε), i ∈ N, що визначенi згiдно з формулами (89), задовольняють

асимптотичну оцiнку ω(i)
N = O(εN+1). Як наслiдок, звiдси та з (85) одержуємо, що має

мiсце асимптотичне спiввiдношення ωN (x, t, ε) = O(εN+1).
Розглянемо тепер умову (4) iмпульсної дiї при t = t1, з якої знаходимо

∆ωN |t=t1 = ∆u(x, t, ε)
∣∣∣∣
t=t1

−∆Un(x, t, ε)
∣∣∣∣
t=t1

=

= I1(x, t, u(x, t, ε))
∣∣∣∣
t=t1

− I1(x, t,Un(x, t, ε))
∣∣∣∣
t=t1

.

Враховуючи спiввiдношення

I1(x, t, u(x, t, ε))
∣∣∣∣
t=t1

− I1(x, t,UN (x, t, ε))
∣∣∣∣
t=t1

= O(εN+1), x ∈ (0; 1),
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яке випливає з методу побудови функцiй uN (x, t, ε), N = 0, 1, . . . , отримуємо

∆ωN (x, t, ε)|t=t1 = O(εN+1), x ∈ (0; 1).

Таким чином, функцiя ωN (x, t, ε) задовольняє асимптотичне спiввiдношення

ωN (x, t, ε) = O(εN+1)

для всiх (x, t) ∈ (0; 1)× (0; t1], N = 0, 1, . . . .
Аналогiчно доводиться асимптотична рiвнiсть ωN (x, t, ε) = O(εN+1) для (x; t) ∈ (0; 1)×

×(ti; ti+1] для випадку i ≥ 2 за умови, що (ti, ti+1] ⊂ (0;T ).
Звiдси випливає справедливiсть теореми.
Вiдмiтимо, що з теореми випливає, що асимптотичний розв’язок (79) задовольняє кра-

йовi умови (3) з точнiстю O(εn−m+1).

Висновки. Таким чином, у статтi запропоновано алгоритм побудови асимптотичного
розв’язку задачi Неймана для сингулярно збуреного рiвняння теплопровiдностi з умовою
iмпульсної дiї у фiксованi моменти часу та доведено теорему про порядок, з яким побудо-
ваний наближений розв’язок задовольняє початкову задачу.
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