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We prove new error estimates for an averaging method applied to oscillating systems with slowly changing
frequencies and having impulsive effects at fixed times. The main assumption relates to the resonance
harmonics as opposed to the assumptions on all harmonics of the right-hand side of the system.

Доведено новi оцiнки похибки методу усереднення для коливних систем з повiльно змiнними
частотами та iмпульсною дiєю у фiксованi моменти часу. Основне припущення при цьому на-
кладається не на всi гармонiки правої частини системи, а лише на резонанснi.

1. Вступ. Розглянемо нелiнiйну коливну систему звичайних диференцiальних рiвнянь з
iмпульсною дiєю [1] у фiксованi моменти часу tν , ν ≥ 1, вигляду

dx

dτ
= a(x, ϕ, τ),

dϕ

dτ
=

ω(x, τ)
ε

+ b(x, ϕ, τ), τ 6= τν ,

(1)
∆x|τ=τν = εpν(x, ϕ), ∆ϕ|τ=τν = εqν(x, ϕ).

Тут x ∈ D ⊂ Rn, ϕ ∈ Rm, τ = εt ∈ [0, L], ε ∈ (0, ε0] — малий параметр, τν = τν+1−τν ≥ θ1

при ν ≥ 0, t0 = 0, τν = εtν , L i θ1 — додатнi числа, D — обмежена область, Rs при s = n,
m — s-вимiрний дiйсний евклiдiв простiр.

Будемо вважати, що дiйснi функцiї a, b, pν , qν є неперервними по (x, ϕ, τ) ∈ D ×Rm ×
×[0, L], обмеженi числом σ1 i задовольняють умову Лiпшиця по x, ϕ зi сталою Лiпшиця

σ1, a ω,
∂ω

∂x
,
∂ω

∂τ
— неперервнi по (x, τ) ∈ D × [0, L].

Нехай a i pν , ν ≥ 1, належать класу майже перiодичних по кожнiй iз координат ϕj , j =
= 1,m, вектора ϕ рiвномiрно вiдносно x ∈ D, τ ∈ [0, L], ν ≥ 1 функцiй, якi розкладаються
в ряди Фур’є

a(x, ϕ, τ) =
∞∑

k=−∞
ak(x, τ)ei(λk,ϕ), pν(x, ϕ) =

∞∑
k=−∞

pν,k(x)ei(λk,ϕ), (2)

де i — уявна одиниця, λk = (λ(1)
k , . . . , λ

(m)
k ) — векторний показник Фур’є, λ0 = 0, λk 6= 0

при |k| ≥ 1, (λk, ϕ) — скалярний добуток у Rm векторiв λk i ϕ. Далi пiд нормою векто-
ра будемо розумiти евклiдову норму, а норма матрицi узгоджена з евклiдовою нормою
вектора.
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Припустимо, що ряди

∞∑
k=−∞

‖ak(x)‖,
∞∑

k=−∞
‖pν,k(x)‖ (3)

збiгаються рiвномiрно на множинi x ∈ D, τ ∈ [0, L], ν ≥ 1, а також iснують границi

lim
ν→∞

tν = θ > 0, lim
ν→∞

pν(x, ϕ) = p(x, ϕ), (4)

причому друга з них рiвномiрно по x ∈ D, ϕ ∈ Rm.
Згiдно iз зробленими вище припущеннями p(x, ϕ) задовольняє умову Лiпшиця по x, ϕ

зi сталою Лiпшиця σ1, майже перiодична по ϕj , j = 1,m, рiвномiрно вiдносно x,

p(x, ϕ) =
∞∑

k=−∞
pk(x)ei(λk,ϕ), (5)

а ряд
∞∑

k=−∞
‖pk(x)‖ збiгається рiвномiрно в областi D.

Побудуємо усереднену за всiма швидкими змiнними ϕ1, . . . , ϕm систему диференцi-
альних рiвнянь для повiльних змiнних

dx

dτ
= a(x, τ) +

1
θ
p(x), (6)

де

(a(x, τ); p(x)) = lim
T→∞

T−m

T∫
0

. . .

T∫
0

(a(x, ϕ, τ); p(x, ϕ))dϕ1 . . . dϕm = (a0(x, τ); p0(x)).

Зазначимо, що на вiдмiну вiд (1) система (6) є гладкою i не пiдлягає iмпульснiй дiї. Та-
кий пiдхiд побудови гладкої усередненої системи вперше запропонував А. М. Самойленко
для системи стандартного вигляду з усередненням по часовiй змiннiй [2].

Ставиться задача отримати ефективну оцiнку рiзницi x(τ, ε)− x(τ) для всiх τ ∈ [0, L] i
ε ∈ (0, ε0], де x(τ, ε), ϕ(τ, ε) i x(τ) — розв’язки систем вiдповiдно (1) i (6), для яких x(0, ε) =
= x(0), a ϕ(0, ε) є довiльним. У роботах [3, 4] обґрунтовано метод усереднення у випад-
ку ω(x, τ) ≡ ω(τ), а в статтi [5] одержано достатнi умови для доведення оцiнки вигляду
‖x(τ, ε)− x(τ)‖ ≤ cεα з деякими додатними сталими c i α, причому цi умови виражаються
через всi гармонiки функцiй a(x, ϕ, τ) i p(x, ϕ). У данiй роботi встановимо оцiнки похибки
методу усереднення при iстотних припущеннях не на всi, а лише на резонанснi гармонi-
ки цих функцiй. Зазначимо, що в системi з iмпульсною дiєю (1) резонанс має мiсце тодi,

коли вираз (λk, ω(x, τ)) +
2π

θ
, де k 6= 0, s — цiле число, дорiвнює нулю або близький до

нього. Слiд зауважити, що при обґрунтуваннi методу усереднення для багаточастотних
систем без iмпульсної дiї на суттєвий вплив лише резонансних гармонiк вперше вказав
М. М. Хапаєв [6].
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2. Допомiжнi твердження. Позначимо через Dρ замикання множини точок, якi нале-
жать D разом iз своїм ρ-околом, i виберемо ρ > 0 настiльки малим, щоб Dρ 6= ∅. Нехай

hµ(z), 0 < µ <
π

θ
, є парною як функцiя z i визначається формулою [7]

hµ(z) =


1, z ∈

[
0,

1
2
µ

]
,

16µ−4z2(µ− z)2, z ∈
(

1
2
µ, µ

)
,

0, z ≥ µ,

а Hµ(z) — перiодична з перiодом
2π

θ
функцiя, яка збiгається з hµ(z) при z ∈

[
−π

θ
,
π

θ
,
]
.

Очевидно, що функцiї hµ(z) i Hµ(z) — неперервно диференцiйовнi по z ∈ R i задоволь-
няють нерiвностi

0 ≤ hµ(z) ≤ 1, 0 ≤ Hµ(z) ≤ 1,

∣∣∣∣ d

dz
≤ hµ(z)

∣∣∣∣ ≤ 32
µ

,

(7)∣∣∣∣ d

dz
≤ Hµ(z)

∣∣∣∣ ≤ 32
µ

, z ∈ R.

Побудуємо функцiї

δ1(x, ϕ, τ, µ) =
∞∑

k=−∞
ak(x, τ)hµ((λk, ω(x, τ)))ei(λk,ϕ),

δ2(x, ϕ, τ, µ) =
∞∑

k=−∞
pk(x)Hµ((λk, ω(x, τ)))ei(λk,ϕ)

i припустимо, що виконується нерiвнiсть

fk(x, ϕ, τ, s, µ1) ≡
(

(λk, ω(x, τ))− 2π

θ
s

)2

+
(

λk,
∂ω

∂τ
+

∂ω(x, τ)
∂x

δ1(x, ϕ, τ, µ)
)
×

×
(

λk,
∂ω(x, τ)

∂x
δ2(x, ϕ, τ, µ1)

)
≥ γ2

N
(8)

для всiх натуральних N , x ∈ D, ϕ ∈ Rm, τ ∈ [0, L], s ∈ Z, 1 ≤ |k| ≤ N i деякого

µ1 ∈
(
0,

π

θ

)
, де γN <

2π

θ
— додатне число, залежне вiд N , Z — множина всiх цiлих чисел.

Нехай x(τ) — деякий розв’язок усередненої системи (6), який визначений i належить
D при τ ∈ [0, L]. Оскiльки D — вiдкрита множина, то iснує таке число ρ > 0, що x(τ) ∈
∈ D2ρ для всiх τ ∈ [0, L]. Розглянемо далi розв’язок x(τ, ε), ϕ(τ, ε) системи (1), для якого
x(0, ε) = x(0), ϕ(0, ε) — довiльне, i позначимо через [0, L1] ⊂ [0, L], L1 = L1(ε), макси-
мальний вiдрiзок, що визначається умовою x(τ, ε) ∈ Dρ ∀τ ∈ [0, L1]. Iснування розв’яз-
ку задачi Кошi для системи диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю забезпечує на-
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лежнiсть правих частин рiвнянь в (1) класу Лiпшиця [1], а його єдинiсть — достатня ма-
лiсть числа ε0.

Для кожних k, 1 ≤ |k| ≤ N, i ε ∈ (0, ε0] дослiдимо поведiнку функцiї (λk, ω(x(τ, ε), τ))
при τ ∈ [0, L1]. Оскiльки

∆ω(x, τ)|τ=τν = (ω(x + εpν(x, ϕ), τ)− ω(x, τ))|τ=τν =

=
(

ε
∂ω(x, τ)

∂x
pν(x, ϕ) + εp̃ν(x, ϕ, τ, ε)

)∣∣∣∣
τ=τν

,

де

p̃ν(x, ϕ, τ, ε) =

1∫
0

(
∂ω(x + εpν(x, ϕ)l, τ)

∂x
− ∂ω(x, τ)

∂x

)
dl pν(x, ϕ),

x = x(τ, ε), ϕ = ϕ(τ, ε) i ‖pν(x, ϕ)‖ ≤ σ1, то на пiдставi рiвномiрної неперервностi функцiї
∂ω(x, τ)

dx
на множинi Dρ × [0, L] для довiльного µ2 > 0 iснує таке ε0 = ε0(µ2) > 0, що

‖p̃ν(x, ϕ, τ, ε)‖ < µ2 ∀(x, ϕ, τ, ε) ∈ Dρ ×Rm × [0, L]× (0, ε0], ν ≥ 1.

Тодi при 0 ≤ τ0 < τ ≤ L1 маємо рiвнiсть

(λk, ω) = (λk, ω)|τ=τ0 +

τ∫
τ0

(
∂(λk, ω)

∂τ
+

∂(λk, ω)
∂x

δ1

)
dτ +

τ∫
τ0

∂(λk, ω)
∂x

(p− δ2)dτ+

+ ε
∑

τ0≤τν<τ

∂(λk, ω)
∂x

δ2

∣∣∣
τ=τν

+ ε
∑

τ0≤τν<τ

∂(λk, ω)
∂x

(p− δ2)
∣∣∣
τ=τν

+

+ ε
∑

τ0≤τν<τ

∂(λk, ω)
∂x

(pν − p)
∣∣∣
τ=τν

+ ε2
∑

τ0≤τν<τ

(λk, p̃ν)
∣∣∣
τ=τν

, (9)

в якiй ω = ω(x, τ), a = a(x, ϕ, τ), pν = pν(x, ϕ, τ), p̃ν = p̃ν(x, ϕ, τ, ε), δj = δj(x, ϕ, τ, µ1) при
j = 1, 2, x = x(τ, ε), ϕ(τ, ε).

Нехай µ3 — довiльне додатне число. Виберемо настiльки велике натуральне ν0 =
= ν0(µ3), що

‖pν(x, ϕ)− p(x, ϕ)‖ ≤ µ3 ∀(x, ϕ) ∈ D ×Rm, ν ≥ ν0(µ3).

Звiдси дiстанемо нерiвностi∥∥∥∥∥∥ε
∑

τ0≤τν<τ

∂(λk, ω)
∂x

(pν − p)
∣∣∣
τ=τν

∥∥∥∥∥∥ ≤ 2σ2
1‖λk‖εν0(µ3) + σ1θ

−1
1 ‖λk‖µ3(τ − τ0 + εθ1),

(10)∥∥∥∥∥∥ε2
∑

τ0≤τν<τ

(λk, p̃ν)
∣∣∣
τ=τν

∥∥∥∥∥∥ ≤ θ−1
1 ‖λk‖εµ2(τ − τ0 + εθ1).
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Виберемо далi натуральне N1 = N1(N) настiльки великим, щоб

∞∑
|k|=N1+1

‖ak(x, τ)‖ ≤
cγ2

N

2σ1r2
N

,

∞∑
|k|=N1+1

‖pk(x)‖ ≤
cγ2

N

2σ1r2
N

, x ∈ D, τ ∈ [0, L], (11)

де rN = max
1≤|k|≤N

‖λk‖, a c — стала, незалежна вiд N , яку означимо нижче.

Розглянемо рiвностi

τ∫
τ0

∂(λk, ω)
∂x

(a− δ1)dτ =
∞∑
|s|=1

τ∫
τ0

gs(x, ϕ, τ)dτ,

ε
∑

τ0≤τν<τ

∂(λk, ω)
∂x

(p− δ2)
∣∣∣
τ=τν

=
∞∑
|s|=1

ε
∑

τ0≤τν<τ

Gs(x, ϕ, τ)|τ=τν ,

в яких

gs(x, ϕ, τ) =
∂(λk, ω(x, τ))

∂x
as(x, τ)[1− hµ1((λs, ω(x, τ)))]ei(λs,ϕ),

Gs(x, ϕ, τ) =
∂(λk, ω(x, τ))

∂x
ps(x)[1−Hµ1((λs, ω(x, τ)))]ei(λs,ϕ).

На пiдставi (11) маємо ∥∥∥∥∥∥
∞∑

|s|=N1+1

τ∫
τ0

gs(x, ϕ, τ)dτ

∥∥∥∥∥∥ ≤ cγ2
N

2rN

(τ − τ0),

(12)∥∥∥∥∥∥
∞∑

|s|=N1+1

ε
∑

τ0≤τν<τ

Gs(x, ϕ, τ)|τ=τν

∥∥∥∥∥∥ ≤ cγ2
N

2rN

ε
∑

τ0≤τν<τ

1 ≤
cγ2

N

2θ1rN

(τ − τ0 + εθ1).

Залишилось оцiнити

I =
N1∑
|s|=1

τ∫
τ0

gs(x, ϕ, τ)dτ, S =
N1∑
|s|=1

ε
∑

τ0≤τν<τ

Gs(x, ϕ, τ)|τ=τν . (13)

Спочатку розглянемо суму I . Для її оцiнки виберемо досить мале додатне число l, яке
буде означене нижче, i подамо вiдрiзок [τ0, τ ] у виглядi

[τ0, τ ] =
r0⋃

r=0

Tr,
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де Tr = [τ0 + lr, τ0 + l(r + 1)] при r < r0 i Tr0 = [τ0 + lr, τ ], де r0 — цiла частина числа
(τ − τ0)l−1. Зафiксуємо деяке r, 0 ≤ r ≤ r0. Тодi, поклавши τ̃0 = τ0 + lr, x0 = x(τ̃0, ε),

θ0 = θ(τ̃0, ε), θ(τ, ε) = ϕ(τ, ε)− 1
ε

τ∫
0

ω(x(t, ε), t)dt, одержимо

∥∥∥∥∥∥
N1∑
|s|=1

∫
Tr

gs(x, ϕ, τ)dτ

∥∥∥∥∥∥ ≤
N1∑
|s|=1

∥∥gs(x0, θ0, τ̃0)
∥∥ ∣∣∣∣∣∣
∫
Tr

exp

 i

ε

τ∫
0

(λs, ω(x(t, ε), t))dt

 dτ

∣∣∣∣∣∣+

+
N1∑
|s|=1

∫
Tr

∥∥∥∥∥gs

(
x, θ +

1
ε

τ∫
0

ω(x(t, ε), t)dt, τ

)
−

− gs

(
x0, θ0 +

1
ε

τ∫
0

ω(x(t, ε), t)dt, τ̃0

)∥∥∥∥∥dτ. (14)

Згiдно iз зробленими вище припущеннями функцiя
∂ω(x, τ)

∂x
рiвномiрно неперервна на

множинi Dρ × [0, L], а функцiя as(x, τ) одностайно по s рiвномiрно неперервна на цiй же
множинi. Оскiльки x(τ, ε) i θ(τ, ε) за час τ ∈ Tr змiнюються на величину, що не перевищує
σ2l, де σ2 — стала, незалежна вiд ε, l i r, то для довiльного µ4 > 0 iснує таке l = l(µ4) > 0,
що

‖as(x, τ)− as(x0, τ̃0)‖ < µ4,

∥∥∥∥∂ω(x, τ)
∂x

− ∂ω(x0, τ̃0)
∂x

∥∥∥∥ < µ4 (15)

для всiх (x, τ) ∈ Dρ × [0, L], (x0, τ̃0) ∈ Dρ × [0, L] при ‖x− x0‖ < σ2l i |τ − τ̃0| < l. Тому

N1∑
|s|=1

∫
Tr

∥∥∥∥∥gs

(
x, ϕ, τ

)
− gs

(
x0, θ0 +

1
ε

τ∫
0

ω(x(t, ε), t)dt, τ̃0

)∥∥∥∥∥dτ ≤

≤ σ3rN (1 + rN1
)N1l

(
µ4 +

l

µ1

)
, (16)

де σ3 = 2σ1[2 + 32σ2
1(1 + σ2) + σ1σ2](1 + θ−1π).

Нехай |(λs, ω(x0, τ̃0))| ≤ 1
2
µ1. Тодi gs(x0, θ0, τ̃0) = 0 за означенням функцiї hµ1(z). При-

пустимо тепер, що |(λs, ω(x0, τ̃0))| >
1
2
µ1. З рiвностi

(λs, ω(x, τ)) = (λs, ω(x0, τ̃0)) +

τ∫
eτ0

[
∂(λs, ω(x, τ))

∂τ
+

∂(λs, ω(x, τ))
∂x

a(x, ϕ, τ)
]

dτ+

+
∑

eτ0≤τν<τ

∆(λs, ω(x, τ))|τ=τν
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i нерiвностей

‖∆ω(x, τ)|τ=τν‖ ≤ σ1‖∆x|τ=τν‖ ≤ σ2
1ε, τν+1 − τν ≥ εθ1

дiстанемо нерiвнiсть

|(λs, ω(x, τ))− (λs, ω(x0, τ̃0))| ≤ σ4rN1
l (17)

при ε ≤ l i τ ∈ Tr, де σ4 = σ1[1+σ1 +σ1θ
−1
1 (1+ θ1)]. Отже, якщо |(λs, ω(x0, τ̃0))| >

1
2
µ1, то

|(λs, ω(x(τ, ε), τ))| ≥ 1
4
µ1, τ ∈ Tr, ε ∈ (0, ε0], (18)

при умовi rN1
l < (4σ4)−1µ1.

Позначимо для зручностi через τ1, . . . , τn точки iмпульсної дiї, якi належать вiдрiзку
Tr ≡ [τ̃0, τ

∼
0],

Ωs(τ, ε) = exp

 i

ε

τ∫
0

zs(τ, ε, 0)dτ

 , zs(τ, ε, s0) = (λs, ω(x(τ, ε), τ))− 2π

θ
s0,

s0 — цiле число. Тодi, iнтегруючи частинами, одержуємо∫
Tr

Ωs(τ, ε)dτ =
ε

i

(
Ωs(τ, ε)

zs(τ, ε, 0)

∣∣∣τ1
eτ0

+
n−1∑
k=1

Ωs(τ, ε)
zs(τ, ε, 0)

∣∣∣τk+1

τk

+
Ωs(τ, ε)

zs(τ, ε, 0)

∣∣∣τ∼0

τn

−

−
∫
Tr

Ωs(τ, ε)
dzs(τ,ε,0)

dτ

z2
s (τ, ε, 0)

dτ

)
. (19)

Враховуючи нерiвностi (18) та∣∣∣∣ 1
zs(τk, ε, 0)

− 1
zs(τk + 0, ε, 0)

∣∣∣∣ ≤ 16σ2
1εrN1

µ2
1

,

з (19) отримуємо оцiнку∣∣∣∣∣∣
∫
Tr

Ωs(τ, ε)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ σ5(1 + rN1
)

ε

µ1

(
1 +

l

µ1

)
, (20)

в якiй σ5 = 16[1 + σ2
1θ
−1
1 (1 + θ1) + σ1(1 + σ1)].

Об’єднуючи нерiвностi (14), (16), (20) i враховуючи, що r0 ≤ (τ − τ0)l−1, остаточно
маємо

‖I‖ ≤ (2σ2
1σ5 + σ3)rN (1 + rN1

)N1

(
µ4 +

l

µ1
+

ε

µ1l
+

ε

µ2
1

)
(τ − τ0 + l). (21)
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Перейдемо далi до оцiнки суми S. Як i у випадку дослiдження I , дiстанемо нерiвнiсть∥∥∥∥∥
N1∑
|s|=1

ε
∑

eτ0≤τν<τ
∼

0

Gs(x, ϕ, τ)|τ=τν

∥∥∥∥∥ ≤
N1∑
|s|=1

ε
∑

eτ0≤τν<τ
∼

0

∥∥∥∥∥Gs(x, ϕ, τ)|τ=τν−

−Gs

(
x0, θ0 +

1
ε

τν∫
0

ω(x(t, ε), t)dt, τ̃0

)∥∥∥∥∥+
+
∥∥Gs(x0, θ0, τ̃0)

∥∥ ∣∣∣∣∣ε ∑
eτ0≤τν<τ

∼
0

Ωs(τν , ε)

∣∣∣∣∣. (22)

Оскiльки ps(x) задовольняє умову Лiпшиця по x зi сталою Лiпшиця σ1, то

N1∑
|s|=1

ε
∑

eτ0≤τν<τ
∼

0

∥∥∥∥∥Gs(x, ϕ, τ)|τ=τν −Gs

x0, θ0 +
1
ε

τν∫
0

ω(x(t, ε), t)dt, τ̃0

∥∥∥∥∥ ≤
≤ σ6rN

(
1 + rN1

)
N1l

(
µ4 +

l

µ1

)
, (23)

де σ6 = 2[1 + 2σ1σ2πθ−1
1 + 32σ2

1(1 + σ2)](1 + θ1).
Нам залишилось оцiнити суму

N1∑
|s|=1

∥∥Gs(x0, θ0, τ̃0)
∥∥
∣∣∣∣∣∣∣ε

∑
eτ0≤τν<τ

∼
0

Ωs(τν , ε)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Якщо |zs(τ̃0, ε, s0)| ≤

1
2
µ1 при деякому цiлому s0, то на пiдставi означення функцiї

Hµ1(z) маємо Gs(x0, θ0, τ̃0) = 0. Тому вважатимемо, що

1
2
µ1 < |zs(τ̃0, ε, s0)| ≤

π

θ
,

де s0 — найближче цiле число до числа
θ

2π
(λs, ω(x0, τ̃0)). Використовуючи нерiвнiсть (17)

i припущення µ1 <
π

θ
, одержуємо нерiвнiсть

1
4
µ1 < |zs(τ, ε, s0)| <

2π

θ
− 1

4
µ1

для всiх τ ∈ [τ̃0, τ
∼

0] = Tr при умовi rN1
l < µ1(4σ4)−1.

За означенням збiжностi послiдовностi {tj} для довiльного ξ > 0 iснує таке j0(ξ), що

|tj − εθ| ≤ εξ, |τ j − τ j1 | ≤ 2εξ (24)
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при j ≥ j0(ξ) i j1 ≥ j0(ξ), де τ j = εtj . Тодi, як i в роботi [8], встановлюємо нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣∣ε
∑

eτ0≤τν<τ
∼

0

Ωs(τν , ε)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ σ7(1 + rN1
)
(

εj0(ξ) +
ε

µ1
+

ε + ξ

µ2
1

l

)
(25)

з деякою незалежною вiд N , ε, l i µ1 сталою σ7 при виконаннi обмеження

ξrN1
<

θ

8σ1
µ1.

З нерiвностей (22), (23) i (25) дiстаємо оцiнку

‖S‖ ≤ (σ2
1 + 2σ6σ7)rN (1 + rN1

)N1

(
µ4 +

l

µ1
+

εj0(ξ)
l

+
ε

µ1l
+

ε + ξ

µ2
1

)
(τ − τ0 + l). (26)

Припустимо тепер, що

|zk(τ0, ε, s0)| ≤
1
2
γN(

s0 — найближче цiле число до числа
θ

2π
(λk, ω(x(τ0, ε), τ0)), |s0| ≤

θσ1

2π
‖λk‖ + 1

)
. Тодi з

нерiвностi (17), взятої при τ0 = τ̃0, l = σ8γN r−1
N

= h(N), де σ8 = (
√

2− 1)(2σ4)−1, одержу-
ємо оцiнку

|zk(τ, ε, s0)| ≤
√

2
2

γN , τ ∈ [τ0, τ0 + h(N)] ≡ T. (27)

На пiдставi нерiвностей (8) i (27) отримуємо нерiвнiсть(
λk,

∂ω

∂τ
+

∂ω

∂x
δ1

)(
λk,

∂ω

∂x
δ2

)
≥ 1

2
γ2

N
(28)

для всiх τ ∈ [τ0, τ0 + h(N)], де ω = ω(x, τ), δj = δj(x, ϕ, τ, µ1) при j = 1, 2, x = x(τ, ε),

ϕ = ϕ(τ, ε). Оскiльки
∂ω

∂τ
,
∂ω

∂x
, δ1 i δ2 обмеженi на множинi Dρ × Rm × [0, L], a ‖λk‖ = 1,

де λk = λk‖λk‖−1, то, використовуючи нерiвнiсть (28), встановлюємо iснування такої
додатної сталої σ9, незалежної вiд k, N , ε i τ∗, що в кожнiй точцi τ∗ ∈ T виконуються
нерiвностi (

λk,
∂ω

∂τ
+

∂ω

∂x
δ1

)∣∣∣∣
τ=τ∗

≥ σ9
γ2

N

‖λk‖2
,

(
λk,

∂ω

∂x
δ2

)∣∣∣∣
τ=τ∗

≥ σ9
γ2

N

‖λk‖2
(29)

або (
λk,

∂ω

∂τ
+

∂ω

∂x
δ1

)∣∣∣∣
τ=τ∗

≤ −σ9
γ2

N

‖λk‖2
,

(
λk,

∂ω

∂x
δ2

)∣∣∣∣
τ=τ∗

≤ −σ9
γ2

N

‖λk‖2
. (30)
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У зв’язку з тим, що при кожному µ1 ∈
(
0,

π

θ

)
функцiї

∂ω

∂τ
(x, τ),

∂ω(x, τ)
∂x

, δj(x, ϕ, τ, µ1)

при j = 1, 2 рiвномiрно неперервнi на множинi Dρ ×Rm × [0, L] i

‖∆x|τ=τν‖ ≤ εσ1, ‖∆ϕ|τ=τν‖ ≤ εσ1,

при ε ≤ ε0, де ε0 = ε0(N,µ1) — досить мале додатне число, з нерiвностей (29) i (30)
випливає, що (

λk,
∂ω(x(τ, ε), τ)

∂τ
+

∂ω(x(τ, ε), τ)
∂x

δ1(x(τ, ε), ϕ(τ, ε), τ, µ1)
)

,

(
λk,

∂ω(x(τ, ε), τ)
∂x

δ2(x(τ, ε), ϕ(τ, ε), τ, µ1)
)

як функцiї τ зберiгають знак на вiдрiзку T .
Таким чином, нехай, наприклад,(

λk,
∂ω

∂τ
+

∂ω

∂x
δ1

)
≥ σ9

γ2
N

‖λk‖
,

(
λk,

∂ω

∂x
δ2

)
≥ σ9

γ2
N

‖λk‖
, τ ∈ T. (31)

Позначимо
v = inf

τ∈T
|zk(τ, ε, s0)|.

Якщо v досягається в деяких точках вiдрiзка T , то позначимо через τ̃0 одну з них. Якщо
ж |zk(τ, ε, s0)| > v при τ ∈ T , то позначимо через τ̃0 одну з тих точок τν , ν ≥ 1, τν ∈ T ,
для якої правостороння границя lim

τ→τν+0
|zk(τ, ε, s0)| є найменшою.

З рiвностi (9) i нерiвностей (10), (12), (21), (26), (31) дiстанемо оцiнку

|zk(τ, ε, s0)− zk(τ̃0, ε, s0)| ≥

[
σ9γ

2
N

6θ2rN

(2 + 3θ2)−
cγ2

N

2θ1rN

(1 + θ1)− σ10(N)×

×

(
εµ2 + µ3 + µ4 +

l

µ1
+

ε

lµ1
+

ε + ξ

µ2
1

+
ε

l
(ν0(µ3) + j0(ξ))

)]
(|τ − τ̃0|+ l) (32)

при |τ − τ̃0| ≥ l, τ ∈ T i ε ≤ l max{θ−1
1 ; θ−1

2 } зi сталою

σ10(N) = [σ1 + σ3 + σ6 + (1 + σ1)θ−1
1 + 2σ2

1(σ5 + σ7)]rN (1 + rN1
)N1,

де N1 = N1(N), а додатне число θ2 визначається нерiвнiстю tν+1 − tν ≤ θ2 для всiх ν ≥ 1.
Покладемо

σ11 =
σ9

18θ2
(2 + 3θ2), c =

2θ1

1 + θ1
σ11, σ12(N) = σ11

γ2
N

rN σ10(N)
.

Тодi оцiнка (32) приводить до нерiвностi

|zk(τ, ε, s0)− zk(τ̃0, ε, s0)| ≥ σ11
γ2

N

rN

(|τ − τ̃0|+ l), τ ∈ T \ [τ̃0 − l, τ̃0 + l] (33)
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за умови

εµ2 + µ3 + µ4 +
l

µ1
+

ε

lµ1
+

ε + ξ

µ2
1

+
ν0(µ3) + j0(ξ)

l
ε ≤ σ12(N). (34)

Нехай µ2 = 1. Для кожного натурального N виберемо додатнi µ3 = µ3(N), µ4 =
= µ4(N) i ξ = ξ(N) настiльки малими, щоб при l = l(µ4) > 0 виконувались нерiвностi

max
{

µ3;µ4;
l

µ1
;

ξ

µ2
1

}
≤ 1

8
σ12(N), lrN1

<
µ1

4σ4
, ξrN1

<
θµ1

8σ1
,

а додатне ε0 будемо вважати настiльки малим, що

max
{

ε0;
ε0

lµ1
;
ε0

µ2
1

;
ν0(µ3) + j0(ξ)

l
ε0

}
≤ 1

8
σ12(N),

ε0 ≤ l min
{
θ−1
1 ; θ−1

2 ; 1
}

i виконуються нерiвностi (31) при ε0 = ε0(N,µ1). Викладене вище забезпечує виконання
оцiнки (34). Зазначимо, що вигляд оцiнки (33) не змiниться, якщо замiсть нерiвностей
(31) розглянути нерiвностi(

λk,
∂ω

∂τ
+

∂ω

∂x
δ1

)
≤ −σ9

γ2
N

‖λk‖
,

(
λk,

∂ω

∂x
δ2

)
≤ −σ9

γ2
N

‖λk‖
, τ ∈ T.

Враховуючи, що
‖∆zk(τ, ε, s0)|τ=τν‖ ≤ σ2

1‖λk‖ε,

з оцiнки (33) при ε ≤ σ−2
1 σ11r

−2
N

γ2
N

l легко одержати оцiнку

|zk(τ, ε, s0)| ≥
1
2
σ11

γ2
N

rN

(|τ − τ̃0|+ l), τ ∈ T − [τ̃0 − l, τ̃0 + l]. (35)

Таким чином, справедливою є наступна лема.

Лема 1. Нехай виконуються припущення (2), (4), (8) i ряди (3) збiгаються рiвномiр-
но. Тодi при досить малому ε0 > 0 на кожному вiдрiзку [τ0, τ0 + h(N)]

⋂
[0, L1], h(N) =

= σ8γN r−1
N

, можна видiлити вiдрiзок довжини не бiльшої за 2l, поза яким справедливою
є оцiнка (35) зi сталою σ11, незалежною вiд ε, N , k i l.

Розглянемо далi iнтеграл

I1 =

τ∫
τ0

Ωk(t, ε)dt, τ ∈ T,

i розiб’ємо його на суму iнтегралiв по вiдрiзках [τ0, τ̃0−l], [τ̃0−l, τ̃0+l] i [τ̃0+l, τ ]. Очевидно,
що ∣∣∣∣∣∣∣

eτ0+l∫
eτ0−l

Ωk(t, ε)dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2l.
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Якщо записати рiвнiсть вигляду (19) у випадку Tr = [τ̃0 + l, τ ] i скористатись оцiнкою
(35), то отримаємо нерiвностi

n∑
ν=1

∣∣∣∣ 1
zk(τν , ε, 0)

− 1
zk(τν + 0, ε, 0)

∣∣∣∣ ≤ (2σ1

σ11

)2 r3
N

γ4
N

ε
n∑

ν=1

1
(l + εθ1ν)2

<

<

(
2σ1

σ11

)2 r3
N

γ4
N

ε

∞∫
0

dt

(l + εθ1t)2
=
(

2σ1

σ11

)2 r3
N

γ4
N

θ1l
,

τ∫
eτ0+l

dt

z2
k(t, ε, 0)

≤ 2
σ2

11

r2
N

γ4
N

l
.

Аналогiчнi оцiнки справджуються i у випадку Tr = [τ0, τ̃0 − l]. Тому

|I1| ≤ σ13

(
l +

ε

l

rN

γ2
N

+
ε

l

r3
N

γ4
N

)
, τ ∈ T, (36)

де σ13 — стала, незалежна вiд k, N , l i ε.
Оцiнимо тепер суму

S1 = ε
∑

τ0≤τν<τ

Ωk(τν , ε), τ ∈ T.

Зазначимо, що при ε ≤ l∣∣∣∣∣∣ε
∑

eτ0−l≤τν<eτ0+l

Ωk(τν , ε)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

(
2l

εθ1
+ 1
)
≤ 2 + θ1

θ1
l.

Якщо на вiдрiзку [τ̃0 + l, τ ] мiстяться часовi моменти τ1, . . . , τj0 , . . . , τn iмпульсної дiї,
то для суми

S′1 = ε
∑

eτ0+l≤τν<τ

Ωk(τν , ε)

маємо оцiнку [8]

|S′1| ≤ ε

∣∣∣∣∣Ωk(τn, ε) +
Ωk(τn, ε)

Ω̃k(n, ε)− 1
− Ωk(τj0 , ε)

Ω̃k(j0, ε)− 1
+

+
n−1∑

ν=j0+1

Ωk(τν , ε)
Ω̃k(ν, ε)− Ω̃k(ν − 1, ε)

(Ω̃k(ν, ε)− 1)(Ω̃k(ν − 1, ε)− 1)

∣∣∣∣∣+ ε

j0∑
ν=1

1,

в якiй j0 = j0(ξ) визначається нерiвностями (24),

Ω̃k(ν, ε) = exp

 i

ε

τν+1∫
τν

zk(τ, ε, 0)dτ

 .
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Будемо вважати, що (
γN

rN

)2

≤
√

2
2σ8σ11

,
γ3

N

r2
N

≤ 2(2−
√

3)π
θσ8σ11

.

Цих нерiвностей можна досягти за рахунок вибору малим γN > 0 або великим rN . Тодi
на пiдставi рiвностi h(N) = σ8γN r−1

N
i нерiвностi (35) одержимо оцiнки

1
2
σ11

γ2
N

rN

(τ − τ̃0 + l) ≤ |zk(τ, ε, s0)| ≤
√

2
2

γN , τ ∈ [τ̃0 + l, τ0 + h(N)], (37)

при l ≤ σ8γN r−1
N

.
Оскiльки

|Ω̃k(ν, ε)− 1| =

∣∣∣∣∣∣2 sin
1
2ε

τν+1∫
τν

zk(τ, ε, 0)dτ

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣2 sin

(
1
2
tνzk(τ∗ν , ε, 0)− πs0

)∣∣∣∣ ,
1
2
tνzk(τ∗ν , ε, 0)− πs0 =

θ

2
zk(τ∗ν , ε, s0) +

1
2
ηνzk(τ∗ν , ε, 0),

де ην = tν − θ, |ην | < ξ при ν ≥ j0(ξ), τ∗ν — деяка точка вiдрiзка [τν , τν+1], то з нерiвностей
(37) випливають нерiвностi

θ

8
σ11

γ2
N

rN

(τ − τ̃0 + l) ≤
∣∣∣∣12 tνzk(τ∗ν , ε, 0)− πs0

∣∣∣∣ ≤ √
3

2
π ≤ π − θ

8
σ11

γ2
N

rN

(τ − τ̃0 + l),

τ ∈ [τ̃0 + l, τ0 + h(N)],

при

ξ ≤ min

{√
3−

√
2

σ1rN

;
θσ11

4σ1

(
γN

rN

)2

l

}
.

Тому

|Ω̃k(ν, ε)− 1| ≥ θ

4
σ11

γ2
N

rN

(τν − τ̃0 + l).

Аналогiчно

|Ω̃k(ν, ε)− Ωk(ν − 1, ε)| ≤ σ1[1 + 2θ2(σ1 + (1 + σ1)2θ2)]rN (ε + ξ).

Отже,

S′1 ≤ σ̃14

(
εj0(ξ) +

ε

l

rN

γ2
N

+
ε + ξ

l

r3
N

γ4
N

)
,

де σ̃14 — деяка стала. Такого ж вигляду оцiнку задовольняє також сума

S′′1 = ε
∑

τ0≤τν<eτ0−l

Ωk(τν , ε).
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Таким чином, iснує стала σ14 така, що

|S1| ≤ σ14

(
l + εj0(ξ) +

ε

l

rN

γ2
N

+
ε + ξ

l

r3
N

γ4
N

)
(38)

для всiх τ ∈ [τ0, τ0 + h(N)], ε ∈ (0, ε0].
Викладене вище дозволяє сформулювати наступне твердження.

Лема 2. Якщо виконуються припущення леми 1, то iнтеграл I1 i сума S1 задовольня-
ють вiдповiдно нерiвностi (36) i (38) при умовах

ε ≤ l, l ≤ σ8
γN

rN

, ξrN ≤
√

3−
√

2
σ1

,
ξ

l

(
rN

γN

)2

≤ θσ11

4σ1
.

3. Основнi теореми. Перейдемо до обґрунтування методу усереднення. Iз систем (1) i
(6) випливає нерiвнiсть

u(τ, ε) ≤ σ1

 τ∫
0

u(t, ε)dt + ε
∑

0<τν<τ

u(τν , ε)

+

∥∥∥∥∥∥
τ∫

0

ã(x(t), ϕ(t, ε), t)dt

∥∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥ε ∑
0<τν<τ

p̃(x(τν), ϕ(τν , ε))

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥ε
∑

0<τν<τ

p(x(τν))−
1
θ

τ∫
0

p(x(t))dt

∥∥∥∥∥∥+

+ 2σ1ν0(µ3)ε + µ3(1 + Lθ−1
1 ), (39)

де τ ∈ [0, L1], ã(x, ϕ, τ) = a(x, ϕ, τ) − a(x, τ), p̃(x, ϕ) = p(x, ϕ) − p(x), u(τ, ε) = ‖x(τ, ε) −
−x(τ)‖.

Враховуючи, що

1
θ

τν+1∫
τν

p(x(t))dt− εp(x(τν)) =
ε(tν − θ)

θ
p(x(τν)) +

1
θ

τν+1∫
τν

[p(x(t))− p(x(τν))]dt,

‖x(τ)− x(τν)‖ ≤ εσ1(1 + θ−1)θ2, τ ∈ [τν , τν+1],

на пiдставi (24) маємо нерiвнiсть∥∥∥∥∥∥ε
∑

0<τν<τ

p(x(τν))−
1
θ

τ∫
0

p(x(t))dt

∥∥∥∥∥∥ ≤ σ15(εj0(ξ) + ξ), τ ∈ [0, L1], (40)

зi сталою σ15, незалежною вiд ε i ξ.
Подамо далi вiдрiзок [0, τ ] у виглядi

[0, τ ] =
r0+1⋃
r=1

Ar, Ar = [αr, βr],
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де αr = (r − 1)l1 i βr = rl1 при r = 1, r0 та αr0+1 = r0l1 i βr0+1 = τ , r0 — цiла частина
числа τ l−1

1 , a l1 — досить мале додатне число, яке буде означене нижче.
Розглянемо рiвнiсть

βr∫
αr

ã(x(t), ϕ(t, ε), t)dt =

βr∫
αr

[
ã(x(t), ϕ(t, ε), t)− a

(
x0, θ0 +

1
ε

t∫
0

ω(x(τ, ε), τ)dτ , t0

)]
dt+

+
∞∑

|k|=1

ak(x0, t0)ei(λk,θ0)

βr∫
αr

Ωk(t, ε)dt,

в якiй t0 = αr, x0 = x(t0), θ0 = θ(t0, ε).
Задамо довiльне досить мале µ5 > 0 i виберемо N = N(µ5) настiльки великим, щоб

∞∑
|k|=N+1

‖ak(x, τ)‖ ≤ µ5,

∞∑
|k|=N+1

‖pk(x)‖ ≤ µ5 ∀(x, τ) ∈ Dρ × [0, L]. (41)

Оскiльки функцiя ã(x, ϕ, τ) є рiвномiрно неперервною на множинi Dρ × Rm× ×[0, L],
то ∥∥∥∥∥ã(x(t), ϕ(t, ε), t)− ã

(
x0, θ0 +

1
ε

t∫
0

ω(x(τ, ε), τ)dτ, t0

)∥∥∥∥∥ ≤
≤ 2σ1(‖x(t)− x0‖+ ‖θ(t, ε)− θ0‖)+

+ ‖ã(x(t), ϕ(t, ε), t)− ã(x(t), ϕ(t, ε), t0)‖ ≤ σ16l1 + µ6,

де σ16 — стала, а µ6 = µ6(l1) вибирається з умови

‖ã(x, ϕ, t)− ã(x, ϕ, t0)‖ < µ6 (42)

для всiх x ∈ Dρ, ϕ ∈ Rm, t ∈ [0, L], t0 ∈ [0, L] при |t− t0| ≤ l1. Таким чином, при l1 = h(N)
на пiдставi оцiнок (36), (41) i (42) одержимо нерiвнiсть∥∥∥∥∥∥

βr∫
αr

ã(x(t), ϕ(t, ε), t)dt

∥∥∥∥∥∥ ≤ (σ16l1 + µ5 + µ6)(βr − αr) + σ17(N)
(
l +

ε

l

)

зi сталою σ17(N) = 2σ1σ13N
(
1 + rN γ−2

N
+ r3

N
γ−4

N

)
.

Пiдсумовуючи по всiх r i враховуючи, що r0 + 1 ≤ Ll−1
1 + 1, при l1 ≤ L дiстанемо

оцiнку ∥∥∥∥∥∥
τ∫

0

ã(x(t), ϕ(t, ε), t)dt

∥∥∥∥∥∥ ≤ (σ16l1 + µ5 + µ6)L + 2Lσ17(N)
(

l

l1
+

ε

l l1

)
. (43)
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Аналогiчно оцiнюємо третiй доданок у правiй частинi нерiвностi (39). Запишемо рiв-
нiсть

ε
∑

αr≤τν<βr

p̃(x(τν), ϕ(τν , ε) = ε
∑

αr≤τν<βr

[
p̃(x(τν), ϕ(τν , ε)− p̃

(
x0, θ0 +

1
ε

τν∫
0

ω(x(τ, ε), τ)dτ

)]
+

+
∞∑

|k|=1

pk(x0)ei(λk,θ0)ε
∑

αr≤τν<βr

Ωk(τν,ε)

i скористаємося нерiвностями (38) та∥∥∥∥∥p̃(x(τν), ϕ(τν , ε))− p̃

(
x0, θ0 +

1
ε

τν∫
0

ω(x(τ, ε), τ)dτ

)∥∥∥∥∥ ≤
≤ 2σ1(‖x(τν)− x0‖+ ‖θ(τν , ε)− θ0‖) ≤ σ16l1.

Тодi отримаємо оцiнку∥∥∥∥∥ε ∑
αr≤τν<βr

p̃(x(τν), ϕ(τν , ε))

∥∥∥∥∥ ≤ 2
θ1

(1 + σ16)l1(l1 + µ5)+

+
σ14

σ13
σ17(N)

(
l + εj0(ξ) +

ε + ξ

l

)
при ε0θ1 ≤ l1 або∥∥∥∥∥ε ∑

0<τν<τ

p̃(x(τν), ϕ(τν , ε))

∥∥∥∥∥ ≤ 4L

θ1
(1 + σ16)(l1 + µ5)+

+
2

σ13
Lσ14σ17(N)

(
l

l1
+

εj0(ξ)
l1

+
ε + ξ

l l1

)
. (44)

Таким чином, на пiдставi (41) — (44) з (39) дiстанемо нерiвнiсть

u(τ, ε) ≤ σ1

 τ∫
0

u(t, ε)dt + ε
∑

0<τν<τ

u(τν , ε)

+

+ σ18(l1 + µ3 + µ5 + µ6 + εν0(µ3)) + σ19(N)
(

l

l1
+

ε + ξ

l l1
+

εj0(ξ)
l1

)
для всiх τ ∈ [0, L1] i ε ∈ (0, ε0] зi сталими

σ18 = 2σ1 + 1 + Lθ−1 + 2Lθ−1
1 (2 + θ1)(1 + σ16),
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σ19(N) = L(σ152(1 + σ−1
13 σ14)σ17(N)).

Розв’язуючи останню iнтегро-сумарну нерiвнiсть [1] i враховуючи, що τν+1− τν ≥ εθ1,
при ε0σ1 ≤ 1 отримуємо оцiнку

u(τ, ε) ≤ σ20(l1 + µ3 + µ5 + µ6 + εν0(µ3)) + σ21(N)
(

l

l1
+

ε + ξ

l l1
+

εj0(ξ)
l1

)
,

τ ∈ [0, L1], ε ∈ (0, ε0], (45)

де

σ20 = 2σ18e
σ1(L+θ−1

1 ), σ21(N) = 2σ19(N)eσ1(L+θ−1
1 ).

Зафiксуємо довiльне як завгодно мале додатне µ <
1
2
ρ i покладемо µ5 = (9σ20)−1µ. За

даним µ5 вибираємо натуральне N настiльки великим, щоб при N = N(µ5) виконувалися
нерiвностi (41). Далi за знайденим N визначаємо число µ4 > 0, яке задовольняє нерiвнiсть
µ4 ≤ 8−1σ12(N), i число l1 з умов l1 ≤ (9σ20)−1µ та l1 ≤ σ8γN r−1

N
. Потiм вибираємо

додатне l = l(µ4) настiльки малим, що при N1 = N1(N)

l <
µ1

4σ4rN1

, l ≤ 1
8
µ1σ12(N), l ≤ σ8

γN

rN

, l ≤ µl1
9σ21(N)

,

а також з умови виконання нерiвностей (15).
Пiсля цього вибираємо ξ > 0, яке задовольняє нерiвностi

ξ ≤ µ l l1
9σ21(N)

, ξ ≤
√

3−
√

2
σ1rN

, ξ ≤ θσ11l

4σ1

(
γN

rN

)2

, ξ <
θµ1

8σ1rN1

, ξ ≤ 1
8
µ2

1σ12(N),

i µ3 > 0 з умов µ3 ≤ (9σ20)−1µ та µ3 ≤ 8−1σ12(N). Далi визначаємо додатне µ6 = µ6(l1)
так, що µ6 ≤ (9σ20)−1µ i виконується нерiвнiсть (42).

Нарештi, ε0 > 0 вибираємо настiльки малим, що

ε0 ≤ min
{

µ

9σ20ν0(µ3)
;

µ l l1
9σ21(N)

;
µ l1

9j0(ξ)σ21(N)
;

1
σ1

; l;
l

θ1
;

l

θ2

}
,

max
{

ε0;
ε0

l µ1
;
ε0

µ2
1

;
ν0(µ3) + j0(ξ)

l
ε0

}
≤ 1

8
σ12(N)

i виконуються нерiвностi (31) при ε0 = ε0(N,µ1).
Тодi з (45) одержуємо оцiнку

u(τ, ε) < µ ∀τ ∈ [0, L1], ε ∈ (0, ε]. (46)

Оскiльки x(τ) ∈ D2ρ при τ ∈ [0, L] i µ <
1
2
ρ, то оцiнка (46) є справедливою для всiх

τ ∈ [0, L] i ε ∈ (0, ε0].
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Отже, доведено наступну теорему.

Теорема 1. Нехай: 1) виконуються припущення (2), (4), (8); 2) ряди (3) збiгаються
рiвномiрно; 3) iснує розв’язок x(τ) усередненої системи (6), визначений при τ ∈ [0, L].
Тодi для довiльного як завгодно малого µ > 0 можна вибрати таке ε0 = ε0(µ) > 0,
що розв’язок x(τ, ε), ϕ(τ, ε) системи (1), для якого x(0, ε) = x(0), ϕ(0, ε) — довiльне, є
визначеним для всiх (τ, ε) ∈ [0, L]× (0, ε0] i задовольняє нерiвнiсть

‖x(τ, ε)− x(τ)‖ < µ, τ ∈ [0, L], ε ∈ (0, ε0]. (47)

Припустимо, що:
а) tν+1 − tν = θ, pν(x, ϕ) ≡ p(x, ϕ) для всiх ν ≥ 1, x ∈ D, ϕ ∈ Rm;

б) a(x, ϕ, τ) =
N∑

k=−N

ak(x, τ)ei(λk,ϕ), p(x, ϕ) =
N∑

k=−N

pk(x)ei(λk,ϕ);

в) ω має неперервнi частиннi похiднi першого порядку по x, τ в областi D × [0, L], a та
p задовольняють умову Лiпшиця по x i a задовольняє умову Гельдера по τ :

‖a(x, ϕ, τ)− a(x, ϕ, τ ′)‖ ≤ σ1|τ − τ ′|α

при x ∈ D, ϕ ∈ Rm, τ ∈ [0, L], τ ′ ∈ [0, L], де α — стала, 0 < α ≤ 1;
г) fk(x(τ), ϕ, τ, s, µ1) ≥ γ2

N
∀τ ∈ [0, L], ϕ ∈ Rm, s ∈ Z, 1 ≤ |k| ≤ N .

Теорема 2. Якщо x(τ) ∈ D при τ ∈ [0, L] i виконуються умови а) – г), то iснують
такi числа ε > 0 i σ22 > 0, що при ε0 ≤ ε повiльна компонента x(τ, ε) кожного розв’язку
x(τ, ε), ϕ(τ, ε) (x(0, ε) = x(0), ϕ(0, ε) ∈ Rm) системи (1) задовольняє нерiвнiсть

‖x(τ, ε)− x(τ)‖ < σ22ε
α

2(α+1) ∀τ ∈ [0, L], ε ∈ (0, ε0]. (48)

Доведення. На пiдставi того, що a, δ1 i δ2 — тригонометричнi полiноми по ϕj , j = 1,m,
i рiвномiрно неперервнi на множинi Dρ ×Rm × [0, L], iснує таке число d = d(N) > 0, що

fk(x, ϕ, τ, s, µ1) ≥
1
2
γ2

N

для всiх x ∈ G, ϕ ∈ Rm, τ ∈ [0, L], s ∈ Z, де

G = {x |x ∈ D, ‖x− x(τ)‖ ≤ d ∀τ ∈ [0, L]}.

Iншими словами, у розглядуваному випадку виконується нерiвнiсть (8) для x iз d-околу
розв’язку усередненої системи, чого досить, щоб при µ < d справджувалась нерiв-
нiсть (47).

Якщо повторити далi схему доведення теореми 1, то дiстанемо рiвностi

ξ = 0, j0(ξ) = 1, µ3 = µ5 = 0, ν0(µ3) = 1, µ6 = σ1l
α
1 ,
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а оцiнка (45) набере вигляду

u(τ, ε) ≤ σ23

(
l21 +

l

l1
+

ε

l l1

)
. (49)

Будемо вважати, що l = g(ε) i l1 = g1(ε), тодi найкращий порядок по ε останньої

нерiвностi буде тодi, коли g(ε) = ε
1
2 i g1(ε) = ε

1
2(α+1) . У такому випадку з (49) одержуємо

оцiнку (48).

Теорему доведено.

Порядок по ε оцiнки (48) можна покращити за рахунок збiльшення порядку гладкостi
функцiй a i p, а саме, якщо припустити, що a i p мають неперервнi в областi D × Rm ×
×[0, L] частиннi похiднi першого порядку по змiнних x i τ . Покладаючи в процесi доведен-
ня теореми 1 αr = (r − 1)h(N), βr = rh(N) при r = 1, r0 та αr0+1 = r0h(N), βr0+1 = τ ,
де r0 — цiла частина числа τh−1(N), i використовуючи оцiнки осциляцiйних iнтеграла та
суми з роботи [5], одержуємо таке твердження.

Теорема 3. Нехай виконуються умови теореми 2 i функцiї a, p мають неперервнi в
областi D×Rm×[0, L] частиннi похiднi першого порядку по x i τ . Тодi оцiнка (48) набирає
вигляду

‖x(τ, ε)− x(τ)‖ ≤ σ22

√
ε ∀(τ, ε) ∈ [0, L]× (0, ε0]. (50)

Нарештi дамо вiдповiдь на питання: наскiльки малим при ε → 0 можна вибирати до-
датне число µ1, яке визначає ширину резонансної зони, щоб залишалися вiрними теореми
2 i 3 ? Ключовими для аналiзу в цьому планi є оцiнки (21), (26) i залежнiсть ε0 = ε0(N,µ1)
для переходу вiд нерiвностей (29) до нерiвностей (31). Легко переконатися, що вигляд
оцiнок (48) i (50) у теоремах 2 i 3 не змiниться, якщо покласти µ1 = f(N)

√
ε, де f(N) —

досить велике число, залежне вiд N , але незалежне вiд ε.
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