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ПРО ПОБУДОВУ РОЗВ’ЯЗКУ ВИРОДЖЕНОЇ ЛIНIЙНОЇ
СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
В ОКОЛI IРРЕГУЛЯРНОЇ ОСОБЛИВОЇ ТОЧКИ

О. А. Шепель

Нiжин. пед. ун-т
Україна, 16600, Нiжин Чернiгiвської обл., вул. Кропив’янського, 2

We investigate the asymptotics of the general solution of a linear system of differential equations with an
irregular singular point,

x−hB(x)
dy

dx
= A(x)y,

in the case where the boundary matrix of the derivative is singular. Using the Newton diagram method,
a general solution of the system is constructed in the case where the regular bundle of matrices L(λ) =
= A0 − λB0, has multiple finite and infinite elementary divisors.

Дослiджується асимптотика загального розв’язку лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь з
iррегулярною особливою точкою вигляду

x−hB(x)
dy

dx
= A(x)y

у випадку виродження граничної матрицi при похiднiй. З допомогою методу дiаграм Ньюто-
на побудовано загальний розв’язок вказаної системи у випадку, коли регулярна в’язка матриць
L(λ) = A0 − λB0 має кратнi скiнченний i нескiнченний елементарнi дiльники.

Розглянемо лiнiйну систему диференцiальних рiвнянь з iррегулярною особливою точкою
вигляду

x−hB(x)
dy(x)

dx
= A(x)y(x), (1)

у якiй y(x) — шуканий n-вимiрний вектор, h ∈ N, A(x) iB(x)− (n× n)-матрицi.
Нехай виконуються такi умови:
1) матрицi A(x) та B(x) допускають у секторi S = {x0 <| x |< ∞, α < arg x < β}

(α, β — фiксованi дiйснi числа) рiвномiрнi асимптотичнi розвинення за степенями неза-
лежної змiнної x, тобто

A(x) =
∑
k≥0

x−kAk, B(x) =
∑
k≥0

x−kBk, x → ∞, x ∈ S; (2)

2) detB0 = 0.
Системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь з iррегулярною особливою точкою дослiд-

жувались у роботах [1 – 4]. Зокрема, в [1, 2] розглядалась система з одиничною матрицею
при похiднiй.
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Наявнiсть при похiднiй матрицi B(x), яка вироджується при x → ∞, зумовлює знач-
нi труднощi при розв’язаннi систем вигляду (1). Можливiсть побудови її асимптотичних
розв’язкiв залежить вiд поведiнки коренiв характеристичного рiвняння

det(A0 − λB0) = 0 (3)

i структури елементарних дiльникiв в’язки матриць

L(λ) = (A0 − λB0). (4)

Вироджена система (1) розглядалась у роботах [3, 4], де побудовано асимптотичнi роз-
винення її розв’язкiв за дробовими степенями x. При цьому в [3] використовувався метод
неозначених коефiцiєнтiв, а в [4] — iнший пiдхiд до асимптотичного аналiзу системи (1) —
метод дiаграм Ньютона. Хоча останнiй досить широко використовується при побудовi
розв’язкiв алгебраїчних рiвнянь та диференцiальних рiвнянь з малим параметром, проте
його застосування до систем вигляду (1) в [4] наведено вперше.

У данiй роботi з використанням основної iдеї [4] розглянемо особливий випадок, ко-
ли матриця при похiднiй тотожно вироджена, а саме, проведемо асимптотичний аналiз
загального розв’язку системи рiвнянь вигляду

x−hB0
dy(x)

dt
= A0y(x) (5)

для одновимiрного випадку, коли в’язка матриць (4) має по одному скiнченному i нескiн-
ченному елементарному дiльнику.

Як i в [4], вважатимемо, що в’язка матриць L(λ) є регулярною i має один скiнченний
елементарний дiльник (λ− λ0)p кратностi p > 1 та нескiнченний — кратностi q, причому
вказанi елементарнi дiльники вичерпують увесь спектр в’язки (4).

Згiдно з теорiєю вироджених систем, розробленою в [5], розв’язки системи рiвнянь
(5) подiляються на двi групи:

1) розв’язки, що вiдповiдають скiнченному елементарному дiльнику

y(x) = u(x) exp

( x∫
x0

xh(λ0 + λ(x))dx

)
, (6)

2) розв’язки, що вiдповiдають нескiнченному елементарному дiльнику

y(x) = w(x) exp

( x∫
x0

xhξ−1(x)dx

)
. (7)

Наше завдання полягає у вiдшуканнi вигляду вектор-функцiй u(x), w(x) i скалярних
функцiй λ(x) та ξ(x).

У роботi [4] доведено, що система (1) має розв’язок вигляду (6) тодi i тiльки тодi, коли
функцiя λ(x) задовольняє рiвняння розгалуження

λp +

∞∑
k=p+1

Lk0

[
λk
]
+

∞∑
s=1

x−sL0s +

∞∑
k=1

∞∑
s=1

x−sLks

[
λk
]
= 0, (8)
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коефiцiєнти якого визначаються за формулами

Lk0

[
λk
]
= λk(B0(HB0)

k−1ϕ,ψ), k ≥ 1,

L0s =

s∑
j=1

(−1)j(P s
j (HΓ )ϕ,ψ), s ≥ 1, (9)

Lks

[
λk
]
=

[ sh ]∑
i=0

s−hi∑
j=0

(−1)jDi
0

[
λk
]
(P s−hi

i+k , j(HB;HΓ )ϕ,ψ)+

+

[ s−h
h+1 ]∑
m=1

[
s−m(h+1)

h

]∑
i=1

s−h(i+m)−m∑
j=0

(−1)j+mDi
m

[
λk
](
P

s−h(i+m)−m
i+k+m, j (HB;HΓ )ϕ,ψ

)
,

k ≥ 1, s ≥ 1,

де H — напiвобернена матриця для матрицi A0 − λ0B0, ϕ — власний вектор цiєї в’язки
матриць, ψ — нуль матрицi (A0 − λ0B0)

∗, спряженої з матрицею A0 − λ0B0. Символом
P k
i,j(HB;HΓ ) позначено суму всiх можливих добуткiв i множникiв HBr1 , . . . ,HBri та j

множникiв HΓs , . . . ,HΓsj , Γi = Ai−λ0Bi, сума iндексiв яких r1+ . . .+ ri+ s1+ . . .+ sj =
= k, причому iндекси ri — це набори цiлих невiд’ємних чисел, а iндекси sj — набори
лише натуральних чисел. Вираз P k

j (HΓ ) є сумою всiх можливих „добуткiв” j множни-
кiв HΓs , . . . ,HΓsj з натуральними iндексами, сума яких дорiвнює k (усi доданки виразiв
P s
j (HΓ ), P

s−hi
i+k,j(HB;HΓ ) не мiстять першого множника H),

Dp
q

[
λk
]
=
(
(p+ q − 1) + q − 1

)
Dp

q−1
[
λk
]
+D

(
Dp−1

q

[
λk
])

+ λDp
q

[
λk−1

]
, (10)

причому

D0
0

[
λk
]
= λk; Dp

q

[
λ0
]
= 0; D0

q

[
λk
]
= 0, q 6= 0; Dp

−1
[
λk
]
= 0, (11)

D — оператор диференцiювання по змiннiй x.
Оскiльки в системi (5) всi Ai, Bi дорiвнюють нулю при i ≥ 1, рiвняння розгалуження

(8) для розв’язкiв першої групи системи (5) набирає вигляду

λp +

p−1∑
k=1

x−(p−k)hLk,(p−k)h
[
λk
]
= 0. (12)

Використовуючи формули (9) для побудови вiдповiдної дiаграми Ньютона, приходи-
мо до висновку, що λ(x) = x−hλ1, де λ1 — корiнь визначального рiвняння

λp1 +

p−1∑
i=1

Di
0

[
λp−i1

]
= 0, (13)
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i нам потрiбно знайти його p рiзних розв’язкiв λ(j)1 , j = 1, p.

Теорема 1. Функцiї

λ
(j)
1 = (j − 1)x−1, j = 1, p, (14)

є розв’язками рiвняння (13).

Доведення. Виконаємо в рiвняннi (13) замiну змiнних λ1 = αx−1, де α — стала. Дове-
демо методом математичної iндукцiї, що

λk1 +
k−1∑
i=1

Di
0

[
λk−i1

]
= x−k

k−1∏
i=0

(α− i). (15)

При k = 2 рiвнiсть є очевидною. Припустимо, що рiвнiсть (15) виконується для всiх
k = 2, s, тобто

λs1 +

s−1∑
i=1

Di
0

[
λs−i1

]
= x−s

s−1∏
i=0

(α− i), (16)

i доведемо її справедливiсть при k = s+ 1.
З урахуванням (10) дiстанемо

λs+1
1 +

s∑
i=1

Di
0

[
λs+1−i
1

]
= λs+1

1 +
s∑

i=1

(
λ1D

i
0

[
λs−i1

]
+D

(
Di−1

0

[
λs+1−i
1

]))
.

Враховуючи властивостi оператора диференцiювання D =
d

dx
, отримуємо

λs+1
1 +

s∑
i=1

Di
0

[
λs+1−i
1

]
= λ

(
λs1 +

s∑
i=1

Di
0

[
λs−i1

])
+D

(
s∑

i=1

Di−1
0

[
λs+1−i
1

])
.

Виконуючи в останньому доданку замiну i+ 1 = i та беручи до уваги (11), приходимо до
виразу

λs+1
1 +

s∑
i=1

Di
0

[
λs+1−i
1

]
= λ

(
λs1 +

s−1∑
i=1

Di
0

[
λs−i1

])
+D

(
λs1 +

s−1∑
i=1

Di
0

[
λs−i1

])
.

Враховуючи (16), дiстаємо

λs+1
1 +

s∑
i=1

Di
0

[
λs+1−i
1

]
= λ1x

−s
s−1∏
i=0

(α− i) +D

(
x−s

s−1∏
i=0

(α− i)

)
.

Оскiльки λ1 = αx−1, Dx−s = −sx−s−1, то

λs+1
1 +

s∑
i=1

Di
0

[
λs+1−i
1

]
= αx−s−1

s−1∏
i=0

(α− i)− sx−s−1
s−1∏
i=0

(α− i),
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звiдки й отримуємо кiнцевий результат:

λs+1
1 +

s∑
i=1

Di
0

[
λs+1−i
1

]
= x−s−1

s∏
i=0

(α− i). (17)

Аналiзуючи (15), приходимо до висновку, що коренi рiвняння (13) мають вигляд (14).
Теорему доведено.

Теорема 2. Векторна функцiя u(j)(x), що вiдповiдає кореню λ(j)(x) = (j−1)x−h−1, j =
= 1, p, рiвняння (12), має вигляд

u(j)(x) = ϕ+

j−1∑
k=1

(j − 1)!

(j − k − 1)!
x−kh−k(HB0)

kϕ, j = 1, p. (18)

Доведення. З [4] випливає, що для системи (5)

u(x) = ϕ+

p−1∑
k=1

λk(HB0)
kϕ+

p−1∑
k=1

k−1∑
s=1

x−shHL̃k−s,sh
[
λk−s

]
ϕ, (19)

де

HL̃k−s,sh
[
λk−s

]
= Ds

0

[
λk−s

]
(HB0)

k.

Формулу (19) можна записати у виглядi

u(x) = ϕ+

p−1∑
k=1

(
λk +

k−1∑
s=1

x−shDs
0

[
λk−s

])
(HB0)

kϕ,

i оскiльки при λ(x) = αx−h−1 завдяки рiвностi (15)

λk +
k−1∑
s=1

x−shDs
0

[
λk−s

]
= x−kh−k

k−1∏
i=0

(α− i),

то

u(j)(x) = ϕ+

j−1∑
k=1

x−kh−k
k−1∏
i=0

(j − i)(HB0)
kϕ, j = 1, p,

що збiгається з формулою (18).
Теорему доведено.
Слiд зазначити, що знайденi за формулою (18) векторнi функцiї u(j)(x) є лiнiйно не-

залежними як власнi вектори, якi вiдповiдають рiзним власним значенням λ0 + λ(j)(x)

оператора A0 − x−hB0
d

dx
.
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Враховуючи (14) та (18), p лiнiйно незалежних розв’язкiв системи (5), що вiдповiда-
ють скiнченному елементарному дiльнику (λ− λ0)p в’язки матриць (4), можна записати у
виглядi

y(j)(x) = xj−1

(
ϕ+

j−1∑
k=1

(j − 1)!

(j − k − 1)!
x−kh−k(HB0)

kϕ

)
exp

(
λ0x

h+1

h+ 1

)
, j = 1, p.

Перейдемо до вiдшукання розв’язкiв системи (5), що вiдповiдають нескiнченному еле-
ментарному дiльнику в’язки матриць (4). Згiдно з [4] функцiя ξ(x) задовольняє рiвняння

ξq +
∞∑

k=q+1

ξkMk0

[
ξk
]
+
∞∑
s=1

x−sM0s +
∞∑
k=1

∞∑
s=1

x−sMks

[
ξk
]
= 0, (20)

коефiцiєнти якого знаходяться за формулами

Mk0

[
ξk
]
= ξk

(
A0(GA0)

k−1ϕ̃, ψ̃
)
, k ≥ 1,

M0s =

s∑
j=1

(−1)j
(
P s
j (GB̃)ϕ̃, ψ̃

)
, s ≥ 1,

M1s

[
ξ
]
=

s∑
i=0

(−1)jξ
(
P s
1,i(GA;GB̃)ϕ̃, ψ̃

)
, s ≥ 1,

Mks

[
ξk
]
=

[ sh ]∑
i=0

s−hi∑
j=0

(−1)i+jξ2D̃i
0

[
ξk−2

](
P s−hi
k−i , j(GA;GB̃)ϕ̃, ψ̃

)
+

+

[ s−h
h+1 ]∑
m=1

[
s−m(h+1)

h

]∑
i=1

s−h(i+m)−m∑
j=0

(−1)i+jD̃i
m

[
ξk−2

](
P

s−h(i+m)−m
k−m−i , j (GA;GB̃)ϕ̃, ψ̃

)
,

k ≥ 2, s ≥ 1,

де G — напiвобернена матриця для матрицi B0, ϕ̃ — власний вектор матрицi B0, що вiд-
повiдає її нульовому власному значенню, ψ̃ — нуль матрицi B∗0 , спряженої з матрицею
B0, вирази P s

j (GB̃), P k
i,j(GA;GB̃) утворюються за тим самим правилом, що й аналогiчнi

вирази P s
j (HΓ ), P

s−hi
i+k,j(HB;HΓ ),

D̃p
q

[
ξk
]
= ((p+ q − 1) + q − 1)ξD̃p

q−1
[
ξk−1

]
+D

(
ξD̃p−1

q

[
ξk−1

])
+ ξD̃p

q

[
ξk−1

]
,

причому

D̃1
0

[
ξ
]
= Dξ; D̃0

0

[
ξk
]
= ξk; D̃p

q

[
ξ0
]
= 0; D̃0

q

[
ξk
]
= 0, q 6= 0; D̃p

−1
[
ξk
]
= 0; D̃p

q

[
ξk
]
= 0

при p > k.
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Оскiльки всi Ai, Bi дорiвнюють нулю при i ≥ 1, то рiвняння розгалуження (20) для
розв’язкiв другої групи системи (5) набирає вигляду

ξq(x) = 0, (21)

тому що всi Mks

[
ξk
]
≡ 0 ∀ s та k < q.

Це рiвняння має нульовий розв’язок кратностi q, тому система (5) не має жодного
ненульового розв’язку другої групи.

Аналогiчно [5] можна показати, що останнє твердження узгоджується iз загальною
теорiєю вироджених систем, згiдно з якою всього iснує q−m лiнiйно незалежних розв’яз-
кiв системи рiвнянь (1), де m – довжина жорданового ланцюжка матрицi B(x) вiдносно

оператора ξ
(
A(x)− x−hB(x)

d

dx

)
, яка в даному випадку збiгається з кратнiстю нульово-

го кореня рiвняння розгалуження (21).
Таким чином, загальний формальний розв’язок системи рiвнянь (5) має вигляд

y(x) =

p∑
j=1

cjy
(j)(x),

де cj — довiльнi сталi, y(j)(x) — лiнiйно незалежнi розв’язки системи (5), що вiдповiдають
скiнченному елементарному дiльнику в’язки матриць A0 − λB0.

Отже, справедливою є така теорема.

Теорема 3. Якщо в’язка матрицьA0−λB0 має один скiнченний елементарний дiльник
(λ − λ0)

p кратностi p > 1 та нескiнченний — кратностi q = n − p, то загальний
розв’язок системи рiвнянь (5) має вигляд

y(x) =

p∑
j=1

cjx
j−1

(
ϕ+

j−1∑
k=1

(j − 1)!

(j − k − 1)!
x−kh−k(HB0)

kϕ

)
exp

(
λ0x

h+1

h+ 1

)
.
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