
DOI: 10.37863/nosc.v26i2.1433
УДК 517.9

ЗВ’ЯЗОК МIЖ ОБМЕЖЕНИМИ
РОЗВ’ЯЗКАМИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
I ДИНАМIЧНИХ РIВНЯНЬ НА ЧАСОВИХШКАЛАХ

Вiкторiя Цань,Юрiй Перестюк
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка
вул. Володимирська, 64/13, Київ, 01601, Україна
e-mail: viktoriia.tsan@knu.ua,

perestyuk@gmail.com

Вiкторiя Могильова
Нацiональний технiчий унiверситет України
“Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського”
просп. Перемоги, 37, Київ, 03056, Україна
e-mail: mogylova.viktoria@gmail.com

A system of differential equations of the form dx

dt
= X(t, x) and the corresponding system of dynamic

equations with delta-derivative are considered. We establish conditions for the existence of bounded
solutions of the system of dynamic equations on the time scale \BbbT \lambda under the condition of the existence of
bounded solutions of the original system of differential equations. We derive conditions for the granularity
function under which the existence of bounded solutions of differential equations yields the existence of
solutions for the corresponding system of dynamic equations.

Розглянуто систему диференцiальних рiвнянь у формi dx

dt
= X(t, x) i вiдповiдну систему дина-

мiчних рiвнянь iз дельта-похiдною. Встановлено умови iснування обмежених розв’язкiв системи
динамiчних рiвнянь на часовiйшкалi \BbbT \lambda за умови iснування обмежених розв’язкiв вихiдної системи
диференцiальних рiвнянь.Отримано умови на функцiю зернистостi, за яких iз iснування обмежених
розв’язкiв диференцiальних рiвнянь випливає iснування таких розв’язкiв для вiдповiдної системи
динамiчних рiвнянь.

Вступ. Диференцiальнi (динамiчнi) рiвняння почали розглядати пiсля публiкацiї роботи
[1], де автор запровадив поняття \Delta -похiдної, яка працює як на числовiй осi, так i на
довiльнiй замкненiй пiдмножинi з \BbbR 1, зокрема, й на дискретних множинах: \BbbZ , ейлерових
множинах \{ kh, h > 0\} , множинах Кантора та канторвалах [2]. Це дозволило з єдиної
точки зору розглянути неперервну та дискретну динамiку, що спонукало до вивчення
динамiчних рiвнянь на часовихшкалах [3].Уподальшому теорiя рiвнянь на часовихшкалах
розвивалась у багатьох напрямках. Було отримано аналоги класичних результатiв теорiї
звичайних диференцiальних рiвнянь, теорiї оптимального керування [4 – 6], стохастичних
систем [7] та iн.
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Особливе зацiкавлення викликає вивчення зв’язку мiж властивостями розв’язкiв ди-
ференцiальних i вiдповiдних їм рiзницевих рiвнянь за умови, що функцiя зернистостi (чи
рiзницевий крок) прямує до нуля.Формально тодi рiвняння на шкалi переходить у звичай-
не диференцiальне рiвняння i питання зв’язку мiж властивостями їхнiх розв’язкiв набуває
важливого значення.

В роботах [8, 9] вивчався зв’язок мiж коливнiстю розв’язкiв лiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь другого порядку i їхнiх дискретних аналогiв, тобто для частинного випадку
ейлерових часових шкал.

У роботi [10] подiбнi й бiльш загальнi результати отримано на довiльних часових шка-
лах. У [11] розглянуто питання зв’язку оптимальних керувань для оптимiзацiйних задач
на часових шкалах i на дiйснiй осi.

Ця робота продовжує дослiдження робiт [9, 12, 13] про зв’язок мiж глобальними обме-
женими розв’язками звичайних i динамiчних диференцiальних рiвнянь i розвиває та уза-
гальнює їхнi результати у кiлькох напрямках.

По-перше, на вiдмiну вiд [9, 12], де розглянуто лише дискретну ейлерову шкалу, ре-
зультати цiєї статтi отримано для загального випадку.

По-друге, на вiдмiну вiд [13] у цiй роботi отримано явну оцiнку малостi функцiї зер-
нистостi (кроку), яка гарантує збереження глобальних обмежених розв’язкiв при переходi
вiд диференцiальних до динамiчних рiвнянь i навпаки.

Статтюпобудовано такимчином.Увступi зроблено огляд лiтературипо темi дослiджен-
ня та дано попередню постановку задачi. У п. 2 наведено основнi необхiднi результати з
теорiї часових шкал, а також надано строгу постановку задачi та деякi допомiжнi твер-
дження. Формулювання та доведення основних результатiв наведено в п. 3. У п. 4 подано
iлюстративний приклад отриманих результатiв.

2. Постановка задачi. Довiльна непорожня замкнута пiдмножина дiйсної осi назива-
ється часовою шкалою \BbbT . Для довiльної пiдмножини дiйсної осi A \subset \BbbR вiдповiдна пiдмно-
жина часової шкали визначається як A\BbbT = A \cap \BbbT .

Для кожної точки t часової шкали \BbbT \lambda визначають [3] три функцiї, що характеризують
шкалу. Оператор стрибка вперед \sigma : \BbbT \rightarrow \BbbT такий, що \sigma (t) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\{ s \in \BbbT | s > t\} ; опера-
тор стрибка назад \rho : \BbbT \rightarrow \BbbT , який визначають як \rho (t) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ s \in \BbbT | s < t\} , i функцiя
зернистостi \mu : \BbbT \rightarrow [0,\infty ) така, що \mu (t) = \sigma (t) - t.

Згiдно з властивостями шкали у точках t \in \BbbT точки шкали подiляють на лiво-щiльнi
(LD), якщо \rho (t) = t ; лiво-розсiянi (LS), якщо \rho (t) < t ; право-щiльнi (RD), якщо \sigma (t) = t ; i
право-розсiянi (RS), якщо \sigma (t) > t. Якщо шкала \BbbT має право-розсiяний максимум M, то
визначено \BbbT k = \BbbT \setminus M ; iнакше покладаємо \BbbT k = \BbbT .

Функцiю f : \BbbT \rightarrow \BbbR d називають \Delta -диференцiйовною при t \in \BbbT k, якщо границя

f\Delta (t) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
s\rightarrow t

f(\sigma (t)) - f(t)

\sigma (t) - t

iснує в \BbbR d. Тодi вiдповiдне значення f\Delta (t) називають \Delta -похiдною у точцi t.
Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь вигляду

dx

dt
= X(t, x), (1)

де x \in D, D — область у просторi \BbbR n, i вiдповiдну їй систему динамiчних рiвнянь

x\Delta \lambda = X(t, x\lambda ), (2)
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де t \in \BbbT \lambda , x\lambda : \BbbT \lambda \rightarrow \BbbR d, i x\Delta \lambda (t) — дельта-похiдна функцiї x\lambda (t) на \BbbT \lambda . Припустимо, що
\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f} \BbbT \lambda =  - \infty , \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\BbbT \lambda = \infty , \lambda \in \Lambda \subset \BbbR , i \lambda = 0 гранична точка множини \Lambda , причому для
всiх \lambda \in \Lambda точка t = 0 належить \BbbT \lambda . Також припустимо, що функцiя X(t, x) неперервно
диференцiйовна та обмежена разом зi своїми частинними похiдними, тобто \exists C > 0 таке,
що

| X(t, x)| +
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\partial X(t, x)

\partial t

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| +
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\partial X(t, x)

\partial x

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \leq C (3)

при t \in \BbbT \lambda , x \in D, де \partial X

\partial x
— вiдповiдна матриця Якобi.

Визначимо, що \mu \lambda := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in \BbbT \lambda 
\mu \lambda (t), де \mu \lambda (t) : \BbbT \lambda \rightarrow [0,\infty ) — функцiя зернистостi.

Причому, якщо \mu \lambda \rightarrow 0 при \lambda \rightarrow 0, то \BbbT \lambda збiгається з неперервною шкалою часу \BbbT 0 =
\BbbR , а система (2) переходить у систему (1). Тому природно сподiватися, що за певних
умов iснування обмеженого на осi розв’язку рiвняння (1) випливає iснування обмеженого
розв’язку у рiвняння (2) на часовiй шкалi \BbbT \lambda .

Для доведення основного результату знадобиться лема про оцiнку близькостi розв’язкiв
задачi Кошi для системи диференцiальних рiвнянь i вiдповiдної системи динамiчних рiв-
нянь на часових шкалах iз однаковими початковими умовами.

Припустимо, що t0 \in \BbbT \lambda , t0 + T \in \BbbT \lambda , x(t) i x\lambda (t) — розв’язки (1) i (2) на [t0, t0 + T ] i
на [t0, t0 + T ]\BbbT \lambda 

вiдповiдно та x(t0) = x0, x\lambda (t0) = x\lambda 0.
Лема 2.1 [13]. Якщо x\lambda i x(t) — розв’язки задачi Кошi для (2) i (1) такi, що x0 = x\lambda 0,

x0 \in D, то виконується нерiвнiсть

| x(t) - x\lambda (t)| \leq \mu (\lambda )K(T ), (4)

де \mu (\lambda ) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [t0,t0+T ]\BbbT \lambda 
\mu \lambda (t) для t \in [t0, t0 + T ]\BbbT \lambda 

, K(T ) = eC(T+1)

\biggl( 
C +

C2T

4

\biggr) 
+ 3C —

стала.
Лема 2.2 [13]. При наведених вище умовах розв’язок системи (2) x\lambda неперервно залежить

вiд початкових даних до моменту виходу його з областi D.
Також визначимо поняття екпоненцiальної стiйкостi розв’язкiв динамiчних рiвнянь на

часових шкалах подiбно до означень екпоненцiальної стiйкостi розв’язкiв диференцiаль-
них рiвнянь [14].

Означення 2.1. Розв’язок x\lambda (t) системи (2), визначений на \BbbT \lambda , будемо називати екс-
поненцiйно стiйким рiвномiрно за t0, якщо iснують \delta > 0, N > 0 i \alpha > 0 такi, що для
будь-якого розв’язку y\lambda (t) системи (2) такого, що

| x\lambda (t0) - y\lambda (t0)| < \delta ,

при t \geq t0 має мiсце нерiвнiсть

| x\lambda (t) - y\lambda (t)| \leq Ne - \alpha (t - t0)| x\lambda (t0) - y\lambda (t0)| ,

де сталi \delta , N i \alpha не залежать вiд t0.
3. Основнi результати.
Теорема 3.1. Нехай виконуються такi умови:
1) Функцiю X(t, x) визначено i вона задовольняє умову (3)та неперервно диференцiйована

при t \in \BbbR , x \in D, де D — область iз простору \BbbR d;
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2) iснує таке \mu 0 > 0, що система (2) має обмежений на \BbbT \lambda 0 , рiвномiрно за t0 експонен-
цiйно стiйкий розв’язок x\lambda 0(t), що лежить у областi D разом iз деяким своїм \rho -околом.

Тодi якщо виконуються нерiвностi

\mu 0

\left( 
   eC(

\mathrm{l}\mathrm{n} 4N
\alpha 

+\mu 0+1)

\left( 
   C +

C2

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n} 4N

\alpha 
+ \mu 0

\biggr) 

4

\right) 
   + 3C

\right) 
   \leq \delta 

8
, (5)

\mu 0

\biggl( 
eC(\mu 0+1)

\biggl( 
C +

C2\mu 0

4

\biggr) 
+ 3C

\biggr) 
\leq \rho 

2
, (6)

3N\delta 

2
< \rho , (7)

\mu 0 \leq 
\rho 

4C
, (8)

де сталi \delta , N i \alpha визначено в означеннi 2.1 i C визначено в умовi (3), то при кожному \mu \lambda 

такому, що \mu \lambda < \mu 0, система (2) має обмежений на \BbbT \lambda розв’язок.
Доведення. З умови 2) наведеної теореми випливає, що система (2) при \mu \lambda = \mu 0 має

експоненцiйно стiйкий обмежений рiвномiрно по t0 розв’язок x\lambda 0 , який лежить у областi
D разом зi своїм \rho -околом. Отже, iснує стала C0 > 0 така, що

| x\lambda 0(t)| \leq C0 (9)

для довiльного t \in \BbbT \lambda 0 .

Нехай на часовiй шкалi \BbbT \lambda 0 з функцiєю зернистостi \mu 0(t), \mu 0 := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in \BbbT \lambda 0
\mu 0(t), t\ast —

найменша точка така, що t\ast \geq \mathrm{l}\mathrm{n} 4N

\alpha 
, тобто t\ast = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

\biggl\{ 
t \in \BbbT \lambda 0

\bigm| \bigm| \bigm| t \geq \mathrm{l}\mathrm{n} 4N

\alpha 

\biggr\} 
. Очевидно, що

t\ast \leq \mathrm{l}\mathrm{n} 4N

\alpha 
+ \mu 0.

Оберемо 0 < \mu \lambda < \mu 0 i зафiксуємо його. Через x\lambda позначимо розв’язки системи (2) на
вiдповiднiй часовiй шкалi \BbbT \lambda .

Розглянемо точки t \in [0, t\ast ]\BbbT \lambda 
. Тодi для кожної t можна вказати таку найменшу точку

t\lambda 0 часової шкали \BbbT \lambda 0 , що

0 \leq t\lambda 0  - t \leq \mu 0. (10)

Нехай x\lambda — розв’язок системи (2) такий, що x\lambda (0) = x\lambda 0(0). Позначимо через x(t)
розв’язок системи (1) iз початковими даними x(0) = x\lambda 0(0).

Покажемо, що його можна продовжити на iнтервал
\bigl[ 
0, t\ast 
\bigr] 
. Дiйсно, з теореми Пiкара

випливає, що цей розв’язок можна продовжити вправо на iнтервал, не менший, нiж \rho 

C
.

Звiдси згiдно з (8) розв’язок x(t) визначено у точцi t = \mu 0 \leq 
\rho 

4C
<

\rho 

C
.

Тодi за лемою 2.1 i умовою (6) у цiй точцi виконується нерiвнiсть

| x(\mu 0) - x\lambda 0(\mu 0(0))| \leq \mu 0

\biggl( 
eC(\mu 0+1)

\biggl( 
C +

C2\mu 0

4

\biggr) 
+ 3C

\biggr) 
\leq \rho 

2
.
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Отже, оскiльки за умовою теореми x\lambda 0 лежить в областi D разом зi своїм \rho -околом, то
значення x(\mu 0) лежить в областi D разом iз \rho 

2
-околом. Тому розв’язок x(t) продовжується

вправо вiд точки \mu 0 на iнтервал не менший, нiж
\rho 

2C
. Таким чином, вiн визначений у точцi

2\mu 0; аналогiчно з попереднiм завдяки лемi 2.1 та умовi (6) виконується нерiвнiсть

| x(2\mu 0) - x\lambda 0(\mu 0(\mu 0(0)))| \leq 
\rho 

2
.

Повторюючи цей процес, переконуємося, що розв’язок x(t) продовжується на весь
iнтервал

\bigl[ 
0, t\ast 
\bigr] 
i лежить в областi D разом iз \rho 

2
-околом.

Покажемо,що розв’язок x\lambda системи (2) визначений при всiх t часової шкали \BbbT \lambda , t \leq t\ast ,
i лежить в областi D. Дiйсно, з теореми про локальне iснування та єдинiсть [3, c. 322]
випливає, що розв’язок можна продовжити на iнтервал, не менший, нiж \rho 

C
. Звiдси згiдно

з (8) i тим, що \mu \lambda < \mu 0, розв’язок x\lambda визначено в t = \mu \lambda (0) <
\rho 

C
.

Тодi за лемою 2.1 та умовою (6) у цiй точцi виконується нерiвнiсть

| x\lambda (\mu \lambda (0)) - x(\mu \lambda )| \leq \mu \lambda 

\biggl( 
eC(\mu \lambda +1)

\biggl( 
C +

C2\mu \lambda 

4

\biggr) 
+ 3C

\biggr) 
\leq \rho 

2
.

Отже, значення x\lambda (\mu \lambda (0)) лежить в областi D разом iз \rho 

2
-околом. Тому розв’язок x\lambda (t)

продовжується вправо вiд точки \mu \lambda (0) на iнтервал не менший, нiж
\rho 

2C
. Таким чином, вiн

визначений у точцi \mu \lambda (\mu \lambda (0)); аналогiчно з попереднiм згiдно з лемою 2.1 та умовою (6)
виконується нерiвнiсть

| x\lambda (\mu \lambda (\mu \lambda (0))) - x(2\mu \lambda )| \leq 
\rho 

2
.

Повторюючи цей процес, переконуємося, що розв’язок x\lambda (t) продовжується на весь
iнтервал

\bigl[ 
0, t\ast 
\bigr] 
\BbbT \lambda 

i лежить в областi D разом iз \rho 

2
-околом.

Розглянемо тепер рiзницю x\lambda (t) - x\lambda 0(t\lambda 0), де для кожної точки t \in 
\bigl[ 
0, t\ast 
\bigr] 
\BbbT \lambda 

значення
t\lambda 0 \in \BbbT \lambda 0 вибрано з умови (10). Тодi матимемо

| x\lambda (t) - x\lambda 0(t\lambda 0)| \leq | x\lambda (t) - x(t)| + | x(t) - x(t\lambda 0)| + | x(t\lambda 0) - x\lambda 0(t\lambda 0)| . (11)

З леми 2.1 та нерiвностi (5) отримаємо, що

| x\lambda (t) - x(t)| \leq \delta 

8
i | x\lambda 0(t\lambda 0) - x(t\lambda 0)| \leq 

\delta 

8
. (12)

Для рiзницi x(t) - x(t\lambda 0) одержимо оцiнку

| x(t) - x(t\lambda 0)| \leq 
t\lambda 0\int 

t

| X(s, x(s))| ds \leq C\mu 0 <
\delta 

8
(13)

згiдно з нерiвностями (5) i (10).
Таким чином, з (11) – (13) випливають нерiвностi

| x\lambda (t) - x\lambda 0(t\lambda 0)| <
3\delta 

8
(14)
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i

| x\lambda (t)| \leq | x\lambda (t) - x\lambda 0(t\lambda 0) + x\lambda 0(t\lambda 0)| \leq 
3\delta 

8
+ | x\lambda 0(t\lambda 0)| \leq 

3\delta 

8
+ C0, (15)

справедливi при всiх t часової шкали \BbbT \lambda таких, що 0 \leq t \leq t\ast , де t\lambda 0 \in \BbbT \lambda 0 вибранi з
умови (10).

Позначимо через t1 найбiльшу точку шкали \BbbT \lambda , що не перевищує t\ast .
Розглянемо тепер iнтервал

\bigl[ 
t\ast , 2t\ast 

\bigr] 
. Дослiдимо поведiнку розв’язку x\lambda при t \in \BbbT \lambda 

таких, що t1 \leq t \leq 2t\ast .
Для цього розглянемо два розв’язки x(t) i y(t) системи (1) i розв’язок y\lambda 0 системи (2)

на часовiй шкалi \BbbT \lambda 0 . Причому початковi умови x\lambda , x, y i y\lambda 0 такi, що

x(t1) = x\lambda (t1) = y(t\ast ) = y\lambda 0(t
\ast ). (16)

Покажемо, що цi розв’язки визначенi на вiдрiзку
\bigl[ 
t\ast , 2t\ast 

\bigr] 
. Зазначимо, що згiдно з (14) з

урахуванням (16) маємо

| y\lambda 0(t
\ast ) - x\lambda 0(t

\ast )| < 3\delta 

8
, | x(t1) - x\lambda 0(t

\ast )| < 3\delta 

8
, | y(t\ast ) - x\lambda 0(t

\ast )| < 3\delta 

8
. (17)

Тодi для розв’язку динамiчного рiвняння y\lambda 0(t\lambda 0) з урахувуанням умови 2 теореми 3.1 та
першої з нерiвностей (17) отримаємо

| y\lambda 0(t\lambda 0) - x\lambda 0(t\lambda 0)| \leq N
3\delta 

8
<

\rho 

4
при t\lambda 0 \geq t\ast .

Отже, y\lambda 0 визначений для всiх t\lambda 0 \geq t\ast i лежить в областi D разом зi своїм \rho 

4
-околом.

Розглянемо тепер розв’язок y(t) рiвняння (1) такий, що

y(t\ast ) = x\lambda (t1).

З третьої нерiвностi (17) i (7) випливає,що значення y(t\ast ) лежить в областi D принаймнi
зi своїм \rho 

4
-околом.

Таким чином, розв’язок y(t) можна продовжити вправо на iнтервал довжини не меншої,
нiж \rho 

4C
, що згiдно з нерiвнiстю (8) означає його продовжуванiсть вправо на крок \mu 0.

Тодi за лемою 2.1 у цiй точцi виконується нерiвнiсть

| y(t\ast + \mu 0) - y\lambda 0(t
\ast + \mu 0(t

\ast ))| \leq \rho 

2
.

Отже, значення y
\bigl( 
t\ast + \mu 0

\bigr) 
належить областi D разом зi своїм \rho 

2
-околом. Далi, мiркуючи

подiбним чином, можна переконатися, що y(t) продовжується на весь iнтервал
\bigl[ 
t\ast , 2t\ast 

\bigr] 
.

Нарештi розглянемо розв’язок x(t) системи (1) такий,що x(t1) = x\lambda (t1). Очевидно, вiн
продовжується до точки t\ast . Маємо

x(t\ast ) = x(t1) +

t\ast \int 

t1

X(s, x(s)) ds,
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звiдки з урахуванням (7)

| x(t\ast ) - x\lambda 0(t
\ast )| \leq | x(t1) - x\lambda 0(t

\ast )| + C\mu 0 \leq 
3\delta 

8
+ C\mu 0 \leq 

\delta 

2
\leq \rho 

3N
\leq \rho 

3
. (18)

Отже, x(t\ast ) лежить в областi D iз щонайменше своїм \rho 

3
-околом i продовжується ще на

крок \mu 0.
Розглянемо z\lambda 0 — розв’язок системи (2) на часовiй шкалi \BbbT \lambda 0 , що визначена функцiєю

зернистостi \mu 0, з початковими даними z\lambda 0(t
\ast ) = x(t\ast ).

Згiдно з експоненцiальною стiйкiстю, враховуючи (18) i (7), маємо

| z\lambda 0(t\lambda 0) - x\lambda 0(t\lambda 0)| \leq 
N\delta 

2
<

\rho 

3
при t\lambda 0 \geq t\ast .

Вiдповiдно z\lambda 0 лежить в областi D разом зi своїм 2\rho 

3
-околом.

З леми 2.1 та умови (5) у точцi t\ast + \mu 0 одержуємо

| x(t\ast + \mu 0) - z\lambda 0(t
\ast + \mu 0(t

\ast ))| \leq \delta 

8
\leq \rho 

12
. (19)

Таким чином, x(t\ast + \mu 0) належить областi D разом зi своїм 7\rho 

12
-околом. Отже, врахо-

вуючи (20), будемо мати, що x(t) продовжується на iнтервал
\bigl[ 
t\ast , 2t\ast 

\bigr] 
i лежить на ньому

разом зi своїм 7\rho 

12
-околом.

Покажемо, що розв’язок x\lambda системи (2) визначений при всiх t часової шкали \BbbT \lambda ,
t \leq 2t\ast , з початковими умовами (16) i лежить в областi D.

Розглянемо z — розв’язок системи (1) з початковими даними z(t1) = x(t1).
Згiдно з експоненцiальною стiйкiстю, враховуючи (18) i (7), отримуємо

| z(t\lambda 0) - x(t\lambda 0)| \leq 
N\delta 

2
<

\rho 

3
при t\lambda 0 \geq t\ast .

Вiдповiдно z\lambda 0 лежить в областi D разом зi своїм 2\rho 

3
-околом. З леми 2.1 та умови (5) у

точцi t\ast + \mu 0 маємо

| x(t\ast + \mu 0) - z\lambda 0(t
\ast + \mu 0(t

\ast ))| \leq \delta 

8
\leq \rho 

12
. (20)

Таким чином, x
\bigl( 
t\ast +\mu 0

\bigr) 
належить областi D разом зi своїм 7\rho 

12
-околом.Отже, врахову-

ючи (20), одержуємо, що x(t) продовжується на iнтервал
\bigl[ 
t\ast , 2t\ast 

\bigr] 
i лежить на ньому разом

зi своїм 7\rho 

12
-околом.

Тодi з нерiвностей (4) i (5) випливає, що розв’язок x\lambda визначений при всiх t часової
шкали \BbbT \lambda , t \leq 2t\ast i лежить в областi D.

Далi, для заданого значення t такого, що t1 \leq t \leq 2t\ast , пiдберемо таке t\lambda 0 , щоб ви-
конувалася нерiвнiсть (10). Оцiнимо рiзницю мiж x\lambda (t) i x\lambda 0(t\lambda 0) для кожного такого t.
Маємо

| x\lambda (t) - x\lambda 0(t\lambda 0)| \leq | y\lambda 0(t\lambda 0) - x\lambda 0(t\lambda 0)| + | x\lambda (t) - y\lambda 0(t\lambda 0)| . (21)
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Iз експоненцiальної стiйкостi розв’язку x\lambda 0 випливає, що

| y\lambda 0(t\lambda 0) - x\lambda 0(t\lambda 0)| \leq 
3N\delta 

8
\leq \rho 

4
(22)

при t\lambda 0 \in 
\bigl[ 
\sigma \lambda 0(t

\ast ), \rho \lambda 0

\bigl( 
2t\ast 
\bigr) \bigr] 

\BbbT \lambda 0

, а при t\lambda 0 = 2t\ast 

| y\lambda 0(2t
\ast ) - x\lambda 0(2t

\ast )| < \delta 

4
. (23)

Оцiнимо другий доданок (21):

| x\lambda (t) - y\lambda 0(t\lambda 0)| \leq | x\lambda (t) - x(t)| + | x(t) - x(t\lambda 0)| + | x(t\lambda 0) - y\lambda 0(t\lambda 0)| 

\leq \delta 

8
+

\delta 

8
+ | x(t) - y\lambda 0(t\lambda 0)| . (24)

Тепер оцiнимо останнiй доданок рiвностi (24).Маємо

| x(t) - y(t\lambda 0)| \leq | x(t) - x(t\lambda 0)| + | x(t\lambda 0) - y(t\lambda 0)| . (25)

Але

| x(t) - x(t\lambda 0)| =
t\lambda 0\int 

t

X(s, x(s)) ds \leq C\mu 0 <
\delta 

8
(26)

Залишається оцiнити другий доданок у (25). З рiвностей

y(t\lambda 0) = y(t\ast ) +

t\lambda 0\int 

t\ast 

X(s, y(s)) ds,

i

x(t\lambda 0) = x(t\ast ) +

t\lambda 0\int 

t\ast 

X(s, x(s)) ds,

отримуємо

| x(t\lambda 0) - y(t\lambda 0)| \leq | x(t\ast ) - y(t\ast )| +
t\lambda 0\int 

t\ast 

C| X(s) - Y (s))| ds.

Звiдси за нерiвнiстю Гронуолла одержуємо

| x(t\lambda 0) - y(t\lambda 0)| \leq | x(t\ast ) - y(t\ast )| eC| t\lambda 0 - t\ast | .

З iншого боку, згiдно з рiвнiстю x(t\ast ) = x(t1) +

\int t\ast 

t1

X(s, x(s)) ds i (15) маємо, що | x(t\ast ) - 
y(t\ast )| = | x(t\ast ) - x(t1)| \leq C\mu 0. Тому

| y(t\lambda 0) - x(t\lambda 0)| \leq C\mu 0e
Ct\ast \leq \delta 

8
. (27)
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Вiдповiдно з (25), (26) та (27) випливає

| x(t) - x(t\lambda 0)| \leq 
\delta 

4
.

Тодi з (24) отримуємо

| x\lambda (t) - y\lambda 0(t\lambda 0)| \leq 
\delta 

2
. (28)

Таким чином, маємо

| x\lambda (t)| \leq | x\lambda (t) - y\lambda 0(t\lambda 0)| + | y\lambda 0(t\lambda 0)| \leq 
\delta 

2
+ | y\lambda 0(t\lambda 0)| .

Але згiдно з (22) i (9)

| y\lambda 0(t\lambda 0)| \leq | x\lambda 0(t\lambda 0) - y\lambda 0(t\lambda 0)| + | x\lambda 0(t\lambda 0)| \leq 
3\delta 

8
+ C0,

звiдки випливає нерiвнiсть

| x\lambda (t)| \leq 
\delta 

2
+

3\delta 

8
+ C0, (29)

яка виконується для всiх t таких, що t1 \leq t \leq 2t\ast .
Позначимо через t2 найбiльшу точку часової шкали \BbbT \lambda , що не перевищує 2t\ast .
Тодi з нерiвностей (21), (23) i (28) отримуємо

| x\lambda (t2) - x\lambda 0(2t
\ast )| \leq \delta 

4
+

\delta 

2
=

3\delta 

4
.

Таким чином, розв’язок x\lambda задовольняє нерiвнiсть (29) при всiх t часової шкали \BbbT \lambda 

таких, що t1 \leq t \leq t2, а у точцi t2 попадає в 3\delta 

4
-окiл точки x\lambda 0

\bigl( 
2t\ast 
\bigr) 
.

Аналогiчнимимiркуваннямидля таких t одержимонерiвнiсть t2 \leq t \leq 3t\ast . Урезультатi
отримаємо

| x\lambda (t)| \leq 
\delta 

2
+

3N\delta 

2
+ C0.

Якщо позначити через t3 найбiльшу точку часової шкали \BbbT \lambda , що не перевищує 3t\ast , то
маємо

\bigm| \bigm| x\lambda (t3) - x\lambda 0

\bigl( 
3t\ast 
\bigr) \bigm| \bigm| < 3\delta 

4
.

Таким чином, продовжуючи далi, отримаємо, що розв’язок x\lambda (t) визначений для всiх
невiд’ємних t i обмежений на додатнiй пiвосi часової шкали \BbbT \lambda .

Тепер побудуємо розв’язок рiвняння (2), обмежений на всiй осi часової шкали \BbbT \lambda .
Нехай x\lambda (t, t

\ast ) — такий розв’язок динамiчного рiвняння (2),що починається у точцi t\ast 
часової шкали \BbbT \lambda , t \geq t\ast , причому x\lambda 

\bigl( 
t\ast , t\ast 

\bigr) 
= x\lambda (t

\ast ). Для кожної t\ast виберемо найменшу
невiд’ємну точку \~t\lambda 0 часової шкали \BbbT \lambda 0 таку, що

t\ast \leq \~t\lambda 0 \leq t\ast + \mu 0.

Тепер розглянемо розв’язок x\lambda (t, t
\ast ) такий, що

\bigm| \bigm| x\lambda (t\ast , t\ast ) - x\lambda 0

\bigl( 
\~t\lambda 0

\bigr) \bigm| \bigm| \leq 3\delta 

4
,

де x\lambda 0 — обмежений розв’язок рiвняння (2) на часовiй шкалi \BbbT \lambda 0 з функцiєю зернистостi
\mu \lambda = \mu 0, що фiгурує в умовах теореми.

Iз доведеного вище випливає,що всi подiбнi розв’язки x\lambda (t, t
\ast ) мають такi властивостi:
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1\circ ) x\lambda (t, t
\ast ) визначенi при t \geq t\ast ;

2\circ ) при t \geq t\ast задовольняють нерiвнiсть

| x\lambda (t, t\ast )| \leq 
\delta 

2
+

3N\delta 

4
+ C0;

3\circ )
\bigm| \bigm| x\lambda (t1, t\ast ) - x\lambda 0

\bigl( 
\~t\lambda 0 + t\ast 

\bigr) \bigm| \bigm| \leq 3\delta 

4
, (30)

де t1 — найбiльше t таке, що (t1 + t\ast ) \leq \~t\lambda 0 + t\ast , а t\ast вибране з умови

t\ast \geq \mathrm{l}\mathrm{n} 4N

\alpha 
.

Розiб’ємо лiву пiввiсь часової шкали \BbbT \lambda на iнтервали вигляду
\bigl[ 
 - nt\ast , - (n+ 1)t\ast 

\bigr] 
\BbbT \lambda 
, де

n \rightarrow  - \infty . Для кожної точки  - nt\ast оберемо найбiльше tn часової шкали \BbbT \lambda таке, що

tn \leq  - nt\ast \leq tn + \mu 0.

Точку t0 обираємо аналогiчним чином.
Тепер розглянемо множину розв’язкiв x\lambda (t, tn) рiвняння (2), початковi умови яких

задовольняють нерiвнiсть
\bigm| \bigm| x\lambda (tn, tn) - x\lambda 0( - nt\ast )

\bigm| \bigm| \leq 3\delta 

4
.

Очевидно, що цi розв’язки задовольняють умови 1\circ ) – 3\circ ).
Нехай Sn — множина значень цих розв’язкiв у точцi t1. За своєю побудовою кож-

на множина Sn є образом кулi радiуса 3\delta 

4
з центром у точцi x\lambda 0

\bigl( 
 - nt\ast 

\bigr) 
, породженим

вiдображенням x\lambda (tn, tn). Згiдно з лемою (2.2) кожна з множин Sn — компакт. Отже,
множини задовольняють умови:

1) Sn \not = \varnothing для довiльного n \in \BbbN ;
2) Sn замкнена для довiльного n \in \BbbN ;
3) Sn \subset Sn - 1 за побудовою Sn i згiдно з умовами 1\circ ) – 3\circ ).
Визначимо z =

\bigcap 
n Sn i розглянемо розв’язок x\lambda (t, t1) рiвняння (2) з початковоюумовою

x\lambda (t1, t1) = z. За побудовою цей розв’язок можна продовжити влiво до точок tn, у яких вiн
належить 3\delta 

4
-околу значення x\lambda 0(tn) для кожного натурального n.

Останнє означає, що цей розв’язок визначений при всiх t, що задовольняють нерiв-
нiсть (30). Отже, вiн обмежений. Це доводить, що система (2) має обмежений розв’язок,
визначений на \BbbT \lambda .

Вiдзначимо, що наведенi вище мiркування для системи (2) з початковими даними у
точцi t0 = 0 можна провести для цiєї системи з початковими даними у будь-якiйфiксованiй
точцi t0. При цьому всi отриманi оцiнки не залежатимуть вiд t0, що випливає з умови 2)
цiєї теореми i рiвномiрної по t0 оцiнки (4).

Отже,провiвшитакiмiркування для кожного t0 \in [0, \mu \lambda ], можнапобудувати розв’язок (2),
обмежений на \BbbT \lambda .

Розглянемо тепер умови iснування обмеженого на \BbbT \lambda розв’язку системи (2) при наяв-
ностi такого розв’язку у вiдповiдної системи (1).

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2023, т. 26, № 2



284 ВIКТОРIЯ ЦАНЬ, ЮРIЙ ПЕРЕСТЮК, ВIКТОРIЯ МОГИЛЬОВА

Теорема 3.2. Нехай виконуються такi умови:
1) функцiя X(t, x) визначена та неперервно диференцiйовна при t \in \BbbR , x \in D, де D —

область у \BbbR d, та задовольняє умову (3);
2) система (1)має обмежений на \BbbR , рiвномiрно по t0 \in \BbbR експоненцiйно стiйкий розв’язок

x(t), який лежить у D разом iз деяким \rho -околом, тобто iснують \delta > 0, N > 0 i \alpha > 0
незалежнi вiд t0 такi, що для будь-якого розв’язку y(t) системи (1) такого, що

| x(t0) - y(t0)| < \delta , (31)

при t \geq t0 виконується нерiвнiсть

| x(t) - y(t)| \leq Ne - \alpha (t - t0)| x(t0) - y(t0)| .

Тодi, якщо виконуються нерiвностi

\mu 0

\left( 
   eC(

\mathrm{l}\mathrm{n} 4N
\alpha 

+\mu 0+1)

\left( 
   C +

C2

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n} 4N

\alpha 
+ \mu 0

\biggr) 

4

\right) 
   + 3C

\right) 
   \leq \delta 

8
, (32)

\mu 0

\biggl( 
eC(\mu 0+1)

\biggl( 
C +

C2\mu 0

4

\biggr) 
+ 3C

\biggr) 
\leq \rho 

2
, (33)

3N\delta 

2
< \rho ,

\mu 0 \leq 
\rho 

4C
, (34)

де C визначено в умовi (3), то при кожному \mu \lambda такому, що \mu \lambda < \mu 0, система (2) має
обмежений на \BbbT \lambda розв’язок x\lambda (t). При цьому справедливе спiввiдношення

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in \BbbT \lambda 

| x\lambda (t) - x(t)| \rightarrow 0, \mu \lambda \rightarrow 0. (35)

Доведення. З умови 2) цiєї теореми випливає, що система (1) має експоненцiйно стiй-
кий обмежений рiвномiрно по t0 розв’язок x, який лежить в областi D разом зi своїм
\rho -околом. Отже, iснує стала C1 > 0

| x(t)| \leq C1 (36)

для довiльного t \in \BbbR .
Оберемо 0 < \mu \lambda < \mu 0 i зафiксуємо його. Через x\lambda позначимо розв’язок системи (2) на

вiдповiднiй часовiй шкалi \BbbT \lambda такий, що x\lambda (0) = x(0).

Нехай точка t\ast така, що t\ast =
\mathrm{l}\mathrm{n} 4N

\alpha 
. Позначимо через t1 найменшу точку шкали \BbbT \lambda ,

що бiльшае за t\ast . Тодi t1 <
\mathrm{l}\mathrm{n} 4N

\alpha 
+ \mu \lambda .

Покажемо,щорозв’язок x\lambda системи (2)можна продовжити на iнтервал [0, t1]\BbbT \lambda 
. Дiйсно,

з теореми про локальне iснування та єдинiсть [3, c. 322] випливає, що розв’язок можна
продовжити на iнтервал, не менший за \rho 

C
.
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Таким чином, згiдно з (34) i тим, що \mu \lambda < \mu 0, розв’язок x\lambda (t) визначено в t = \mu \lambda (0) <
\rho 

4C
. Тодi з леми 2.1 та умови (33)

| x\lambda (\mu \lambda (0)) - x(\mu \lambda )| \leq \mu \lambda 

\biggl( 
eC(\mu \lambda +1)

\biggl( 
C +

C2\mu \lambda 

4

\biggr) 
+ 3C

\biggr) 
\leq \rho 

2
.

Отже, оскiльки за умовою теореми x лежить в областi D разом зi своїм \rho -околом, то
значення x\lambda (\mu \lambda (0)) лежить в областi D разом iз \rho 

2
-околом. Тому розв’язок x\lambda (t) продовжу-

ється вправо вiд точки \mu \lambda (0) на iнтервал не менший, нiж
\rho 

2C
. Таким чином, вiн визначений

у точцi \mu \lambda (\mu \lambda (0)); аналогiчно з попереднiм згiдно з лемою 2.1 та умовою (33) виконується
нерiвнiсть

| x\lambda (\mu \lambda (\mu \lambda (0))) - x(2\mu \lambda )| \leq 
\rho 

2
.

Повторюючи цей процес, переконуємося, що розв’язок x\lambda (t) продовжується на весь
iнтервал [0, t1]\BbbT \lambda 

i лежить в областi D разом iз \rho 

2
-околом.

Тепер розглянемо рiзницю x\lambda (t\lambda )  - x(t), де для кожної точки t\lambda iнтервалу [0, t1]\BbbT \lambda 

виконується нерiвнiсть

0 < t\lambda  - t < \mu \lambda . (37)

Тодi матимемо

| x\lambda (t\lambda ) - x(t)| \leq | x\lambda (t\lambda ) - x(t\lambda )| + | x(t\lambda ) - x(t)| . (38)

Оскiльки t1 <
\mathrm{l}\mathrm{n} 4N

\alpha 
+ \mu \lambda i \mu \lambda < \mu 0, згiдно з (32) i лемою 2.1 виконується

| x\lambda (t\lambda ) - x(t\lambda )| \leq \mu \lambda 

\biggl( 
eC(t\ast +1)

\biggl( 
C +

C2t\ast 

4

\biggr) 
+ 3C

\biggr) 

< \mu 0

\left( 
   e

C( \mathrm{l}\mathrm{n} 4N
\alpha 

+\mu 0+1)

\left( 
   C +

C2

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n} 4N

\alpha 
+ \mu 0

\biggr) 

4

\right) 
   + 3C

\right) 
   \leq \delta 

8
при t \in [0, t1]\BbbT \lambda 

.

(39)

Для рiзницi x(t\lambda ) - x(t) завдяки умовi (37) маємо оцiнку

| x(t\lambda ) - x(t)| \leq 
t\lambda \int 

t

| X(s, x(s))| ds \leq C1\mu \lambda <
\delta 

8
. (40)

Отже, з (38) – (40) одержуємо нерiвностi

| x\lambda (t\lambda ) - x(t)| \leq \delta 

8
+

\delta 

8
\leq \delta 

4
(41)
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i

| x\lambda (t\lambda )| \leq | x\lambda (t\lambda ) - x(t) + x(t)| \leq \delta 

4
+ | x(t)| \leq \delta 

4
+ C1,

справедливi при всiх t на iнтервалi [0, t1]\BbbT \lambda 
.

Розглянемо iнтервал
\bigl[ 
t1, t1 + t\ast 

\bigr] 
. Позначимо через t2 найменшу точку шкали \BbbT \lambda , що

бiльше за t1 + t\ast . Тодi t2 <
\mathrm{l}\mathrm{n} 4N

\alpha 
+ \mu \lambda . Дослiдимо поведiнку розв’язку x\lambda при t\lambda з часової

шкали \BbbT \lambda таких, що t1 \leq t\lambda \leq t2.
Розглянемо z — розв’язок (1) з початковими даними z(t1) = x\lambda (t1). Тодi з (41) маємо

| z(t1) - x(t\ast )| < \delta 

4
. (42)

Оцiнимо рiзницю мiж x(t) та x\lambda (t\lambda ) :

| x\lambda (t\lambda ) - x(t)| \leq | x\lambda (t\lambda ) - x(t\lambda )| + | x(t\lambda ) - x(t)| . (43)

Проведемо оцiнку першого доданка

| x\lambda (t\lambda ) - x(t\lambda )| \leq | x\lambda (t\lambda ) - z(t\lambda )| + | z(t\lambda ) - x(t\lambda )| . (44)

З леми 2.1 з урахуванням (32) отримаємо

| x\lambda (t\lambda ) - z(t\lambda )| \leq 
\delta 

8
при t\lambda \in [t1, t2]\BbbT \lambda 

.

Проведемо оцiнку другого доданка нерiвностi (44). Для цього оцiнимо значення рiзницi
z(t1) i x(t1) з урахуванням нерiвностей (42), (40). Тодi маємо

| z(t1) - x(t1)| \leq | z(t1) - x(t\ast )| + | x(t\ast ) - x(t1)| \leq 
3\delta 

8
.

Далi з експоненцiальної стiйкостi випливає

| x(t) - z(t)| \leq 3N\delta 

8

при t1 \leq t < t2, а при t = t2

| x(t2) - z(t2)| <
\delta 

4
. (45)

Таким чином, з нерiвностi (44) маємо

| x\lambda (t\lambda ) - x(t\lambda )| \leq 
\delta 

8
+

3N\delta 

8
. (46)

Для рiзницi x(t\lambda ) - x(t) зважаючи на умову (37) маємо оцiнку

| x(t\lambda ) - x(t)| \leq 
t\lambda \int 

t

| X(s, x(s))| ds \leq C1\mu \lambda <
\delta 

8
. (47)
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З (46) i (47) згiдно (43) маємо

| x\lambda (t\lambda ) - x(t)| \leq \delta 

4
+

3N\delta 

8
,

звiдки та з (36) одержуємо

| x\lambda | \leq | x\lambda  - x(t)| + | x(t)| \leq \delta 

4
+

3N\delta 

8
+ C1 (48)

для всiх t таких, що t1 \leq t \leq t2.

Тодi з нерiвностей (44) i (45), (47) отримуємо

| x\lambda (t2) - x(t1 + t\ast )| \leq \delta 

4
+

\delta 

4
\leq \delta 

2
.

Отже, розв’язок x\lambda задовольняє нерiвнiсть (48) при всiх t часової шкали \BbbT \lambda , а при t2

потрапляє в \delta 

2
-окiл точки x

\bigl( 
t1 + t\ast 

\bigr) 
.

Мiркуючи аналогiчно, позначимо через t3 найменшу точку шкали \BbbT \lambda , що бiльше за
t2 + t\ast . Тодi для таких t, що

t2 \leq t \leq t3,

в результатi одержуємо

| x\lambda (t)| \leq 
\delta 

4
+

3N\delta 

8
+ C1

i
| x\lambda (t3) - x(t2 + t\ast )| \leq \delta 

2
.

Таким чином, продовжуючи далi, отримаємо, що розв’язок x\lambda (t) визначений для всiх
невiд’ємних t i обмежений на додатнiй пiвосi \BbbT \lambda .

Доведення iснування обмеженого на всiй \BbbT \lambda розв’язку z\lambda системи (2) з початковими
даними у точцi t0 = 0 проводиться так само, як в теоремi (3.1).

Для кожного розв’язку z\lambda справедлива оцiнка

| z\lambda (t) - x(t)| \leq \varepsilon при t \in \BbbT \lambda . (49)

Тепер оберемо 0 < \varepsilon \leq \rho 

4
i \delta = \delta (\varepsilon ) < \varepsilon з умови (31). Тодi для всiх \mu \lambda таких, що задоволь-

няють нерiвнiсть (32), буде виконуватися нерiвнiсть (49), з якої випливає оцiнка (35), де
супремум взято по t \in \BbbT \lambda .

Аналогiчно до теореми (3.1), всi мiркування для системи (2) з початковими даними у
точцi t0 = 0 можна застосувати й для довiльного фiксованого t0. При цьому всi оцiнки не
залежатимуть вiд t0. Це випливає з умови 2) теореми 3.2 i рiвномiрностi за t0 оцiнки (4).

Провiвши для кожного t0 \in [0, \mu \lambda ] поданi вище мiркування, завершимо доведення
теореми.

Теорема 3.3. Нехай виконуються такi умови:
1) функцiя X(t, x) задовольняє умови 1) теореми 3.1;
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2) iснує \mu 0 > 0 таке, що система (2) з початковими даними у точцi t0 = 0 має обмеже-
ний на \BbbT \lambda 0 , рiвномiрно за t0 експоненцiально стiйкий розв’язок, який лежить в областi D
разом iз деяким своїм \rho -околом.

Тодi, якщо виконуються нерiвностi (5) – (8),то система (1)має обмежений на \BbbR розв’язок.
Доведення. Доведення цiєї теореми засноване на мiркуваннях, поданих у доведеннi

теореми 3.1.
Розглянемо основнi моменти.
Нехай x\lambda 0 — експоненцiйно стiйкий розв’язок (2) з початковими даними у точцi t0 = 0

на часовiй шкалi \BbbT \lambda 0 , який визначений i обмежений на нiй. За означенням 2.1 i лемою 2.1,
подiбно до доведення теореми 3.1, покажемо, що всi розв’язки системи (1), що почина-
ються у точцi nt\ast , де n \in \BbbZ iз \delta 

2
-околу x\lambda 0

\bigl( 
nt\ast 
\bigr) 
лежать у D при t \in 

\bigl[ 
nt\ast , (n+1)t\ast 

\bigr] 
. Бiльш

того, вони належать \delta 

2
-околу x\lambda 0

\bigl( 
(n+1)t\ast 

\bigr) 
. Це означає,що x(t) продовжується на пiввiсь

\bigl[ 
nt\ast ,+\infty 

\bigr) 
. Крiм цього, iз зображення

x(t) = x
\bigl( 
nt\ast 
\bigr) 
+

t\int 

nt\ast 

X(s, x(s)) ds

отримаємо рiвномiрну оцiнку

| x(t)| \leq C0 +
\delta 

2
+ Ct\ast 

для t \in 
\bigl[ 
ntk0,(n+1), t

\ast \bigr] , де C0 визначено в (9).
Тепер розiб’ємо лiву пiввiсь точками вигляду  - mt\ast , m \in \BbbN . Позначимо через Sn

множину значень розв’язкiв (1), що починаються у точцi t =  - mt\ast iз \delta 

2
-околу x\lambda 0 при

t = 0. Аналогiчно до теореми 3.1 можна показати, що
\bigcap 

n\in \BbbN Sn \not = \varnothing . Тодi розв’язок x(t)
системи (1) такий,що x(0) = z0, де z0 \in 

\bigcap 
n\in \BbbN Sn є обмеженим розв’язком (1), визначеним

на \BbbR .
Теорему 3.3 доведено.
Наведемо приклад, який iлюструє застосування теореми 3.3.
4. Приклад. Розглянемо у ролi (1) систему диференцiальних рiвнянь

\left\{ 
   
   

dx

dt
=  - x+ arctg(x+ y),

dy

dt
=  - y +

1

1 + x2 + y2
.

(50)

Функцiї
f1(t, x, y) = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}(x+ y) i f2(t, x, y) =

1

1 + x2 + y2

визначенi на \BbbR 3, належать класу C1
\bigl( 
\BbbR 3
\bigr) 
i обмеженi там разом зi своїми частинними

похiдними деякою сталою C > 0.

Ця система має обмежений на \BbbR , рiвномiрно по t0 експоненцiально стiйкий розв’язок.
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Рис. 1. Графiк розв’язкiв x системи (50) з початко-
вими даними (51).

Рис. 2. Графiк розв’язкiв y системи (50) з початко-
вими даними (51).

Побудуємо (див. рис. 1, 2) розв’язки системи (1) з початковими даними
\left\{ 
  
  

xn(0) = ( - 1)n
n

10
,

yn(0) = ( - 1)n
n

10
.

(51)

Тепер розглянемо розв’язок вiдповiдної системи динамiчних рiвнянь:
\left\{ 
  
  

x\Delta \lambda (t) =  - x\lambda (t) + \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}(x\lambda (t) + y\lambda (t)),

y\Delta \lambda (t) =  - y\lambda (t) +
1

1 + x2\lambda (t) + y2\lambda (t)

(52)

на множинi часових шкал \BbbT \lambda = h\BbbZ . Зауважимо, що функцiя зернистостi цiєї шкали є
сталою i \mu \lambda = h.

Тодi система (52) набуває вигляду
\left\{ 
   
   

xhk+1 = xhk  - hxhk + h \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}
\bigl( 
xhk + yhk

\bigr) 
,

yhk+1 = yhk  - hyhk +
h

1 +
\bigl( 
xhk
\bigr) 2

+
\bigl( 
yhk
\bigr) 2 ,

(53)

де h > 0 крок рiзницевого рiвняння на [0, 10], kh = tk \in \BbbT \lambda = h\BbbZ , xhk = x\lambda (tk).
Розглянемо розв’язки системи (53) для 100 рiзних пар

\bigl( 
xhk,n(t0), y

h
k,n(t0)

\bigr) 
початкових

даних у точцi t0 = 0, що визначаються таким чином:
\left\{ 
  
  

xh0,n = xn(0) = ( - 1)n
n

10
,

yh0,n = yn(0) = ( - 1)n
n

10
,

(54)

де n = 1, . . . , 100, та побудуємо розв’язки xhk,n(t) i yhk,n(t) системи (53) з початковими
даними (54) на промiжку [0, 100]. На графiках видiлено розв’язок iз початковими даними\bigl( 
xh0,n, y

h
0,n

\bigr) 
= (0, 0).
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Рис. 3. Графiк розв’язкiв xh
k,n при h =

100

49
з почат-

ковими даними (54).
Рис. 4. Графiк розв’язкiв yh

k,n при h =
100

49
з почат-

ковими даними (54).

Рис. 5. Графiк розв’язкiв xh
k,n при h = 2 з початко-

вими даними (54).
Рис. 6. Графiк розв’язкiв yh

k,n при h = 2 з початкови-
ми даними (54).

Рис. 7. Графiк розв’язкiв xh
k,n при h =

100

51
з почат-

ковими даними (54).
Рис. 8. Графiк розв’язкiв yh

k,n при h =
100

51
з почат-

ковими даними (54).
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При величинi кроку h > 2 розв’язки системи рiзницевих рiвнянь (53) необмеженi,
проте при малих значеннях функцiї зернистостi (кроку) вони стають обмеженими (див.
рис. 3 – 8).

При h \leq 0,1 розглядатимемо розв’язки на iнтервалi [0; 10] як на рис. 9, 10.
Крiм того, що розв’язки розглянутих систем обмеженi, розглянувши модуль рiзницi

розв’язкiв системи диференцiальних рiвнянь (50) i вiдповiдних розв’язкiв системи рiз-
ницевих рiвнянь (53), неважко показати, що зi зменшенням функцiї зернистостi (кро-
ку) рiзниця мiж вiдповiдними розв’язками систем (50) i (53) також зменшується (див.
рис. 11 – 14).

Найбiльшi значення рiзницi наведено в табл. 1.
Отже, при h \rightarrow 0 розв’язки системи рiвнянь (53) на часовiй шкалi \BbbT \lambda = h\BbbZ збiгаються

до вiдповiдних розв’язкiв системи диференцiальних рiвнянь (1).

Рис. 9. Графiк розв’язкiв xh
k,n при h = 0,1

з початковими даними (54).
Рис. 10. Графiк розв’язкiв yh

k,n при h = 0,1
з початковими даними (54).

Рис. 11. Графiк | xn  - xh
k,n| при h = 0,1 з

початковими даними (54).
Рис. 12. Графiк | yn  - yh

k,n| при h = 0,1 з
початковими даними (54).
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Рис. 13. Графiк | xn  - xh
k,n| при h = 0,001 з початко-

вими даними (54).
Рис. 14. Графiк | yn  - yh

k,n| при h = 0,001 з початко-
вими даними (54).

Таблиця 1.Максимальнi значення рiзницi розв’язкiв системи рiзницевих рiвнянь (53)
i вiдповiдних розв’язкiв системи диференцiальних рiвнянь (50) iз початковими даними (54)

h
\bigm| \bigm| xn  - xhk,n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| yn  - yhk,n
\bigm| \bigm| 

0,1 0,432205 0,509552
0,01 0,032116 0,037537
0,001 0,004023 0,004742

Виконано у рамках Держбюджетної теми НДР № 210BF38-01.
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