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We investigate the weakly nonlinear boundary-value problem for a system of nonlinear ordinary differenti-
al equations with discontinuous right-hand side and periodic boundary conditions. A modified iterative
scheme is proposed for constructing approximate solutions of this problem. In contrast to our previous
results, this scheme is based on a refined expansion of the right-hand side of the differential equation
under consideration and a new choice of the initial approximation. The proposed iterative procedure is
applied to a mathematical model of non-isothermal chemical reaction with periodic switching of control
functions. In the considered example, the convergence of our iterative scheme to the required solution is
illustrated by analysis of discrepancies in the boundary-value problem. We compute estimates of the range
of a small parameter for which the operator used for the construction of required solutions is contractive.
The simulation results confirm that the proposed computational scheme guarantees the better accuracy in
comparison to the simple iteration method.

Розглянуто слабку нелiнiйну крайову задачу для системи нелiнiйних звичайних диференцiальних
рiвнянь iз розривною правою частиною за перiодичних крайових умов. Для побудови наближених
розв’язкiв цiєї задачi запропоновано модифiковану iтерацiйну схему. На вiдмiну вiд попереднiх
результатiв ця схема ґрунтується на уточненому розкладi правої частини розглянутого диференцi-
ального рiвняння та новому виборi початкового наближення. Запропоновану iтерацiйну процедуру
застосовано до математичної моделi неiзотермiчної хiмiчної реакцiї з перiодичним перемиканням
керуючих функцiй. У розглянутому прикладi збiжнiсть iтерацiйної схеми до шуканого розв’язку
проiлюстровано аналiзом нев’язок у крайовiй задачi. Обчислено оцiнки дiапазону малого пара-
метра, для якого оператор, що використовується при побудовi шуканих розв’язкiв, є стискаючим.
Результати чисельного моделювання пiдтверджують, що запропонована схема забезпечує кращу
точнiсть порiвняно з методом простих iтерацiй.

*Частково пiдтримано Нiмецьким науково-дослiдним фондом у рамках гранту ZU 359/2-1.
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1. Постановка задачi. У цiй статтi дослiджено задачу [1 – 3] про побудову розв’язку

z(t, \varepsilon ) : z(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC 1\{ [a, b]\setminus \{ \tau i\} I\} \cap \BbbC [a, b], z(t, \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0],

нелiнiйної перiодичної крайової задачi

dz

dt
= Az + \varepsilon f(t, \varepsilon ) + \varepsilon Z(z, \varepsilon ), \ell z(\cdot , \varepsilon ) := z(a, \varepsilon ) - z(b, \varepsilon ) = 0 (1)

у малому околi розв’язку

z0(t) \in \BbbC 1\{ [a, b]\setminus \{ \tau i\} I\} \cap \BbbC [a, b]

породжуючої задачi

dz0
dt

= Az0, \ell z0(\cdot ) := z0(a) - z0(b) = 0. (2)

Тут A —стала (n\times n)-вимiрна матриця, Z(z, \varepsilon ) —нелiнiйна вектор-функцiя, неперервно-
диференцiйовна за аргументом z у малому околi розв’язку породжуючої задачi (2) та
неперервно-диференцiйовна за малим параметром \varepsilon на вiдрiзку [0, \varepsilon 0]. Крiм того, функцiя

f(t, \varepsilon ) :=

\left\{     
\lambda 0(\varepsilon ), t \in [a, \tau 1[,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

\lambda p(\varepsilon ), t \in [\tau p, b],

є кусково-неперервною замалимпараметром \varepsilon на вiдрiзку [0, \varepsilon 0].Шуканийрозв’язок z(t, \varepsilon )
крайової задачi (1) припускаємо неперервно-диференцiйовним за незалежною змiнною
t \in [a, b] за винятком фiксованих точок перемикання [3]:

a < \tau 1 < \tau 2 < . . . < \tau p < b, a := \tau 0.

У цих точках розв’язок z(t, \varepsilon ) крайової задачi (1) можливо зазнає обмеженого розриву по-
хiдної. Актуальнiсть вивчення крайової задачi (1) iз перемиканнями пов’язано з широким
застосуванням подiбних задач при вивченнi неiзотермiчних хiмiчних реакцiй. Приклади
моделювання таких реакцiй наведено у [4 – 6]. Наприкiнцi цiєї роботи наведено приклад
знаходження наближень до перiодичного розв’язку цiєї задачi з використанням побудова-
ної авторами iтерацiйної схеми.

2. Побудова розв’язку методом простих iтерацiй. Позначимо нормальну (X(a) = In)
фундаментальну матрицю породжуючої задачi (2) через X(t) . Внаслiдок однорiдностi в
некритичному випадку

detQ \not = 0, Q := \ell X(\cdot ),

породжуюча задача (2) має лише тривiальний розв’язок: z0(t) \equiv 0. Позначимо також
оператор Грiна

K[g(s)](t) := X(t)

t\int 
a

X - 1(s) g(s) ds, t \in [a, b],

задачi Кошi
dy

dt
= Ay + g(t), y(a) = 0.
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Тут g(t) \in \BbbC \{ [a, b]\setminus \{ \tau i\} I\} —кусково-неперервна (за виняткомфiксованих точок \tau i) вектор-
функцiя. Визначений оператор Грiна задачi Кошi для фiксованої вектор-функцiї g(t) є
неперервним на вiдрiзку [a, b]. Щоб пересвiдчитись у цьому, достатньо обчислити розриви
оператора Грiна задачi Кошi в околi точок перемикання \tau i.

Як вiдомо [1], задача про побудову розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1) у
малому околi фредгольмової породжуючої задачi (2) у некритичному випадку є однозначно
розв’язною для довiльної неоднорiдностi f(t, \varepsilon ) i для довiльної нелiнiйної вектор-функцiї
Z(z, \varepsilon ).

За вiдсутностi неоднорiдностi задача про побудову розв’язку нелiнiйної перiодичної кра-
йової задачi (1) стає автономною. Основна увага при дослiдженнi нелiнiйних автономних
перiодичних крайових задач традицiйно [1, 7, 8] зосереджувалася на критичних випадках:
detQ = 0. Шуканий розв’язок нелiнiйної автономної перiодичної крайової задачi зазвичай
визначався на промiжку, довжина якого була невiдомою i залежала вiд малого параметра.
Тому основною задачею цiєї статтi є перенесення результатiв [1, 7, 8] на нелiнiйну перiо-
дичну крайову задачу (1) з перемиканнями в некритичному випадку, зокрема, побудова
збiжних iтерацiйних схем для знаходження розв’язку цiєї задачi на промiжку фiксованої
довжини.

Нелiнiйна вектор-функцiя Z(z, \varepsilon ) неперервно-диференцiйовна за невiдомою z у мало-
му околi тривiального розв’язку породжуючої задачi (2) i неперервно-диференцiйовна за
малим параметром \varepsilon на вiдрiзку [0, \varepsilon 0], тому в зазначеному околi має мiсце розклад

Z(zk(t, \varepsilon ), \varepsilon ) = Z(z0(t), 0) +A1(t) zk(t, \varepsilon ) + \varepsilon A2(t) +R(zk(t, \varepsilon ), \varepsilon ), (3)

де
A1(t) =

\partial Z(z, \varepsilon )

\partial z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z=z0(t),
\varepsilon =0

, A2(t) =
\partial Z(z, \varepsilon )

\partial \varepsilon 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z=z0(t),
\varepsilon =0

.

Залишок R(zk(t, \varepsilon ), t, \varepsilon ) розкладу функцiї Z(z, \varepsilon ) бiльш високого порядку малостi за невi-
домою zk(t, \varepsilon ) у малому околi нуля та за малим параметром \varepsilon в малому додатному околi
нуля нiж першi три члени розкладу, тому [1, 9 – 11]

R(z, \varepsilon )
\bigm| \bigm| \bigm| z=zk(t,\varepsilon ),
\varepsilon =0

\equiv 0,
\partial R(z, \varepsilon )

\partial z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z=zk(t,\varepsilon ),
\varepsilon =0

\equiv 0,
\partial R(z, \varepsilon )

\partial \varepsilon 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z=zk(t,\varepsilon ),
\varepsilon =0

\equiv 0.

Перше наближення до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1) у некритичному
випадку

z1(t, \varepsilon ) = \varepsilon G[f(s, \varepsilon ) + Z(z0(s), 0)](t)

визначає оператор Грiна

G[g(s)](t) = K[g(s)](t) - X(t)Q - 1\ell K[g(s)](\cdot )

перiодичної крайової задачi [1, 8]

dz

dt
= Az + g(t), z(a) - z(b) = 0.

Позначимо оператор

\Phi (z(t, \varepsilon )) := \varepsilon G[f(s, \varepsilon ) + Z(z(s, \varepsilon ), \varepsilon )](t).
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Наступнi наближення до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1) у некритич-
ному випадку шукатимемо у виглядi

zk+1(t, \varepsilon ) = \Phi (zk(t, \varepsilon )), k = 0, 1, 2, . . . . (4)

Збiжнiсть iтерацiйної схеми вигляду (4) до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової зада-
чi (1) без перемикань у некритичному випадку доведено у монографiях [1, 9, 10]. Доведення
збiжностi iтерацiйної схеми (4) до шуканого розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової за-
дачi (1) з перемиканнями у некритичному випадку повнiстю аналогiчне. Область значень
малого параметра \varepsilon \in [0, \varepsilon \ast ], 0 < \varepsilon \ast \leq \varepsilon 0, для яких зберiгається збiжнiсть iтерацiйної схе-
ми (4) до розв’язку крайової задачi (1), можна знайти аналогiчно [12] з умови стиснення\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \varepsilon \partial \Phi (zk(t, \varepsilon ))\partial z

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \leq \lambda < 1, \varepsilon \in [0; \varepsilon \ast ] \subseteq [0; \varepsilon 0], (5)

оператора \Phi (zk(t, \varepsilon )), а також за допомогою мажоруючих рiвнянь Ляпунова [1, 9, 10].
Лема. У некритичному випадку (detQ0 \not = 0) породжуюча перiодична крайова задача (1)

має лишетривiальний розв’язок z0(t) \equiv 0. При цьому задача про побудову розв’язку нелiнiйної
перiодичної крайової задачi (1) у малому околi розв’язку породжуючої задачi (2) у некритично-
му випадку однозначно розв’язна для довiльної неоднорiдностi f(t, \varepsilon ) i для довiльної нелiнiйної
вектор-функцiї Z(z, \varepsilon ). За умови (5) наближення до розв’язку

z(t, \varepsilon ) : z(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC 1\{ [a, b]\setminus \{ \tau i\} I\} \cap \BbbC [a, b], z(t, \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0],

нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1) у некритичному випадку визначає iтерацiйна схе-
ма (4).

3. Модифiкована iтерацiйна схема. Для покращення точностi наближень до перiодич-
ного розв’язку рiвняння (1) можна скористатися уточненим [13, c. 386; 14] у порiвняннi з
(3) розвиненням нелiнiйної вектор-функцiї Z(zk(t, \varepsilon ), \varepsilon ). Для його побудови використаємо
той факт, що нелiнiйна перiодична задача (1) має положення рiвноваги

z(t, \varepsilon ) := u(\varepsilon ), u\prime (\varepsilon ) \equiv 0, A u(\varepsilon ) + \varepsilon f(t, \varepsilon ) + \varepsilon Z(u(\varepsilon ), \varepsilon ) = 0.

За виключенням фiксованих точок перемикання

a < \tau 1 < \tau 2 < . . . < \tau p < b, a := \tau 0,

положення рiвноваги
z(t, \varepsilon ) := u(\varepsilon ) \in \BbbC [0, \varepsilon \ast ], 0 < \varepsilon \ast \leq \varepsilon 0,

являє собою неперервну функцiю. У точках перемикання положення рiвноваги, можливо,
зазнає обмеженого розриву. За початкове наближення до положення рiвноваги природно
взяти розв’язок

u0(\varepsilon ) =

\left\{     
 - \varepsilon A - 1(\lambda 0(\varepsilon ) + Z(0, 0) + \varepsilon A2), t \in [a, \tau 1[,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

 - \varepsilon A - 1(\lambda p(\varepsilon ) + Z(0, 0) + \varepsilon A2), t \in [\tau p, b],

рiвняння
Au0(\varepsilon ) + \varepsilon f(t, \varepsilon ) + \varepsilon Z(0, 0) + \varepsilon 2A2(t) = 0.
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За початкове наближення до положення рiвноваги можна також взяти наближений розв’я-
зок рiвняння

Au(\varepsilon ) + \varepsilon f(t, \varepsilon ) + \varepsilon Z(u(\varepsilon ), \varepsilon ) = 0,

застосувавши до нього метод Ньютона, або ж його модифiкацiї [15 – 17].
Нелiнiйна вектор-функцiя Z(z, \varepsilon ) неперервно-диференцiйовна за невiдомою z умалому

околi початкового наближення доположення рiвноваги u0(\varepsilon ) та неперервно-диференцiйов-
на за малим параметром \varepsilon на вiдрiзку [0, \varepsilon 0], тому у зазначеному околi має мiсце розклад

Z(u0(\varepsilon ) + v(t, \varepsilon ), \varepsilon ) = Z(u0(\varepsilon ), 0) +\scrA 1(u0(\varepsilon )) v(t, \varepsilon )+

+ \varepsilon \scrA 2(u0(\varepsilon )) +\scrR (u0(\varepsilon ) + v(t, \varepsilon ), \varepsilon ),

де
\scrA 1(u0(\varepsilon )) :=

\partial Z(z, \varepsilon )

\partial z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z=u0(\varepsilon ),
\varepsilon =0

, \scrA 2(u0(\varepsilon )) :=
\partial Z(z, \varepsilon )

\partial \varepsilon 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z=u0(\varepsilon ),
\varepsilon =0

.

Залишок \scrR (u0(\varepsilon ) + v(t, \varepsilon ), \varepsilon ) розкладу функцiї Z(z, \varepsilon ) бiльш високого порядку малостi за
невiдомою v(t, \varepsilon ) у малому околi початкового наближення до положення рiвноваги u0(\varepsilon )
i за малим параметром \varepsilon у малому додатному околi нуля, нiж першi три члени розкладу,
тому [1, 9 – 11]

\scrR (u0(\varepsilon ) + v(t, \varepsilon ), \varepsilon )
\bigm| \bigm| \bigm| v(t,\varepsilon )=0,

\varepsilon =0

\equiv 0,
\partial \scrR (u0(\varepsilon ) + v(t, \varepsilon ), \varepsilon )

\partial z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| v(t,\varepsilon )=0,
\varepsilon =0

\equiv 0,

\partial \scrR (u0(\varepsilon ) + v(t, \varepsilon ), \varepsilon )

\partial \varepsilon 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| v(t,\varepsilon )=0,
\varepsilon =0

\equiv 0.

Перше наближення

z1(t, \varepsilon ) : z1(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC 1\{ [a, b]\setminus \{ \tau i\} I\} \cap \BbbC [a, b], z1(t, \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0],

до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1) у некритичному випадку

z1(t, \varepsilon ) = \varepsilon G[f(s, \varepsilon ) + Z(z0(s), 0)](t)

знаходимо у малому околi тривiального породжуючого розв’язку z0(t) \equiv 0. Позначимо
вiдхилення першого наближення

v1(t, \varepsilon ) := z1(t, \varepsilon ) - u0(\varepsilon )

до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1) вiд положення рiвноваги через
u0(\varepsilon ). Друге наближення до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1)

z2(t, \varepsilon ) = \varepsilon G

\biggl[ 
f(s, \varepsilon ) + Z(z0(s), 0) +\scrA 1(u0(\varepsilon )) v1(s, \varepsilon )+

+ \varepsilon \scrA 2(u0(\varepsilon )) +\scrR (u0(\varepsilon ) + v1(s, \varepsilon ), \varepsilon )

\biggr] 
(t)
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знаходимо як розв’язок нелiнiйної перiодичної крайової задачi для системи другого набли-
ження

dz1(t, \varepsilon )

dt
= Az1(t, \varepsilon ) + \varepsilon f(t, \varepsilon )+

+ \varepsilon 

\biggl[ 
Z(z0(t), 0) +\scrA 1(u0(\varepsilon )) v1(t, \varepsilon ) + \varepsilon \scrA 2(u0(\varepsilon )) +\scrR (u0(\varepsilon ) + v1(t, \varepsilon ), \varepsilon )

\biggr] 
.

Позначимо оператор

\Psi (zk(t, \varepsilon )) := \varepsilon G

\biggl[ 
f(s, \varepsilon ) + Z(z0(s), 0) +\scrA 1(u0(\varepsilon )) vk(s, \varepsilon )+

+ \varepsilon \scrA 2(u0(\varepsilon )) +\scrR (u0(\varepsilon ) + vk(s, \varepsilon ), \varepsilon )

\biggr] 
(t).

Подальшi наближення до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1) у некритич-
ному випадку шукатимемо у виглядi

zk+1(t, \varepsilon ) = \Psi (zk(t, \varepsilon )), k = 0, 1, 2, . . . . (6)

Збiжнiсть iтерацiйної схеми вигляду (6) до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової зада-
чi (1) без перемикань у некритичному випадку доведено у монографiях [1, 9, 10]. Доведення
збiжностi iтерацiйної схеми (6) до шуканого розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової за-
дачi (1) з перемиканнями у некритичному випадку повнiстю аналогiчне. Область значень
малого параметра \varepsilon \in 

\bigl[ 
0, \varepsilon \ast 

\bigr] 
, 0 < \varepsilon \ast \leq \varepsilon 0, для яких зберiгається збiжнiсть iтерацiйної схе-

ми (6) до розв’язку крайової задачi (1), можна знайти аналогiчно [12] з умови стиснення\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \varepsilon \partial \Psi (zk(t, \varepsilon ))

\partial z

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \leq \lambda < 1, \varepsilon \in [0; \varepsilon \ast ] \subseteq [0; \varepsilon 0], (7)

оператора \Psi (zk(t, \varepsilon )), а також за допомогою мажоруючих рiвнянь Ляпунова [1, 9, 10].
Теорема. У некритичному випадку (detQ0 \not = 0) породжуюча перiодична крайова зада-

ча (1) має лише тривiальний розв’язок z0(t) \equiv 0. При цьому задача про побудову розв’язку
нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1) у малому околi розв’язку породжуючої задачi (2) у не-
критичному випадку однозначно розв’язна для довiльної неоднорiдностi f(t, \varepsilon ) i для довiльної
нелiнiйної вектор-функцiї Z(z, \varepsilon ). За умови (7) наближення до розв’язку

z(t, \varepsilon ) : z(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC 1\{ [a, b]\setminus \{ \tau i\} I\} \cap \BbbC [a, b], z(t, \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0],

нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1) у некритичному випадку визначає iтерацiйна схе-
ма (6).

Застосуємо побудованi iтерацiйнi схеми (4) i (6) для знаходження наближень до перiо-
дичного розв’язку рiвняння, яке моделює неiзотермiчну хiмiчну реакцiю [5].

Приклад. У частковому випадку задача про знаходження наближень до перiодичного
розв’язку рiвняння, яке моделює неiзотермiчну хiмiчну реакцiю, рiвнозначне до задачi про
знаходження розв’язку

z(\cdot , \varepsilon ) \in \BbbC 1\{ [ - 1, 1]\setminus \{ \tau \} I\} \cap \BbbC [ - 1, 1], \tau := 0, z(t, \cdot ) \in \BbbC [0, \varepsilon 0],
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перiодичної крайової задачi

z\prime (t, \varepsilon ) = Az(t, \varepsilon ) + \varepsilon f(t, \varepsilon ) + \varepsilon Z(z(t, \varepsilon ), \varepsilon ), \ell z(\cdot , \varepsilon ) = 0. (8)

Тут A — стала (2\times 2)-вимiрна матриця, власнi числа якої не перетинають уявної осi,

z(t, \varepsilon ) :=

\Biggl( 
x(t, \varepsilon )

y(t, \varepsilon )

\Biggr) 
, f(t, \varepsilon ) :=

\left\{   \lambda (\varepsilon ), t \in [ - 1, 0[,

\mu (\varepsilon ), t \in [0, 1];

крiм того,

Z(z(t, \varepsilon ), \varepsilon ) := (1 + x(t, \varepsilon ))e
 - \varepsilon 

1+y(t,\varepsilon )

\Biggl( 
 - 1

1

\Biggr) 
.

Власнi числа матрицi A не перетинають уявної осi, тому для перiодичної задачi для рiв-
няння (8) має мiсце некритичний випадок [1, 7, 9], а отже, вона однозначно розв’язна; при
цьому породжуюча задача (2) має лише тривiальний розв’язок z0(t) \equiv 0. У частковому
випадку для

A :=

\Biggl( 
 - 1 0

0  - 2

\Biggr) 
, \lambda (\varepsilon ) :=  - \mu (\varepsilon ) := \varepsilon 

\Biggl( 
 - 1

1

\Biggr) 
матриця Q має вигляд

Q =

\left(   e - 1

e
0

0 e2  - 1

e2

\right)   , detQ = e3  - e+
1

e3
 - 1

e
\not = 0.

При цьому, використовуючи iтерацiйну схему (4), отримуємо

z1(t, \varepsilon ) := \varepsilon G[f(s, \varepsilon ) + Z(z0(s), 0)](t),

де

z1(t, \varepsilon ) =

\left(      
 - 
\varepsilon 
\bigl( 
1 + e+ \varepsilon + e \varepsilon  - 2 \varepsilon e - t

\bigr) 
1 + e

\varepsilon 
\bigl( 
1 + \varepsilon  - 2 \varepsilon e - 2t + e2 (1 + \varepsilon )

\bigr) 
2(1 + e2)

\right)      , t \in [ - 1, 0].

Окрiм цього,

z1(t, \varepsilon ) =

\left(      
\varepsilon e - t

\bigl( 
et( - 1 + \varepsilon ) + e1+t( - 1 + \varepsilon ) - 2 \varepsilon e

\bigr) 
1 + e

\varepsilon 
\bigl( 
1 - e2( - 1 + \varepsilon ) - \varepsilon + 2 \varepsilon e2 - 2t

\bigr) 
2(1 + e2)

\right)      , t \in [0, 1].

Розклад функцiї Z(z, \varepsilon ) за невiдомою zk(t, \varepsilon ) у малому околi нуля та за малим парамет-
ром \varepsilon у малому додатному околi нуля визначають матрицi

A1(t) =

\Biggl( 
 - 1 0

1 0

\Biggr) 
, A2(t) =

\Biggl( 
1

 - 1

\Biggr) 
.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2023, т. 26, № 1



IТЕРАЦIЙНI СХЕМИ ДЛЯ ПЕРIОДИЧНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ IЗ ПЕРЕМИКАННЯМИ 13

Таким чином, знаходимо друге наближення до розв’язку перiодичної задачi для рiвнян-
ня (8)

z2(t, \varepsilon ) = \varepsilon G
\bigl[ 
f(s, \varepsilon ) + Z(z0(s), 0) +A1(s)z1(s, \varepsilon ) + \varepsilon A2(s)

\bigr] 
(t),

зокрема,

z2(t, \varepsilon ) =

\Biggl( 
x2(t, \varepsilon )

y2(t, \varepsilon )

\Biggr) 
,

де

(1 + e)2x2(t, \varepsilon ) = \varepsilon e - t( - 2\varepsilon ( - 1 + \varepsilon + t\varepsilon ) - 2e\varepsilon ( - 1 + (2 + t)\varepsilon ) + et
\bigl( 
 - 1 + \varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) 
+

+ 2e1+t
\bigl( 
 - 1 + \varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) 
+ e2+t

\bigl( 
 - 1 + \varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) 
), t \in [ - 1, 0],

2 (1 + e)
\bigl( 
1 + e2

\bigr) 
y2(t, \varepsilon ) =  - e - 2t\varepsilon 

\Bigl( 
 - 4et\varepsilon 2  - 4e2+t\varepsilon 2 + 2\varepsilon (1 + \varepsilon ) + 2e\varepsilon (1 + \varepsilon )+

+ e2t
\bigl( 
 - 1 + \varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) 
+ e1+2t

\bigl( 
 - 1 + \varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) 
+

+ e2+2t
\bigl( 
 - 1 + \varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) 
+ e3+2t

\bigl( 
 - 1 + \varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) \Bigr) 
, t \in [ - 1, 0].

До того ж,

(1 + e)2x2(t, \varepsilon ) =  - e - t\varepsilon 
\Bigl( 
 - 2e\varepsilon ( - 1 + t\varepsilon ) - 2e2\varepsilon ( - 1 + \varepsilon + t\varepsilon ) + et

\bigl( 
1 - 3\varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) 
+

+ 2 e1+t
\bigl( 
1 - 3\varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) 
+ e2+t

\bigl( 
1 - 3\varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) \Bigr) 
, t \in [0, 1],

2(1 + e)
\bigl( 
1 + e2

\bigr) 
y2(t, \varepsilon ) = e - 2t\varepsilon 

\Bigl( 
 - 4e1+t\varepsilon 2  - 4e3+t \varepsilon 2 + 2e2\varepsilon (1 + \varepsilon )+

+ 2e3\varepsilon (1 + \varepsilon ) + e2t
\bigl( 
1 - 3\varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) 
+ e1+2t

\bigl( 
1 - 3\varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) 
+

+ e2+2t
\bigl( 
1 - 3\varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) 
+ e3+2t

\bigl( 
1 - 3\varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) \Bigr) 
, t \in [0, 1].

Аналогiчно знаходимо третє наближення до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (8)

z3(t, \varepsilon ) = \varepsilon G
\bigl[ 
f(s, \varepsilon ) + Z(z0(s), 0) +A1(s)z2(s, \varepsilon ) + \varepsilon A2(s)

\bigr] 
(t),

зокрема,

z3(t, \varepsilon ) =

\Biggl( 
x3(t, \varepsilon )

y3(t, \varepsilon )

\Biggr) 
,

де

(1 + e)3x3(t, \varepsilon ) =  - e - t\varepsilon 
\Bigl( 
 - \varepsilon 
\bigl( 
2 - 2(1 + t)\varepsilon +

\bigl( 
2 + 2t+ t2

\bigr) 
\varepsilon 2
\bigr) 
 - 

 - e2\varepsilon 
\bigl( 
2 - 2(2 + t)\varepsilon +

\bigl( 
5 + 4t+ t2

\bigr) 
\varepsilon 2
\bigr) 
+ et

\bigl( 
1 - \varepsilon + \varepsilon 2 + \varepsilon 3

\bigr) 
 - 

 - e\varepsilon 
\bigl( 
4 - 2(3 + 2t)\varepsilon +

\bigl( 
5 + 6t+ 2t2

\bigr) 
\varepsilon 2
\bigr) 
+ 3e1+t

\bigl( 
1 - \varepsilon + \varepsilon 2 + \varepsilon 3

\bigr) 
+

+ 3e2+t
\bigl( 
1 - \varepsilon + \varepsilon 2 + \varepsilon 3

\bigr) 
+ e3+t

\bigl( 
1 - \varepsilon + \varepsilon 2 + \varepsilon 3

\bigr) \Bigr) 
, t \in [ - 1, 0],
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2(1 + e)2
\bigl( 
1 + e2

\bigr) 
y3(t, \varepsilon ) = e - 2t\varepsilon 

\Bigl( 
 - 4et\varepsilon 2( - 1 + t\varepsilon ) - 4e2+t\varepsilon 2( - 1 + t\varepsilon ) - 

 - 4e1+t\varepsilon 2( - 1 + \varepsilon + t\varepsilon ) - 4e3+t\varepsilon 2( - 1 + \varepsilon + t\varepsilon ) - 

 - 2\varepsilon 
\bigl( 
1 + \varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) 
 - 4e\varepsilon 

\bigl( 
1 + \varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) 
 - 2e2\varepsilon 

\bigl( 
1 + \varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) 
+

+ e2t
\bigl( 
1 - \varepsilon + \varepsilon 2 + \varepsilon 3

\bigr) 
+ 2e1+2t

\bigl( 
1 - \varepsilon + \varepsilon 2 + \varepsilon 3

\bigr) 
+

+ 2e2+2t
\bigl( 
1 - \varepsilon + \varepsilon 2 + \varepsilon 3

\bigr) 
+ 2e3+2t

\bigl( 
1 - \varepsilon + \varepsilon 2 + \varepsilon 3

\bigr) 
+

+ e4+2t
\bigl( 
1 - \varepsilon + \varepsilon 2 + \varepsilon 3

\bigr) \Bigr) 
, t \in [ - 1, 0].

Крiм того,

(1 + e)3x3(t, \varepsilon ) = e - t\varepsilon 
\Bigl( 
et( - 1 + \varepsilon )3 + 3e1+t( - 1 + \varepsilon )3 + 3e2+t( - 1 + \varepsilon )3 + e3+t( - 1 + \varepsilon )3 - 

 - e\varepsilon 
\bigl( 
2 - 2t\varepsilon + \varepsilon 2 + t2\varepsilon 2

\bigr) 
 - e3\varepsilon 

\bigl( 
2 - 2(1 + t)\varepsilon +

\bigl( 
2 + 2t+ t2

\bigr) 
\varepsilon 2
\bigr) 
 - 

 - e2\varepsilon 
\bigl( 
4 - 2(1 + 2t)\varepsilon +

\bigl( 
1 + 2t+ 2t2

\bigr) 
\varepsilon 2
\bigr) \Bigr) 

, t \in [0, 1],

2(1 + e)2
\bigl( 
1 + e2

\bigr) 
y3(t, \varepsilon ) =  - e - 2t\varepsilon 

\Bigl( 
e2t( - 1 + \varepsilon )3 + 2e1+2t( - 1 + \varepsilon )3 + 2e2+2t( - 1 + \varepsilon )3+

+ 2e3+2t( - 1 + \varepsilon )3 + e4+2t( - 1 + \varepsilon )3  - 4e1+t\varepsilon 2( - 1 + ( - 1 + t)\varepsilon ) - 

 - 4e3+t\varepsilon 2( - 1 + ( - 1 + t)\varepsilon ) - 4e2+t\varepsilon 2( - 1 + t\varepsilon ) - 

 - 4e4+t\varepsilon 2( - 1 + t\varepsilon ) - 2e2\varepsilon 
\bigl( 
1 + \varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) 
 - 

 - 4e3\varepsilon 
\bigl( 
1 + \varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) 
 - 2e4\varepsilon 

\bigl( 
1 + \varepsilon + \varepsilon 2

\bigr) \Bigr) 
, t \in [0, 1].

Зазначимо виконання умови стиснення (5) для оператора \Phi (zk(t, \varepsilon )) у випадку перiодичної
задачi для рiвняння (8):\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \varepsilon \partial G[Z(z0(s), \varepsilon )](t)

\partial z

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \leq 0,556 680 < 1, \varepsilon \in [0; 1, 2],\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \varepsilon \partial G[Z(z1(s, \varepsilon ), \varepsilon )](t)

\partial z

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \leq 0,886 295 < 1, \varepsilon \in [0; 0,645],\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \varepsilon \partial G[Z(z2(s, \varepsilon ), \varepsilon )](t)

\partial z

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \leq 0,886 295 < 1, \varepsilon \in [0; 0,645],\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \varepsilon \partial G[Z(z3(s, \varepsilon ), \varepsilon )](t)

\partial z

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \leq 0,886 295 < 1, \varepsilon \in [0; 0,645].

Зазначимо також перiодичнiсть i неперервнiсть отриманих наближень

z(t, \varepsilon ) \in \BbbC 1\{ [ - 1, 1]\setminus \{ \tau \} I\} \cap \BbbC [ - 1, 1]

у малому околi розв’язку породжуючої задачi для рiвняння (8). Точнiсть знайдених за допо-
могою iтерацiйної схеми (4) наближень до перiодичного розв’язку рiвняння (8) визначають
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нев’язки

\Delta k(\varepsilon ) =
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| z\prime k(t, \varepsilon ) - Azk(t, \varepsilon ) - \varepsilon f(t, \varepsilon ) - \varepsilon Z(zk(t, \varepsilon ), \varepsilon )

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\BbbC [ - 1;1]

, k = 0, 1, 2, 3,

\Delta 0(0, 1) \approx 0,142 105, \Delta 1(0, 1) \approx 0,0262 592,

\Delta 2(0, 1) \approx 0,00 515 199, \Delta 3(0, 1) \approx 0,00 206 785,

\Delta 0(0, 01) \approx 0,0141 428, \Delta 1(0, 01) \approx 0,000 280 683,

\Delta 2(0, 01) \approx 5,60 091\times 10 - 6, \Delta 3(0, 01) \approx 2,74 364\times 10 - 6.

За початкове наближення до положення рiвноваги рiвняння (8) природно взяти розв’язок

u0(\varepsilon ) =
\varepsilon 

2

\Biggl( 
 - 2

1

\Biggr) 
, t \in [ - 1, 0[,

u0(\varepsilon ) =
\varepsilon 

2

\Biggl( 
2(2\varepsilon  - 1)

1 - 2\varepsilon 

\Biggr) 
, t \in [0, 1],

рiвняння
Au0(\varepsilon ) + \varepsilon f(t, \varepsilon ) + \varepsilon Z(0, 0) + \varepsilon 2A2(t) = 0.

Використовуючи iтерацiйну схему (6), отримуємо

z1(t, \varepsilon ) := \varepsilon G[f(s, \varepsilon ) + Z(u0(\varepsilon ), 0)](t) :=

\Biggl( 
x1(t, \varepsilon )

y1(t, \varepsilon )

\Biggr) 
,

де

x1(t, \varepsilon ) =  - \varepsilon +
e - t
\bigl( 
2 + et + e1+t

\bigr) 
\varepsilon 2

(1 + e)
 - 
\bigl( 
1 + et + e1+t

\bigr) 
\varepsilon 3

(1 + e)
 - 

 - 
\bigl( 
36 + 23et + 23e1+t

\bigr) 
\varepsilon 4

12(1 + e)
 - 
\bigl( 
120 + 41et + 41e1+t

\bigr) 
\varepsilon 5

24(1 + e)
+

+

\bigl( 
2300 + 347et + 347e1+t

\bigr) 
\varepsilon 6

240(1 + e)
 - 
\bigl( 
11 160 + 847et + 847e1+t

\bigr) 
\varepsilon 7

720(1 + e)
+

+

\bigl( 
498 876 + 18 701et + 18 70e1+t

\bigr) 
\varepsilon 8

20 160(1 + e)
+ . . . , t \in [ - 1, 0],

y1(t, \varepsilon ) =
e - 2t

\bigl( 
1 - e2  - e2t + e4+2t + 2e sinh 1

\bigr) 
\varepsilon 

2( - 1 + e2)(1 + e2)
 - 

 - 
e - 2t

\bigl( 
1 - e2  - e2t + e4+2t + 6e sinh 1

\bigr) 
\varepsilon 2

2( - 1 + e2)(1 + e2)
 - 

 - 
e - 2t

\bigl( 
23 - 23e2  - 23e2t + 23e4+2t + 118e sinh 1

\bigr) 
\varepsilon 4

24( - 1 + e2)(1 + e2)
 - 
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 - 
e - 2t

\bigl( 
41 - 41e2  - 41e2t + 41e4+2t + 322e sinh 1

\bigr) 
\varepsilon 5

48( - 1 + e2)(1 + e2)
 - 

 - 
e - 2t

\bigl( 
347 - 347e2  - 347e2t + 347e4+2t + 5294e sinh 1

\bigr) 
\varepsilon 6

480( - 1 + e2)(1 + e2)
+

+
e - 2t

\bigl( 
847 - 847e2  - 847e2t + 847e4+2t + 24 014e sinh 1

\bigr) 
\varepsilon 7

1440( - 1 + e2)(1 + e2)
+

+
e - 2t

\bigl( 
18 701 - 18 701e2  - 18 701e2t + 18 701e4+2t + 1035 154e sinh 1

\bigr) 
\varepsilon 8

40 320( - 1 + e2)(1 + e2)
+

+

\bigl( 
1 - e - 2(1+t) + e - 2 - 2t

\bigl( 
 - 1 + e2 + 4e3 sinh 1

\bigr) \bigr) 
\varepsilon 3

( - 1 + e2)(1 + e2)
+ . . . , t \in [ - 1, 0].

Аналогiчно отримуємо

x1(t, \varepsilon ) =  - \varepsilon +
e - t
\bigl( 
 - 2e+ 3et + 3e1+t

\bigr) 
\varepsilon 2

(1 + e)
 - 

2e - t
\bigl( 
 - e+ 2et + 2e1+t

\bigr) 
\varepsilon 3

(1 + e)
+

+
e - t
\bigl( 
 - 36e+ 59et + 59e1+t

\bigr) 
\varepsilon 4

12(1 + e)
 - 

e - t
\bigl( 
 - 120e+ 161et + 161e1+t

\bigr) 
\varepsilon 5

24(1 + e)
+

+
e - t
\bigl( 
 - 2300e+ 2647et + 2647e1+t

\bigr) 
\varepsilon 6

240(1 + e)
 - 

 - 
e - t
\bigl( 
 - 11 160e+ 12 007et + 12 007e1+t

\bigr) 
\varepsilon 7

720(1 + e)
+

+
e - t
\bigl( 
 - 498 876e+ 517 577et + 517 577e1+t

\bigr) 
\varepsilon 8

20 160(1 + e)
+ . . . , t \in [0, 1],

y1(t, \varepsilon ) =  - \varepsilon e - 2t

40 320(1 + e2)
\times 

\times 
\Bigl( 
 - 84e2\varepsilon 

\bigl( 
480 - 480\varepsilon + 720\varepsilon 2  - 1200\varepsilon 3 + 2300\varepsilon 4  - 3720\varepsilon 5 + 5939\varepsilon 6

\bigr) 
+

+ e2t
\Bigl( 
 - 20 160 + 60 480\varepsilon  - 80 640\varepsilon 2 + 99 120\varepsilon 3  - 135 240\varepsilon 4 + 222 348\varepsilon 5 - 

 - 336 196\varepsilon 6 + 517 577\varepsilon 7
\Bigr) 
+ e2+2t

\Bigl( 
 - 20 160 + 60 480\varepsilon  - 80 640\varepsilon 2 + 99 120\varepsilon 3 - 

 - 135 240\varepsilon 4 + 222 348\varepsilon 5  - 336 196\varepsilon 6 + 517 577\varepsilon 7
\Bigr) \Bigr) 

+ . . . , t \in [0, 1].

На другому кроцi, використовуючи iтерацiйну схему (6), отримуємо

z2(t, \varepsilon ) := \varepsilon G
\bigl[ 
f(s, \varepsilon ) + Z(u0(\varepsilon ), 0) +\scrA 1(u0(\varepsilon )) v1(s, \varepsilon )+

+ \varepsilon \scrA 2(u0(\varepsilon )) +\scrR (u0(\varepsilon ) + v1(s, \varepsilon ), \varepsilon )
\bigr] 
(t) :=

\Biggl( 
x2(t, \varepsilon )

y2(t, \varepsilon )

\Biggr) 
,
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де

x2(t, \varepsilon ) =  - \varepsilon +
e - t
\bigl( 
2 + et + e1+t

\bigr) 
\varepsilon 2

1 + e
 - 

 - 
e - t
\bigl( 
2 + 4e+ 3et + 6e1+t + 3e2+t + 2t+ 2et

\bigr) 
\varepsilon 3

(1 + e)2
+

+
e - t
\bigl( 
60 + 108e+ 59et + 118e1+t + 59e2+t + 48t+ 48et

\bigr) 
\varepsilon 4

12(1 + e)2
 - 

 - 
e - t
\bigl( 
80 + 136e+ 53et + 106e1+t + 53e2+t + 56t+ 56et

\bigr) 
\varepsilon 5

8(1 + e)2
+

+
e - t

240( - 1 + e)(1 + e)2

\Bigl( 
 - 4940 - 3320e+ 7780e2  - 1917et  - 1917e1+t+

+ 1917e2+t + 1917e3+t  - 2840t+ 2840e2t
\Bigr) 
\varepsilon 6 - 

+
e - t

180( - 1 + e)(1 + e)2

\Bigl( 
 - 7365 - 4860e+ 11 145e2  - 1597et  - 1597e1+t+

+ 1597e2+t + 1597e3+t  - 3780t+ 3780e2 t
\Bigr) 
\varepsilon 7+

+
e - t

20160( - 1 + e)(1 + e)2

\Bigl( 
 - 1 528 716 - 1 012 536e+ 2248 932e2  - 186 533et - 

 - 186 533e1+t + 186 533e2+t + 186 533e3+t  - 720216t+

+ 720 216e2t
\Bigr) 
\varepsilon 8 + . . . , t \in [ - 1, 0],

y2(t, \varepsilon ) =
\varepsilon 

2
 - 

e - 2t
\bigl( 
2 + e2t + e2+2t

\bigr) 
\varepsilon 2

2(1 + e2)
+

+
1

2
e - 2t

\biggl( 
3e2t +

 - 3 - 7e

e2(1 + e)
+

4et

1 + e
+

3 + 7e+ e2 + 5e3

e2(1 + e)(1 + e2)

\biggr) 
\varepsilon 3 - 

 - 
e - 2t

\bigl( 
 - 36 - 36e+ 96et + 59e2t + 96e2+t + 59e1+2t + 59e2+2t + 59e3+2t

\bigr) 
\varepsilon 4

24(1 + e)(1 + e2)
+

+
e - 2t

\bigl( 
 - 32 - 32e+ 112et + 53e2t + 112e2+t + 53e1+2t + 53e2+2t + 53e3+2t

\bigr) 
\varepsilon 5

16(1 + e)(1 + e2)
+

+
1

2
e - 2t

\Biggl( 
 - 639e2t

80
 - 71et

3(1 + e)
+

71(27 + 107e)

240e2(1 + e)
+

+
 - 1917 - 9514e - 8774e2  - 7074e3  - 6857e4

240e2(1 + e)2(1 + e2)

\Biggr) 
\varepsilon 6+
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+
1

2
e - 2t

\Biggl( 
 - 186 533e2t

20 160
 - 1429et

20(1 + e)
+

186 533 + 1 626 965e

20 160e2(1 + e)
+

+
 - 186 533 - 1 813 498e - 1 901 782e2  - 1 405 426e3  - 171 5249e4

20 160e2(1 + e)2(1 + e2)

\Biggr) 
\varepsilon 8+

+
1

2
e - 2t

\Biggl( 
1597e2t

180
+

 - 1597 - 9157e

180e2(1 + e)
+

42et

1 + e
+

+
1597 + 10754e+ 10559e2 + 8204e3 + 8962e4

180e2(1 + e)2(1 + e2)

\Biggr) 
\varepsilon 7 + . . . , t \in [ - 1, 0].

Аналогiчно отримуємо

x2(t, \varepsilon ) =  - \varepsilon +
e - t
\bigl( 
 - 2e+ 3et + 3e1+t

\bigr) 
\varepsilon 2

1 + e
 - 

 - 
e - t
\bigl( 
 - 2e2 + 5et + 10e1+t + 5e2+t  - 2et - 2e2t

\bigr) 
\varepsilon 3

(1 + e)2
+

+
e - t
\bigl( 
 - 12e - 60e2 + 119et + 238e1+t + 119e2+t  - 48et - 48e2t

\bigr) 
\varepsilon 4

12(1 + e)2
 - 

 - 
e - t
\bigl( 
 - 24e - 80e2 + 133et + 266e1+t + 133e2+t  - 56et - 56e2t

\bigr) 
\varepsilon 5

8(1 + e)2
+

+
e - t

240( - 1 + e)(1 + e)2

\Bigl( 
1620e+ 2840e2  - 4940e3  - 6857et  - 6857e1+t+

+ 6857e2+t + 6857e3+t + 3320et - 3320e3t
\Bigr) 
\varepsilon 6 - 

 - e - t

180( - 1 + e)(1 + e)2

\Bigl( 
2505e+ 3780e2  - 7365e3  - 8962et  - 8962e1+t+

+ 8962e2+t + 8962e3+t + 4860et - 4860e3t
\Bigr) 
\varepsilon 7+

+
e - t

20160( - 1 + e)(1 + e)2

\Bigl( 
516 180e+ 720 216e2  - 1 528 716e3  - 1 715 249et - 

 - 1 715 249e1+t + 1715 249e2+t + 1715 249e3+t + 1012 536et - 

 - 1 012 536e3t
\Bigr) 
\varepsilon 8 + . . . , t \in [0, 1],

y2(t, \varepsilon ) =
\varepsilon 

2
 - 

e - 2t
\bigl( 
 - 2e2 + 3e2t + 3e2+2t

\bigr) 
\varepsilon 2

2(1 + e2)
+

+
e - 2t

\bigl( 
2e2 + 2e3 + 5e2t  - 4e1+t  - 4e3+t + 5e1+2t + 5e2+2t + 5e3+2t

\bigr) 
\varepsilon 3

2(1 + e)(1 + e2)
 - 
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 - e - 2t

24(1 + e)(1 + e2)

\Bigl( 
36e2 + 36e3 + 119e2t  - 96e1+t - 

 - 96e3+t + 119e1+2t + 119e2+2t + 119e3+2t
\Bigr) 
\varepsilon 4+

+
e - 2t

16(1 + e)(1 + e2)

\Bigl( 
32e2 + 32e3 + 133e2t  - 112e1+t - 

 - 112e3+t + 133e1+2t + 133e2+2t + 133e3+2t
\Bigr) 
\varepsilon 5 - 

 - e - 2t

480(1 + e)2(1 + e2)

\Bigl( 
1700e2 + 2440e3 + 1700e4 + 6857e2t  - 6640e1+t - 

 - 6640e2+t  - 6640e3+t  - 6640e4+t + 13714e1+2t+

+ 13714e2+2t + 13714e3+2t + 6857e4+2t
\Bigr) 
\varepsilon 6+

+
e - 2t

2

\Biggl( 
1597

180
+

42

1 + e
+

 - 1597 - 9157e

180e2(1 + e)
+

+
1597 + 10754e+ 10559e2 + 8204e3 + 8962e4

180e2(1 + e)2(1 + e2)
+

+

\bigl( 
 - 1 + et

\bigr) \bigl( 
4481 - 379e+ 4481et + 4481e1+t

\bigr) 
90(1 + e)

\Biggr) 
\varepsilon 7 - 

 - e - 2t

40 320(1 + e)2(1 + e2)

\Bigl( 
496 356e2 + 408 072e3 + 496 356e4+

+ 1715 249e2t  - 2 025 072e1+t  - 2 025 072e2+t  - 2 025 072e3+t - 

 - 2 025 072e4+t + 3430 498e1+2t + 3430 498e2+2t+

+ 3430 498e3+2t + 1715 249e4+2t
\Bigr) 
\varepsilon 8 + . . . , t \in [0, 1].

Вiдзначимо виконання умови стиснення (7) для оператора \Psi (zk(t, \varepsilon )) у випадку перiодичної
задачi для рiвняння (8):\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \varepsilon \partial G[Z(z0(s), \varepsilon )](t)

\partial z

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \leq 0,556 680 < 1, \varepsilon \in [0; 1, 2],\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \varepsilon \partial G[Z(z1(s, \varepsilon ), \varepsilon )](t)

\partial z

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \leq 0,937 954 < 1, \varepsilon \in [0; 0,485],\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \varepsilon \partial G[Z(z2(s, \varepsilon ), \varepsilon )](t)

\partial z

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \leq 0,937 954 < 1, \varepsilon \in [0; 0,485].

Вiдзначимо також перiодичнiсть i неперервнiсть отриманих наближень

z(t, \varepsilon ) \in \BbbC 1\{ [ - 1, 1]\setminus \{ \tau \} I\} \cap \BbbC [ - 1, 1]
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у малому околi розв’язку породжуючої задачi для рiвняння (8). Точнiсть знайдених за допо-
могою iтерацiйної схеми (6) наближень до перiодичного розв’язку рiвняння (8) визначають
нев’язки

\delta k(\varepsilon ) =
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| z\prime k(t, \varepsilon ) - Azk(t, \varepsilon ) - \varepsilon f(t, \varepsilon ) - \varepsilon Z(zk(t, \varepsilon ), \varepsilon )

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\BbbC [ - 1;1]

, k = 0, 1, 2,

\delta 0(0, 1) \approx 0,142 105, \delta 1(0, 1) \approx 0,0026 356 \ll \Delta 1(0, 1) \approx 0,0262 592,

\delta 2(0, 1) \approx 0,000 180 925 \ll \Delta 3(0, 1) \approx 0,00 206 785,

\delta 0(0, 01) \approx 0,0141 428, \delta 1(0, 01) \approx 3,38 087\times 10 - 6 \ll \Delta 1(0, 01) \approx 0,000 280 683,

\delta 2(0, 01) \approx 2,73 637\times 10 - 8 \ll \Delta 3(0, 01) \approx 2,74 364\times 10 - 6.

Таким чином, точнiсть знайдених за допомогою iтерацiйної схеми (6) наближень до
перiодичного розв’язку рiвняння (8) набагато вища точностi наближень до перiодичного
розв’язку рiвняння (8), знайдених за допомогою iтерацiйної схеми (4). Для знаходження
наближень до перiодичного розв’язку рiвняння (1) застосовний також метод найменших
квадратiв [11, 18].

Висновки. У статтi доведено iснування розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової зада-
чi для звичайного диференцiального рiвняння з перемиканнями (1) i побудовано iтерацiйнi
схеми (4) i (6) для знаходження розв’язку цiєї задачi. На вiдмiну вiд задачi, дослiдженої
в [19], для крайової задачi (1) iз перемиканнями має мiсце некритичний випадок. При
дослiдженнi крайової задачi (1) iз перемиканнями основну частину роботи зосереджено на
знаходженнi наближень до перiодичного розв’язку, в той час як для задачi, дослiдженої в
[19] у критичному випадку, основну увагу придiляли знаходженню умов розв’язностi. Для
покращення точностi наближень до перiодичного розв’язку рiвняння (1) побудовано iтера-
цiйну схему (6), для чого уточнено у порiвняннi з (3) розвинення нелiнiйної вектор-функцiї
Z(zk(t, \varepsilon ), \varepsilon ). Вибiр початкового наближення до положення рiвноваги u0(\varepsilon ) для побудови
наближень до перiодичного розв’язку рiвняння (1) є бiльш природним, порiвнюючи з три-
вiальним розв’язком породжуючої задачi (2). Це пiдтверджується точнiстю знайдених за
допомогою iтерацiйної схеми (6) наближень до перiодичного розв’язку рiвняння (8), яка
набагато перевищує точнiсть наближень до перiодичного розв’язку рiвняння (8), знайдених
за допомогою iтерацiйної схеми (4).
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