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We investigate the asymptotic behavior at infinity of solutions of stochastic functional-differential equations
by the method of asymptotic equivalence, according to which a system of ordinary differential equations
is constructed based on the original stochastic system so that each solution of the stochastic system can be
associated with the solution of the constructed deterministic system such that the difference between them
tends to zero as t→∞ in the mean square and with probability 1.

Дослiджено асимптотичну поведiнку на нескiнченностi розв’язкiв стохастичних функцiонально-
диференцiальних рiвнянь методом асимптотичної еквiвалентностi, згiдно з яким за вихiдною сто-
хастичною системою побудовано систему звичайних диференцiальних рiвнянь таку, що кожному
розв’язку стохастичної системи можна поставити у вiдповiднiсть розв’язок побудованої детермiно-
ваної системи такий, що рiзниця мiж ними прямує до нуля при t→∞ у середньому квадратичному
та з iмовiрнiстю 1.

Вступ. Роботу присвячено дослiдженню асимптотичної поведiнки стохастичних функцiо-
нально-диференцiальних рiвнянь.

Функцiонально-диференцiальнi рiвняння широко використовуються як моделi рiзно-
манiтних еволюцiйних процесiв, у яких поточний стан системи безпосередньо залежить
вiд показникiв стану в попереднi моменти часу. Наявнiсть запiзнення спричиняє iстотний
вплив на якiсну поведiнку системи. Права частина таких математичних моделей є функ-
цiоналом, що суттєво ускладнює об’єкт дослiдження та вимагає розробки й застосування
спецiальних методiв. У серединi XX столiття дослiдженню диференцiальних рiвнянь iз
запiзненням було присвячено роботи А. Д. Мишкiса [1], R. Bellman [2], М. М. Красовсько-
го [3], А. Халаная [4]. Широке застосування таких моделей спонукало бурхливий розвиток
теорiї функцiонально-диференцiальних рiвнянь. Значний внесок у розвиток якiсної теорiї
та асимптотичних методiв для таких рiвнянь зробили працi Л. Е. Ельсгольца i С. Б. Нор-
кiна [5], Jack K. Hale [6], Ю. О. Митропольського, А. М. Самойленка, В. I. Фодчука,
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Д. I. Мартинюка, С. I. Трофiмчука [7 – 9], В. Ю. Слюсарчука [10, 11] та багатьох iнших
математикiв.

Щодо задач оптимального керування системами функцiонально-диференцiальних рiв-
нянь вiдзначимо роботи [12, 13], де отримано достатнi умови iснування оптимальних ке-
рувань для таких систем.

Метою цiєї статтi є дослiдження асимптотичної поведiнки розв’язкiв стохастичних
функцiонально-диференцiальних рiвнянь. Теорiю таких рiвнянь у скiнченновимiрних про-
сторах суттєво викладено, наприклад, у монографiї [14]. Стосовно стохастичних функцiо-
нально-диференцiальних рiвнянь у нескiнченновимiрних просторах вiдзначимо моногра-
фiю [15]. У цiй роботi асимптотичну поведiнку розв’язкiв на нескiнченностi дослiджено
добре вiдомим у теорiї диференцiальних рiвнянь методом асимптотичної еквiвалентностi,
згiдно з яким за вихiдною системою будується бiльш проста, поведiнка розв’язкiв якої
на нескiнченностi еквiвалентна поведiнцi розв’язкiв вихiдної системи. Класичним тут є
результат Левiнсона [16], отриманий у лiнiйному випадку. Для детермiнованих систем
функцiонально-диференцiальних рiвнянь подiбний результат отримано в [17]. Для стоха-
стичних систем без запiзнення цей пiдхiд розвинуто у роботах [18, 19].

Цю статтю побудовано у такий спосiб: у першому пунктi дано постановки задач, не-
обхiднi означення та формюлювання теорем, у другому пунктi подано доведення теорем.
У кiнцi роботи наведено iлюстративний приклад.

2. Постановка задачi i основнi результати. 2.1. Постановка задачi. Спочатку введе-
мо необхiднi в подальшому позначення та формулювання. Для h > 0 визначимо функ-
цiональний простiр Ch = C

(
[−h, 0];Rd

)
неперервних функцiй iз рiвномiрною метрикою

‖ϕ‖C = supθ∈[−h,0] |ϕ(θ)|. Розглянемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= f1(t, y(t)) dt, (1)

де f1 : [0,∞] × Rd → Rd, f1 неперервна за сукупнiстю змiнних i лiпшицева за змiн-
ною y функцiя. Разом iз системою (1) розглянемо систему стохастичних функцiонально-
диференцiальних рiвнянь

dy

dt
= (f1(t, y(t)) + f2(t, yt))dt+ σ(t, yt)dW (t), (2)

де f2(t, φ) : [0,∞]× Ch → Rd, σ(t, φ) : [0,∞]× Ch → Rd, yt = y(t+ θ), θ ∈ [−h, 0], W (t) —
d-вимiрний процес Вiнера, визначений на ймовiрнiсному просторi (Ω,F, P ) з фiльтрацiєю
{Ft, t ≥ 0} ⊂ F.

Уведемо означення асимптотичної еквiвалентностi, що є узагальненнями на стоха-
стичний випадок класичного означення асимптотичної еквiвалентностi систем звичайних
диференцiальних рiвнянь [16].

Означення 1. Якщо кожному розв’язку y(t) системи (2) можна поставити у вiдповiд-
нiсть розв’язок x(t) системи (1) таким чином, що виконується рiвнiсть

lim
t→∞

E|x(t)− y(t)|2 = 0,

то систему (1) назвемо асимптотично еквiвалентною системi (2) у середньоквадратичному
сенсi.
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Означення 2. Якщо кожному розв’язку y(t) системи (2) можна поставити у вiдповiд-
нiсть розв’язок x(t) системи (1) таким чином, що виконується рiвнiсть

P
{

lim
t→∞
|x(t)− y(t)| = 0

}
= 1,

то систему (1) назвемо асимптотично еквiвалентною до системи (2) з iмовiрнiстю 1.
2.2. Формулювання теореми. Основним результатом цiєї роботи є отримання умов

асимптотичної еквiвалентностi систем (1) i (2) як у середньому квадратичному, так i з
iмовiрнiстю 1.

Функцiї f1(t, x), f2(t, ϕ), σ(t, ϕ) будемо вважати неперервними за сукупнiстю змiнних
iз виконанням таких умов:

1. Функцiя f1 задовольняє умови Лiпшиця та лiнiйного зростання, тобто iснує кон-
станта L > 0 така, що

|f1(t, x1)− f1(t, x2)| ≤ L|x1 − x2|, |f1(t, x)| ≤ L(1 + |x|), (3)

для довiльних x, x1, x2 ∈ Rd i t ∈ [0,∞).
2. Функцiї f2 i σ також задовольняють умову Лiпшиця, тобто

|f2(t, ξ)− f2(t, φ)|+ |σ(t, ξ)− σ(t, φ)| ≤ L‖ξ − φ‖C (4)

для довiльних ξ, φ ∈ Ch i t ∈ [0,∞].
Виберемо тепер h0 так, щоб виконувалася нерiвнiсть

40eL
2h0+4h0Lh0L

2 < 1. (5)

Очевидно, оскiльки функцiя m(h) = 40eL
2h+4hLhL2 монотонно зростає по h i m(0) = 0, то

нерiвнiсть (5) виконується для всiх h ≤ h0.
Далi вважатимемо виконаними такi умови:
3. Iснує стала γ > L така, що:
a) |f2(t, φ)| ≤ Ke−γt, t ≥ 0;
b) |σ(t, φ)| ≤ Ke−γt, t ≥ 0;

K — додатнa сталa.
Справедлива така теорема.
Теорема 1. Нехай виконуються вказанi вище умови 1 – 3. Тодi при всiх h ≤ h0 :
1. система (1) асимптотично еквiвалентна системi (2) у середньоквадратичному сенсi;
2. система (1) асимптотично еквiвалентна системi (2) з iмовiрнiстю 1.
3. Доведення теореми 1. За умовами теореми, як випливає з теореми 1.2.8 [14], iснує

єдиний розв’язок y(t) системи (2) для t > 0 для довiльної початкової функцiї (початкового
процесу) ϕ(θ), що є F0 -вимiрною i такою, що E‖ϕ‖2C < ∞. Встановимо певнi допомiжнi
оцiнки для розв’язкiв системи (1). Нехай x1(t) i x2(t) — такi два розв’язки системи (1).
Тодi, використовуючи лему Гронуолла – Беллмана, отримуємо оцiнку

|x1(t)− x2(t)| ≤ eL|t−s||x1(s)− x2(s)|. (6)

Розглянемо довiльний фiксований розв’язок y(t) системи (2) з початковою умовою φ(θ).
Нехай також {xn(t) | n ≥ 0} — послiдовнiсть розв’язкiв системи (1) таких, що xn(nh) =
= y(nh). Згiдно з умовами на систему (1) всi її розв’язки iз довiльними початковими
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даними iснують i єдинi при всiх t ≥ 0. При цьому x0(0) = φ(0). Довизначимо x0(θ) = φ(θ),
θ ∈ [−h, 0]. Покладемо

qn = max
t∈[nh−h,nh]

E|xn(t)− y(t)|2, q0 ≡ 0. (7)

Очевидно також, що виконується нерiвнiсть

sup
t∈[0,T ]

E‖xt‖2C ≤ E‖φ‖2C + sup
t∈[0,T ]

E|x(t)|2. (8)

Тодi

sup
τ∈[nh,s]

E‖xnτ − yτ‖2 ≤ qn + max
τ∈[nh,s]

|xn(τ)− y(τ)|2. (9)

Для t ∈ [nh, nh+ h] розглянемо рiзницю

E|xn(t)− y(t)|2 ≤ 5E

∣∣∣∣∣∣
t∫

nh

[f1(τ, xn(τ))− f1(τ, y(τ))]dτ

∣∣∣∣∣∣
2

+

+ 5E

∣∣∣∣∣∣
t∫

nh

[f2(τ, xnτ )− f2(τ, yτ )]dτ

∣∣∣∣∣∣
2

+

+ 5E

∣∣∣∣∣∣
t∫

nh

[σ(τ, xnτ )− σ(τ, yτ )] dW (τ)

∣∣∣∣∣∣
2

+

+ 5E

∣∣∣∣∣∣
t∫

nh

f2(τ, xnτ )dτ

∣∣∣∣∣∣
2

+ 5E

∣∣∣∣∣∣
t∫

nh

σ(τ, xnτ )dW (τ)

∣∣∣∣∣∣
2

,

E|xn(t)− y(t)|2 ≤ 5h

t∫
nh

E|f1(τ, xn(τ))− f1(τ, y(τ))|2dτ+

+ 5h

t∫
nh

E|f2(τ, xnτ )− f2(τ, yτ )|2dτ+

+ 5

t∫
nh

E|σ(τ, xnτ )− σ(τ, yτ )|2dτ+

+ 5h

t∫
nh

E|f2(τ, xnτ )|2dτ + 5

t∫
nh

E|σ(τ, xnτ )|2dτ,
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E|xn(t)− y(t)|2 ≤ 5hL2

t∫
nh

E|xn(τ)− y(τ)|2dτ+

+ 5hL2

t∫
nh

E‖xnτ − yτ‖2Cdτ + 5L2

t∫
nh

E‖xnτ − yτ‖2Cdτ+

+ 5h

t∫
nh

E
∣∣Ke−γhτ ∣∣2dτ + 5

t∫
nh

E
∣∣Ke−γhτ ∣∣2dτ,

E|xn(t)− y(t)|2 ≤ 5hL2hqn + 5hL2

t∫
nh

max
θ∈[nh,τ ]

E|xn(τ)− y(τ)|2dτ+

+ 5hL2

t∫
nh

max
θ∈[nh,τ ]

E|xnτ − yτ |2dτ+

+ 5hL2qn + 5L2

t∫
nh

max
θ∈[nh,τ ]

E|xnτ − yτ |2dτ+

+ 5hK2(2γ)−1
(
e2γh − 1

)
e−2γh(n+1)+

+ 5K2(2γ)−1
(
e2γh − 1

)
e−2γh(n+1).

Використовуючи лему Гронуолла – Беллмана для попередньої нерiвностi, отримуємо

sup
t∈[nh,nh+h]

E|xn(t)− y(t)|2 ≤ 10e15L
2h
(
hL2qn +K2(2γ)−1

(
e2γh − 1

)
e−2γh(n+1)

)
.

Розглянемо xn+1(nh+ h) = y(nh+ h). З попередньої нерiвностi випливає оцiнка

E|xn+1(nh+ h)− y(nh+ h)|2 ≤ 10e15L
2h
(
hL2qn +K2(2γ)−1

(
e2γh − 1

)
e−2γh(n+1)

)
.

Розглянемо qn+1, яке згiдно з уведеними позначеннями набуває вигляду

qn+1 = max
t∈[nh,nh+h]

E|xn+1(t)− y(t)|2 ≤

≤ 2 max
t∈[nh,nh+h]

E|xn+1(t)− xn(t)|2 + 2 max
t∈[nh,nh+h]

E|xn(t)− y(t)|2,

qn+1 ≤ 40eL
2h+2LhhL2qn + 40eL

2h+2LhK2(2γ)−1
(
e2γh − 1

)
e−2γh(n+1).

Використаємо нерiвнiсть iз ([20], розд. 7) для оцiнки qn :

qn+1 ≤
n+1∑
l=1

Bl

n+1∏
j=l+1

Aj , (10)
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Ak = 40eL
2h+2LhL2h = A,

Bk = 40eL
2h+2LhK2(2γ)−1

(
e2γh − 1

)
e−2γh(k+1).

Тепер можемо оцiнити рiзницю

E|xn+1(0)− xn(0)|2 ≤ e2Lnhqn+1 ≤ e2Lnh
n+1∑
l=1

Bl

n+1∏
j=l+1

Aj =

= e2Lnh
[(

40eL
2h+2LhK2(2γ)−1

(
e2γh − 1

)
e−4γh

)
(A)n−1+

+
(

40eL
2h+2LhK2(2γ)−1

(
e2γh − 1

)
e−6γh

)
(A)n−2 + . . .

. . .+
(

40eL
2h+2LhK2(2γ)−1

(
e2γh − 1

)
e−2γh(n+2)

)
(A−1)

]
≤

≤ e2Lnh
[(

40eL
2h+2LhK2(2γ)−1e−2γh

)
(A)n−1+

+
(

40eL
2h+2LhK2(2γ)−1e−4γh

)
(A)n−2 + . . .

. . .+
(

40eL
2h+2LhK2(2γ)−1e−2γh(n+1)

)
(A−1)

]
≤

≤ e−2(L−γ)nh
[(

40eL
2h+2LhK2(2γ)−1e2γh(n−1)

)
(A)n−1+

+
(

40eL
2h+2LhK2(2γ)−1e2γh(n−2)

)
(A)n−2 + . . .

. . .+
(

40eL
2h+2LhK2(2γ)−1e−2γh

)
(A−1)

]
. (11)

За умовою (5) сума в квадратних дужках обмежена. Отже, цей вираз не перевищує деякої
додатної сталої C. Тодi з умови γ > L отримуємо, що вираз (11) прямує до нуля при n→∞.
Також з нерiвностi (5) маємо(

40eL
2h+4LhhL2

)n
→ 0, n→∞.

Звiдси випливає нерiвнiсть

E|xn+1(0)− xn(0)|2 ≤ C1

(
40eL

2h+4hLhL2
)n
, C1 > 0.

Отже, границя
x∞ = lim

n→∞
xn(0)

iснує в середньоквадратичному сенсi.
Введемо норму ‖ · ‖ :=

√
E| · |2. Визначимо розв’язок x∞(t) системи (1) як розв’язок

задачi Кошi з початковими умовами x∞(0) = x∞. Згiдно з умовами на f1 такий розв’язок
iснує та єдиний для всiх t ≥ 0.

Розглянемо рiзницю

E|x∞(t)− y(t)|2 ≤ 2E|y(t)− xn(t)|2 + 2E|xn(t)− x∞(t)|2. (12)
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Покажемо, що для довiльного ε > 0 iснує T > 0 таке, що для будь-якого t > T виконується
нерiвнiсть

E|x∞(t)− y(t)|2 ≤ ε. (13)

Зафiксуємо ε > 0. З нерiвностi (11) маємо, що

qn+1 → 0, n→∞.

Виберемо N1 так, щоб qN1 <
ε

4
. Тодi, якщо t ∈ [nh, nh+h], де n ≥ N1, то перший доданок

у (12) буде меншим за ε

2
.

Тепер оцiнимо другий доданок правої частини нерiвностi (12):

∥∥xn(t)− x∞(t)
∥∥ ≤ ∞∑

k=n

∥∥xk+1(t)− xk(t)
∥∥ ≤

≤
∞∑
k=n

eL(k−n)h
∥∥xk+1(kh+ h)− xk(kh+ h)

∥∥ ≤
≤ e−Lnh

∞∑
k=n

eLkh
k+1∑
l=1

Bl

k+1∏
j=l+1

Aj .

Останнiй вираз прямує до нуля при n → ∞ згiдно з (11). Отже, ми можемо вибрати N2

таким чином, щоб другий доданок у (12) був менший за ε

4
при всiх n > N2.

Тодi для всiх t ∈ [nh, nh+ h] i n ≥ max{N1, N2} маємо

E|x∞(t)− y(t)|2 < ε.

Отже,
lim
t→∞

E
∣∣y(t)− x∞(t)

∣∣2 = 0.

Це й закiнчує доведення першої частини теореми 1.
Перейдемо до доведення другої частини. Для тiєї ж послiдовностi {xn(t) | n ≥ 0},

t ∈ [nh, nh+ h] покладемо
εn := e−

γ+L
2
hn

та оцiнимо вираз

P

{
sup

t∈[nh,nh+h]
|xn(t)− y(t)| ≥ εn

}
≤

≤ P

 sup
t∈[nh,nh+h]

∣∣∣∣∣∣
t∫

nh

[f1(τ, xn(τ))− f1(τ, y(τ))]dτ

∣∣∣∣∣∣ ≥ εn
5

+

+ P

 sup
t∈[nh,nh+h]

∣∣∣∣∣∣
t∫

nh

[f2(τ, xnτ )− f2(τ, yτ)]dτ

∣∣∣∣∣∣ ≥ εn
5

+
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+ P

 sup
t∈[nh,nh+h]

∣∣∣∣∣∣
t∫

nh

[σ(τ, xnτ )− σ(τ, yτ)]dW (τ)

∣∣∣∣∣∣ ≥ εn
5

+

+ P

 sup
t∈[nh,nh+h]

∣∣∣∣∣∣
t∫

nh

f2(τ, xnτ )dτ

∣∣∣∣∣∣ ≥ εn
5

+

+ P

 sup
t∈[nh,nh+h]

∣∣∣∣∣∣
t∫

nh

σ(τ, xnτ )dW (τ)

∣∣∣∣∣∣ ≥ εn
5

.
Кожен iз членiв попередньої нерiвностi можна оцiнити, використовуючи наведенi вище
оцiнки та нерiвнiсть Чебишева. Остаточно матимемо

P

{
sup

t∈[nh,nh+h]
|xn(t)− y(t)| ≥ εn

}
≤ R1qn+1

1

εn
+R2e

−2γh(n+1) 1

εn
+

+R3qn+1
1

ε2n
+R4e

−2γh(n+1) 1

ε2n
+

+R5e
−γh(n+1) 1

εn
+R6e

−2γh(n+1) 1

ε2n
, (14)

тут константи R1, . . . , R6 мають вигляд

R1 = 100e15L
2hhL3, R2 =

R1K
2
(
eγh − 1

)
hL2γ

, R3 =
5R1L

2
,

R4 =
5R2L

2
, R5 =

5K
(
eγh − 1

)
γ

, R6 =
25K2

(
e2γh − 1

)
2γ

.

Тодi

P

{
sup

t∈[nh,nh+h]
|xn(t)− y(t)| ≥ εn

}
≤

≤ R1qn+1e
γ+L
2
hn +R2e

−2γh(n+1)e
γ+L
2
hn+

+R3qn+1e
(γ+L)hn +R4e

−2γh(n+1)e(γ+L)hn+

+R5e
−γh(n+1)e

γ+L
2
hn +R6e

−2γh(n+1)e(γ+L)hn. (15)

З останньої нерiвностi випливає, що ряд
∞∑
n=0

P

{
sup

t∈[nh,nh+h]
|xn(t)− y(t)| ≥ εn

}
збiжний. Отже, з леми Бореля –Кантеллi маємо, що iснує додатне, взагалi кажучи, випад-
кове N = N(ω) таке, що для довiльного n ≥ N(ω) :

sup
t∈[nh,nh+h]

|xn(t)− y(t)| ≤ e−
γ+L
2
nh (16)
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майже для всiх ω ∈ Ω. Для t = nh+ h виконується нерiвнiсть∣∣xn(nh+ h)− xn+1(nh+ h)
∣∣ ≤ e− γ+L2 nh (17)

з iмовiрнiстю 1. Подальше доведення цiєї теореми проводиться аналогiчно попередньому
iз замiною середньо квадратичної збiжностi на збiжнiсть iз ймовiрнiстю 1. Це приводить
до остаточного спiввiдношення

P
{

lim
t→∞
|x(t)− y(t)| = 0

}
= 1,

яке й закiнчує доведення теореми.
4. Приклад. Проiлюструємо отриманий результат таким прикладом. Розглянемо сто-

хастичну систему iз запiзненням вигляду

dy

dt
= (f1(t, y(t)) + f2(t, y(t− h)))dt+ σ(t, y(t− h))dW (t), (18)

де функцiї f1(t, y)f2(t, y), σ(t, y) : [0,∞] × Rd → Rd неперервнi за сукупнiстю змiнних
i лiпшицевi за змiнною y, а також задовольняють по y умову лiнiйного зростання. За
звичайними функцiями f2 i σ побудуємо вiдображення [0,∞]× Ch → Rd таким чином:

f2(t, ϕ) = f2(t, ϕ(−h)), σ(t, ϕ) = f2(t, ϕ(−h))

для кожного ϕ ∈ Ch. Якщо при цьому вимагати вiд функцiй f2(t, y), σ(t, y) виконання
умов:

1) |f2(t, )| ≤ Ke−γt, t ≥ 0;
2) |σ(t, )| ≤ Ke−γt, t ≥ 0,

де γ > L, то, очевидно, всi умови теореми при достатньо малих h виконано.
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