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The aim of the present paper is to draw attention to difference equations with continuous argument, which
are paradigmatic for simulation of complexity and chaos. Even the simplest equation x(t+ 1) = f(x(t)),
t > 0, has smooth solutions that tend to discontinuous functions with mostly an infinite number of dis-
continuities on a unit-length interval. These solutions are excellent tools for simulation of highly nonlinear
phenomena (deterministic chaos, cascade process of formation of structures, fractal, etc.). Another reason
in favor of difference equationswith continuous argument is their use in the theory of differential-difference
equations and in the theory of equations with partial derivatives.

Мета статтi — привернути увагу до рiзницевих рiвнянь iз неперервним аргументом, якi є пара-
дигмальними для моделювання складностi та хаосу. Вже для найпростiшого рiвняння x(t + 1) =
= f(x(t)), t > 0, характернi гладкi розв’язки, що прямують до розривних функцiй зi здебiльшого
нескiнченним числом розривiв на iнтервалi одиничної довжини. Такi розв’язки — чудовий iнстру-
мент для моделювання сильно нелiнiйних явищ, як-от детермiнований хаос, каскадний процес
утворення структур, фрактал тощо. Ще один аргумент на користь рiзницевих рiвнянь iз неперерв-
ним аргументом — застосування в теорiї диференцiально-рiзницевих рiвнянь i в теорiї рiвнянь iз
частинними похiдними.

1. Вступ. Про простоту як важливу ознаку iстинностi гiпотези або теорiї писало багато
видатних мислителiв i вчених. У цьому зв’язку показовими є рiзницевi рiвняння з непе-
рервним аргументом, якi постають як моделi систем, чиє майбутнє залежить не лише вiд
поточного стану, але й вiд частини минулої iсторiї. Цi рiвняння мають розв’язки вельми
складної структури, хоча мiстять лише елементарнi перетворення невiдомої функцiї —
зсуви аргументу. Вже найпростiше рiвняння

x(t+ 1) = f(x(t)), t ∈ R+, f — неперервне вiдображення iнтервалу в себе, (1)

надає приклад, як дуже складну поведiнку можна описати за допомогою дуже простих
моделей. Рiвняння (1) пропонує вiдносно простi сценарiї просторово-часового хаосу (в за-
гальних рисах зрозумiлi навiть просунутим старшокласникам) i додає ще один аргумент—
явище автостохастичностi — на пiдтвердження гiпотези, що “хаос” також пiдпорядкову-
ється закономiрностям (див. [1, 2] i наведену там бiблiографiю).

Протягом останнiх десятилiть рiвняння (1) було в центрi дослiджень, проведених у
Iнститутi математики НАН України науковою групою пiд керiвництвом акад. О. М. Шар-
ковського. В результатi якiсну теорiю таких рiвнянь було завершено й опублiковано в [3]
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(ключовi iдеї висунуто в [4, 5]). Далi основнi положення цiєї теорiї викладено якомога
спрощено й лаконiчно, але так, щоб не лише окреслити специфiчнi особливостi розв’язкiв,
а й прояснити їхнi математичнi механiзми, зумовленi динамiчними властивостями одно-
вимiрного вiдображення, що задає нелiнiйнiсть. Властивостi одновимiрних вiдображень
добре вiдомi й наводяться без пояснень, також вважаються вiдомими базовi поняття теорiї
динамiчних систем, як-от: траєкторiя, цикл, атрактор, басейн притяжiння та iн.

2. Про мiсце рiзницевих рiвнянь iз неперервним аргументом у теорiї еволюцiйних задач
та їхню специфiку. Рiзницевi рiвняння з неперервним аргументом (НРУ) є самостiйним
напрямом теорiї рiзницевих рiвнянь. Водночас, їх слiд розглядати i як спецiальний роздiл
теорiї функцiональних рiвнянь1, що вивчає рiвняння з найпростiшим перетворенням ар-
гументу — зсувом t 7→ t + 1. Як з’ясувалося, така “простота” оманлива: навiть рiвняння
з квадратичною нелiнiйнiстю мають досить широкий спектр розв’язкiв вiд асимптотично
сталих до квазiвипадкових, поведiнка яких при великих t подiбна до поведiнки стохастич-
них процесiв. Примiтно, що теорiя лiнiйних НРУ з’явилася ще на початку 20-го столiття
саме в результатi дослiджень iз функцiональних рiвнянь — як частина аналiтичної теорiї,
що охоплює системи лiнiйних рiзницевих i q -рiзницевих рiвнянь (див., зокрема, [9 – 11]).
Можливiсть швидкого просування в цiй галузi багато в чому зумовлена наявнiстю прямих
аналогiй мiж лiнiйними НРУ та лiнiйними диференцiальними рiвняннями.

Ситуацiя з нелiнiйними НРУ iстотно iнша. Численнi дослiдження в цiй галузi мають
поки що досить розрiзнений характер. Донедавна не iснувало бiльш-менш цiлiсної теорiї
навiть для найпростiшого нелiнiйного рiвняння

x(t+ 1) = (x(t))2 + λ. (2)

Це зумовлено тим, що вiдмiннiсть НРУ вiд диференцiальних рiвнянь проявляється повною
мiрою, коли рiвняння нелiнiйнi. Вiзуальне свiдчення — рис. 1, де на прикладi рiвняння (2)
показано розв’язки, типовi для нелiнiйних НРУ; це неперервнi (навiть як завгодно глад-
кi) функцiї з необмежено зростаючим градiєнтом, а в багатьох випадках i з необмежено
зростаючим числом (незгасних) коливань на [T, T + 1] при T → ∞. Звiсно, такого роду
розв’язкiв не може бути у звичайних диференцiальних рiвнянь.

Для нелiнiйних НРУ отримати загальний розв’язок у скiнченному виглядi (через еле-
ментарнi та спецiальнi функцiї) зазвичай неможливо. На перший план висувається питання
про якiсну поведiнку розв’язкiв, яка, як бачимо, характеризується низкою властивостей,
вельми нестандартних iз погляду теорiї диференцiальних рiвнянь. Разом з тим цi власти-
востi отримують цiлком природне пояснення з позицiй теорiї одновимiрних вiдображень
(проте очiкувати простих технiчних узагальнень не варто).

Пояснiмо сказане на прикладi рiвняння (1). Нехай f ∈ C(I, I), I — замкнений обме-
жений iнтервал. Пiд розв’язками зазвичай розумiють неперервнi функцiї x : R+ → I, що
задовольняють рiвняння на пiвосi R+. Тож кожен розв’язок задано власними значеннями
на iнтервалi [0, 1) i може бути подано у виглядi

1 Це теорiя функцiональних рiвнянь без вiльних змiнних, основи якої закладено у другiй половинi
20-го столiття роботами багатьох математикiв, особливо науковою школою вiдомого польського математика
М. Кучми. Його класична монографiя [6] стала потужним стимулом для iнтенсивних дослiджень у цiй галузi.
Вiдмiтимо також вiтчизняну монографiю [7] та її розширене перевидання [8], у яких розвиваються пiдходи до
побудови розв’язкiв функцiональних рiвнянь методом iнварiантiв.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2023, т. 26, № 1



134 О. Ю. РОМАНЕНКО

xϕ(t) = fn(ϕ(t− n)), t ∈ [n, n+ 1), n = 0, 1, . . . ,

ϕ(t) = x(t), t ∈ [0, 1),
(3)

де fn(z) = f
(
fn−1(z)

)
, f0(z) = z. Отже, динамiку розв’язку xϕ(t) (коли ϕ 6≡ const) можна

трактувати як динамiку континууму незв’язаних осциляторiв:

у кожнiй точцi τ ∈ [0, 1) розташовано “маятник”

zn 7→ zn+1 = f(zn), z0 = ϕ(τ).
(4)

а)

б)

в)

Рис. 1. Типовi розв’язки рiвняння x(t+ 1) = (x(t))2 + λ.
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Коливання окремого “маятника” не залежать вiд “маятникiв” у iнших точках. Стани
“маятника”, близькi у початковий момент, зi зростанням часу можуть то вiддалятися, то
наближатися. Такий рух “маятникiв” витирає вихiдну iнформацiю та спричиняє наростан-
ня невизначеностi у їхнiй колективнiй динамiцi. А це призводить до дедалi складнiшої
поведiнки розв’язкiв, наприклад, як на рис. 1. Тут у всiх випадках iснують точки t∗ ∈ [0, 1)
такi, що похiдна x′(t) необмежено зростає при t = t∗ + n i n → ∞, а отже, розв’язок
є асимптотично розривним. У випадку а) така точка лише одна, а у випадках б) i в) їх
нескiнченно багато. При бiльш прискiпливому поглядi розв’язки видаються асимптотично
перiодичними з перiодом 2, 3 i 1 вiдповiдно.

Наведений приклад iлюструє той загальний факт, що розв’язки рiвняння (1) прямують
до перiодичних розривнихфункцiй. Цi граничнi функцiї часто мають нескiнченну кiлькiсть
розривiв на будь-якому iнтервалi одиничної довжини (як у випадках б) i в)). У такому разi
розв’язки стають хаотичними при великих t, але з особливiстю майже повної перiодично-
стi—патерн нерегулярної поведiнки зберiгається на бiльшихмасштабах iщораз ускладню-
ється на менших масштабах. Отже, у поведiнцi розв’язкiв вiдбувається подвiйна тенденцiя:

а) непередбачуванiсть внаслiдок дисбалансу деяких або всiх осциляторiв (4);
б) перiодичнiсть внаслiдок повторюваностi у колективнiй поведiнцi осциляторiв (4).
Перше твердження iнтуїтивно зрозумiле. Друге потребує коментаря, чому окремi осци-

лятори, коливаючись незалежно, водночас “працюють” злагоджено, створюючи перiо-
дичний патерн. Узятi разом, осцилятори становлять цiлiсну систему, подану континуаль-
ною сiм’єю траєкторiй fn(ϕ(t)), t ∈ [0, 1), серед яких у типових ситуацiях є багато не-
стiйких траєкторiй. Тому для дослiдження динамiки системи треба аналiзувати не кожну
окрему траєкторiю fn(ϕ(τ)), а пучок близьких до неї траєкторiй fn(ϕ(t)), t ∈ (τ −ε, τ +ε),
до тогож спочатку при n→∞ i лишепотiм при ε→ 0. Тожспiльна асимптотична динамiка
осциляторiв (4) визначається динамiкою околiв точок пiд дiєю f (а не динамiкою точок, як
для дискретного рiвняння xn+1 = f(xn), n ∈ Z+ ). Траєкторiї околiв зазвичай асимптотично
перiодичнi [12], тому система осциляторiв (4) також поводиться асимптотично перiодично.

3. Втрата неперервностi: асимптотична розривнiсть розв’язкiв. На вiдмiну вiд диферен-
цiальних, рiзницевi рiвняння не зумовлюють анi гладкостi, анi неперервностi розв’язкiв.
Як видно з (3), неперервнi розв’язки xϕ(t) породжуються тими ϕ : [0, 1] → I, що задо-
вольняють умови ϕ ∈ C([0, 1), I), ϕ(1 − 0) = f(ϕ(0)). Вважатимемо цi умови виконаними
i доозначимо ϕ(t), поклавши ϕ(1) = ϕ(1 − 0). В усiх випадках на рис. 1 iснують областi,
де розв’язки змiнюються дуже швидко. Це наводить на думку про асимптотичну втрату
неперервностi розв’язками рiвняння (1), через те що вони не є рiвномiрно неперервними.
Чи буде це так, вирiшальною мiрою залежить вiд множини

D(f) =
{
z ∈ I : траєкторiя fn(z), n ∈ Z+, є нестiйкою за Ляпуновим

}
,

яку називають роздiльником вiдображення f. В околi точок з D(f) має мiсце розбiгання
близьких траєкторiй: для кожного z ∈ D(f) iснує d(z) > 0 таке, що при будь-якому ε > 0
знайдуться z∗ ∈ (z − ε, z + ε) i m ∈ Z+ iз властивiстю

∣∣fm(z)− fm(z∗)
∣∣ > d(z).

Значущiсть D(f) для xϕ(t) полягає в наступному. Нехай задля простоти z0 ∈ D(f) є
нерухомою точкою. Якщо ϕ(t0) = z0 i ϕ(t) не має екстремуму при t = t0, то для будь-
якого околу Vn точки tn = t0 + n маємо, що diamxϕ(Vn) > d(z0), починаючи з деякого
n. Це означає, що графiк xϕ(t) поблизу t = tn зi зростанням n стає дедалi схожим на
вертикальний вiдрiзок довжини > d(z0). Тому xϕ(t) не є рiвномiрно неперервним. Якщо
ж ϕ(t) не набуватиме значень з D(f), то xϕ(t) буде рiвномiрно неперервним.
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Отже, всi розв’язки рiвномiрно неперервнi лише за умови, що D(f) = ∅ . Для (2) ця ситуацiя
реалiзується при λ = 1/4, коли нерухома точка α = 1/2 вiдображення g : z 7→ z2 + λ
притягує всi точки з R. Тодi всi розв’язки прямують до стацiонарного розв’язку x(t) ≡ α
при t → ∞, а отже, є рiвномiрно неперервними. Звичайно, деякi розв’язки можуть бути
рiвномiрно неперервними i тодi, коли D(f) 6= ∅. Найпростiший приклад — стацiонарнi
розв’язки (тож завжди iснує хоча б один рiвномiрно неперервний розв’язок). Скажiмо, (2)
при λ 6= 1/4 має два стацiонарнi розв’язки: x1,2(t) ≡ α1,2, що вiдповiдають нерухомим
точкам α1,2 =

(
1 ∓
√

1− 4λ
)
/2 вiдображення g. Якщо 1/4 < λ < 3/4, то α1 6∈ D(f), а

α2 ∈ D(f), проте розв’язок x2(t) все одно є рiвномiрно неперервним. Загалом, типовими
рiвномiрно неперервними розв’язками є асимптотично сталi розв’язки.

Умова D(f) = ∅ виконується у виняткових випадках, тому iснування асимптотично
розривних розв’язкiв характерне для (1). Говорячи якнайзагальнiше:

– майже в усiх рiвнянь вигляду (1) усi розв’язки, крiм асимптотично сталих, асимпто-
тично розривнi,

– точнiше, кожен вiдмiнний вiд асимптотично сталого розв’язок є асимптотично роз-
ривним тiльки за умови

f2(z) 6= z на будь-якому невиродженому iнтервалi, (5)

тобто, f не має iнтервалiв, що складаються з нерухомих точок або циклiв перiоду 2.
Асимптотична розривнiсть розв’язкiв спричиняє градiєнтну катастрофу, коли похiдна

обмеженої функцiї необмежено зростає. Так, для розв’язку з рис. 1 а) iснує послiдовнiсть
t1, t2, . . . , tk, . . . → ∞ така, що при k → ∞ його похiдна при t = tk зростає необмежено,
а його коливання в будь-якому околi t = tk наближається до 1. Для розв’язкiв з рис. 1 б),
в) кiлькiсть точок “градiєнтної катастрофи”, а отже, й кiлькiсть незагасних коливань на
[T, T + 1] зростає ad infinitum при T →∞. Накопичення коливань додає значної складно-
стi та призводить до хаотизацiї розв’язкiв. Градiєнтна катастрофа притаманна кожному
асимптотично розривному розв’язку рiвняння (1).

4. Асимптотична перiодичнiсть розв’язкiв. Граничну поведiнку асимптотично розрив-
ного розв’язку неможливо описати у термiнах неперервних функцiй, необхiдно залучати
ширшi функцiональнi простори з метриками, вiдмiнними вiд стандартних sup-метрик.
Придатним є простiр SC

(
R+, 2I

)
напiвнеперервних зверху функцiй ξ : R+ → 2I , де 2I —

множина всiх замкнених пiдмножин I. Для напiвнеперервних зверху функцiй2 часто за-
стосовується метрика ρH , визначена як вiдстань Гаусдорфа мiж графiками функцiй. Ця
метрика порiвнює функцiї в цiлому (глобально), тож не завжди зручна для обчислень i оцi-
нок. Тому за “основу” для метрики в SC

(
R+, 2I

)
взято iншу метрику ρ∆, яка еквiвалентна

ρH i здiйснює порiвняння функцiй в околах точок (локально). А саме:

ρ∆
(
ξ1

∣∣
[0,L]

, ξ2

∣∣
[0,L]

)
= sup

ε>0
min

{
ε, sup
t∈[0,L]

∆(ξ1(Vε(t)), ξ2(Vε(t)))

}
, L > 0, (6)

де ξ
∣∣
[0,L]

— звуження ξ(t) на [0, L], ∆(·, ·) — вiдстань Гаусдорфа мiж множинами, Vε(t) =

= [t− ε, t+ ε] ∩ [0, L]. Далi метрику в SC
(
R+, 2I

)
визначаємо традицiйно:

2Iснує кiлька еквiвалентних означень напiвнеперервних зверху функцiй; для наших цiлей найбiльш пiдхо-
дить таке: функцiя ξ : I → 2I називається напiвнеперервною зверху, якщо її графiк є замкненою множиною
в I × I.
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ρ∆(ξ1, ξ2) = sup
0<L<∞

ρ∆
(
ξ1

∣∣
[0,L]

, ξ2

∣∣
[0,L]

)
. (7)

Збiжнiсть послiдовностi функцiй у метрицi ρH , а отже, й у ρ∆ еквiвалентна iснуванню
топологiчної границi для послiдовностi їхнiх графiкiв.

Нехай u(τ)(t) = u(t + τ); якщо u(t) = u(p)(t) при деякому p > 0, то u(t) є перiо-
дичною. Розв’язок x(t) називаємо ∆-асимптотично перiодичним, якщо iснує перiодична
функцiя ξ ∈ SC

(
R+, 2R

)
така, що ρ∆

(
x(τ), ξ(τ)

)
→ 0 при τ → ∞, а функцiю ξ називаємо

∆-граничною для x(t). Якщо говорити стисло, то:
– майже в усiх рiвнянь вигляду (1) майже всi розв’язки ∆-асимптотично перiодичнi;

до того ж iснування перiодичних у звичайному сенсi (нестацiонарних) розв’язкiв — явище
виняткове: такi розв’язки є тодi й тiльки тодi, коли (5) порушується.

Надалi умову (5) вважатимемо виконаною.
∆-граничнi функцiї розв’язкiв можна описати за допомогою множини

Qf (z) = ∩δ>0 ∩j>0 ∪i>jf i(Vδ(z)), Vδ(z) = (z − δ, z + δ) ∩ I, (8)

що зветься областю впливу точки3 пiд дiєю f. Множина Qf (z) — верхня топологiчна
границя послiдовностi множин

{
f i(Vδ(z))

}
i
при i → ∞ та δ → 0, а отже, Qf (z) показує,

як далеко вiд траєкторiї точки z вiдходять траєкторiї її сусiднiх точок.
– Iснує цiле p = p(f) > 0 таке, що майже кожен розв’язок xϕ(t) має ∆-граничну функцiю

перiоду p, яка набуває скiнченне число значень i визначається формулою

ξϕ(t) = fn(Qfp(ϕ(t− n))), t ∈ [n, n+ 1), n = 0, 1, . . . , p− 1. (9)

Нехай b·e позначає цiлу частину числа. Коли bte ∈ ϕ−1(D(f)), тодi значення ξϕ(t) є
замкненим невиродженим iнтервалом, який називаємо стрибком; в iншому разi значення
ξϕ(t) — одноточкова множина (синглетон).

Як приклад розглянемо, спираючись на (3), асимптотичну поведiнку розв’язкiв рiвнян-
ня (2) iз рис. 1. Позначимо їхнi початковi функцiї ϕ1, ϕ2, ϕ3 у випадках а) – в) вiдповiдно.
В усiх цих випадках вiдображення g : z → z2 + λ, яке асоцiюється з (2), має двi нерухомi
точки α i α◦, обидвi вiдштовхувальнi, й iнварiантний iнтервал I = [−α◦, α◦]. Як видно з
рисунка, ϕ1, ϕ2, ϕ3, а отже, й вiдповiднi їм розв’язки xϕ1 , xϕ2 , xϕ3 набувають значень iз
I, тож розглядатимемо g лише на I (рис. 2).

Найпростiшим є опис найхаотичнiшого розв’язку x3(t), що виникає при λ = −2. Тодi
I = [−2, 2], кожна точка з I має нестiйку траєкторiю i будь-який її окiл накриває I за
скiнченне число iтерацiй. Тому D(g) = [−2, 2] i Qg(z) = [−2, 2], а отже, xϕ3(t) має ∆-
граничну функцiю ξϕ3(t) = [−2, 2], всюди розривну й перiодичну з перiодом 1.

Найбiльш “хороший” розв’язок x1(t) виникає при λ = −1. Тодi g має притягувальний
цикл перiоду 2, а саме, цикл {β1, β2}, де β1 = −1, β2 = 0. Цей цикл притягує всi точки з I,
крiм множини D(g), що складається з нерухомих точок α, α◦ та їхнiх прообразiв. Отже,
Qg(z) = {β1} ∪ {β2} для z ∈ I \ D(g). Що ж до z ∈ D(g), то пiд дiєю g будь-який її окiл
розтягується в границi до [β1, β2], тому Qg(z) = [β1, β2]. Звiдси такi висновки щодо x1(t).
Згiдно з рисунком iснує одна точка t∗ ∈ [0, 1] така, що ϕ1(t∗) ∈ D(g), а саме, ϕ1(t∗) = α,

3Це поняття введено в [4] у розвиток загальновiдомого поняття пролонгацiї. Дещо пiзнiше його використо-
вували iншi автори, але без уживання термiну “область впливу”.
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Рис. 2. Види динамiчної поведiнки квадратичних вiдображень.

Рис. 3. ∆ -гранична функцiя типового розв’язку рiвняння x(t+ 1) = (x(t))2 − 1,755.

водночас limi→∞ g
2i(ϕ1(t)) = β2 при t ∈ [0, t∗) i limi→∞ g

2i(ϕ1(t)) = β1 при t ∈ (t∗, 1]. Тому
∆-гранична функцiя для xϕ1(t) має вигляд

ξϕ1(t) =


0 при bte ∈ [0, t∗) ∪ (t∗ + 1, 2],

[−1, 0] при bte = t∗, bte = t∗ + 1,

−1 при bte ∈
(
t∗, t∗ + 1

)
,

є перiодичною з перiодом 2 i має один розрив на кожному iнтервалi одиничної довжини.
Тепер про розв’язок xϕ2(t). Вiн виникає при λ = −1,755, коли g майже таке ж, як при

λ = −1. Знову iснує притягувальний цикл, але з перiодом 3, який позначимо {γ1, γ2, γ3} ;

числовi значення знаходяться з рiвняння f3(z)− z
f(z)− z

= 0. Цей цикл притягує всi точки з
I \ D(g), проте роздiльник D(g) має набагато складнiшу структуру — вiн гомеоморфний
множинi Кантора. Як наслiдок ∆-гранична функцiя для xϕ2(t) перiодична з перiодом 3
i має незлiченну кiлькiсть розривiв на кожному iнтервалi одиничної довжини. Формула
для ξϕ2(t) доволi громiздка, хоча формально аналогiчна формулi для ξϕ1(t). Не будемо її
наводити, а просто продемонструємо на рис. 3, наскiльки складною є ξϕ1(t), зокрема її
графiк є самоподiбним у околi вертикальних сегментiв.

Для рiвнянь вигляду (1) можливi ситуацiї, коли типовими є ∆-асимптотично майже
перiодичнi розв’язки, що прямують до майже перiодичних напiвнеперервних зверху функ-
цiй. Для (2) така ситуацiя реалiзується, зокрема, коли λ набуває значення, при якому g має
цикли з перiодами 1, 2, 22, 23, . . . , i тiльки.
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5. Специфiчнi особливостi розв’язкiв. Для рiвняння (1) типовi ∆-асимптотично перiо-
дичнi розв’язки з розривними граничнимифункцiями.Це, з одного боку, говорить про регу-
лярнiсть динамiки розв’язкiв, а з iншого вказує на те, що їхня асимптотична поведiнка може
бути дуже складною через складну геометрiю ∆-граничних функцiй. Приклад рiвняння (2)
показує, що ускладнення розв’язку xϕ(t) зi зростанням t пов’язане з топологiчною струк-
турою множини розривiв його ∆-граничної функцiї ξϕ(t), тобто з D(f, ϕ) = {t = t∗ + n :
t∗ ∈ ϕ−1(D(f))}. Тут вирiшальна роль належить множинi ϕ−1(D(f)), яка здебiльшого
успадковує структуру роздiльника D(f) i є першопричиною нестандартних властивостей
розв’язкiв. Далi коротко наведено цi властивостi (якi виникають, коли f має цикл перiоду,
вiдмiнного вiд степеня 2).

Фрактальна геометрiя розв’язкiв. Хаотичнiсть розв’язку xϕ(t) природно оцiнювати,
виходячи з геометрiї графiка його ∆-граничної функцiї ξϕ(t), складнiсть якої визначає
структура множини ϕ−1(D(f)). Коли ϕ−1(D(f)) має додатну фрактальну розмiрнiсть, тодi
можемо говорити про дуже високий степiнь хаосу. Дiйсно, як множина на площинi гра-
фiк ξϕ(t) є локально самоподiбним (див. рис. 3) i, крiм того, фрактальним, тобто його
фрактальна розмiрнiсть бiльша за одиницю. Останнє можна коротко пояснити так. Нехай
dimbox позначає box-counting розмiрнiсть (одну з версiй фрактальної розмiрностi), а gr —
графiк функцiї. Якщо розглянути граничнi функцiї ξϕ1 , ξϕ2 , ξϕ3 , то очевидно, що

dimbox gr ξϕ|[0,1] = dimbox ϕ
−1(D(f)) + 1,

принаймнi для ξϕ(t) зi скiнченною множиною значень на ϕ−1(D(f)). Тож за умови, що
dimbox ϕ

−1(D(f)) > 0, фрактальна розмiрнiсть gr ξϕ|[0,1], а отже, й gr ξϕ|[T,T+1] бiльша за 1
i навiть може дорiвнювати 2. Зокрема,

dimbox gr ξϕ2 |[T,T+1] < 2, dimbox gr ξϕ3 |[T,T+1] = 2, T > 0.

Цi факти говорять про асимптотично фрактальну геометрiю розв’язкiв. На рис. 4 пока-
зано, як “працює” асимптотична фрактальнiсть на прикладi розв’язку з рис. 1 б). При
горизонтальному збiльшеннi фрагмент графiка a виявляється майже копiєю графiка з
[6, 7], фрагмент b так само виглядає майже копiєю графiка з [9, 10]. Така ситуацiя продов-
жує повторюватися з кроком 3 вздовж осi t (розмiр кроку дорiвнює перiоду ∆-граничної
функцiї розв’язку, а кiлькiсть коливань зростає експоненцiально).

Space-filling властивiсть. Графiк кожного розв’язку xϕ(t) має розмiрнiсть 1. Проте,
якщо ϕ−1(D(f)) — iнтервал (як на рис. 1 в)), то графiк його ∆-граничної функцiї ξϕ(t)
має розмiрнiсть 2, точнiше,

dimbox gr ξϕ2 |[T,T+δ] = 2 при будь-яких T, δ > 0.

З геометричного погляду це означає, що (неперервна) крива s = xϕ(t) стає зi зростанням
t дедалi подiбною до space-filling кривої (кривої Пеано), що проходить через кожну точку
деякого квадрата. А саме, для будь-якого ε > 0 iснує Tε > 0 таке, що grxϕ(t) перетинає
ε-окiл кожної точки областi Πϕ,T =

{
(t, s) ∈ gr ξϕ

∣∣
[T,∞)

}
при t > Tε. Тобто, grxϕ(t) “на-

магається” цiлковито заповнити область Πϕ,T при T � 1. Прикладом цього є розв’язок
з рис. 1 в): чим бiльше T, тим щiльнiше його графiк заповнює область [T,∞) × [−2, 2].
Загалом, подiбна поведiнка притаманна кожному розв’язку xϕ(t), для якого ϕ−1(D(f))
мiстить принаймнi один iнтервал. Такi розв’язки називаємо сильно хаотичними.
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Рис. 4. Асимптотична самоподiбнiсть роз’язкiв.

Потрапляння за горизонт передбачуваностi. Для сильно хаотичних розв’язкiв немож-
ливо надiйно обчислити значення при великих t. Тодi кажуть, що розв’язок знаходиться за
горизонтом передбачуваностi. За приклад знову вiзьмiмо xϕ3(t) з рис. 1 в). З асимптотичної
поведiнки його ∆-граничної функцiї ξϕ3(t) = [−2, 2] випливає, що незалежно вiд t, t′ ∈ R+

значення xϕ3(t + n) i xϕ3(t′ + n) вiдрiзняються при певному n = n′ на величину, майже
рiвну дiаметру iнтервалу [−2, 2]. Тобто при фiксованому t для як завгодно малих ε > 0 i
δ > 0 iснує K > 0 таке, що

sup
t′: |t−t′|<ε

|xϕ3(t+ n)− xϕ3(t′ + n)| ≥ d− δ, d = diam [−2, 2].

Загалом, для хаотичних xϕ(t) справедлива та ж сама формула, де d — найменший iз
дiаметрiв стрибкiв функцiї ξϕ(t).

Отже, знаходження числових значень сильно хаотичних розв’язкiв рано чи пiзно втра-
чає сенс. Невiдворотнiсть виходу за горизонт передбачуваностi фiксує той факт, що ба-
гатьом природним системам притаманно поводитися так, як ми не можемо очiкувати
(наскiльки б глибоко їх не дослiджували).

Space-filling властивiсть та потрапляння за горизонт передбачуваностi зумовленi чутли-
вою залежнiстю f вiд початкових даних i вiдзеркалюють її в геометричному та, вiдповiдно,
обчислювальному планах.

Явище автостохастичностi. У загальному розумiннi автостохастичнiсть — це спон-
танний розвиток у детермiнованiй системi хаотичних процесiв, якi можна описати в iмо-
вiрнiсних термiнах [13]. Щодо (1), то автостохастичнiсть полягає в iснуваннi розв’язкiв,
якi виходять за горизонт передбачуваностi, проте їхня поведiнка асимптотично точно опи-
сується випадковими процесами. Ймовiрнiсний опис згодом-непередбачуваних розв’язкiв
виявляється можливим, коли f має гладку (абсолютно неперервну вiдносно мiри Лебега)
iнварiантну мiру. В моделях, описуваних за допомогою (1), автостохастичнiсть фiзично
реалiзовна у тому сенсi, що iснують однопараметричнi сiм’ї хаотичних f, якi мають гладку
iнварiантну мiру на множинi параметрiв додатної мiри Лебега.
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Як приклад вiзьмiмо (2) з λ = −2, коли вiдповiдне вiдображення g : z 7→ z2 − 2 має
гладку iнварiантну мiру µ(dz) = −dz/π

√
4− z2, зосереджену на I = [−2, 2]. Для g майже

кожна траєкторiя нестiйка, всюдищiльна на I, а ймовiрнiсть,що вона потрапить умножину
A ⊂ I, асимптотично точно визначається випадковою величиною з розподiлом P (A) =
= µ(A). Ця часова стохастичнiсть траєкторiй вiдображення g трансформується у про-
сторово-часову стохастичнiсть розв’язкiв рiвняння (2). Точнiше, нестацiонарний розв’язок
xϕ(t) можна розглядати як пучок траєкторiй gn(z), що виходять iз z = ϕ(t), t ∈ [0, 1]. За
умови несингулярностi ϕ(t) ансамбль випадкових величин, що вiдповiдають цьому пучку,
утворює випадковий процес4, який описуватиме статистичнi властивостi xϕ(t).

Для строгого обґрунтуванняцихмiркувань замiсть SC(I, 2I) використано iншийрозши-
рений простiр R(I, I), що складається з випадкових i детермiнованих вимiрних функцiй ζ :
I → I, i запропоновано спецiальну метрику ρ#, яка дозволяє порiвнювати функцiї на пiд-
ставi їхнiх скiнченновимiрних розподiлiв. Установлено, що за умови iснування у f гладкої
iнварiантної мiри кожний сильно хаотичний розв’язок прямує у метрицi ρ# до певного
випадкового процесу, який визначається згаданою iнварiантною мiрою (див. [14] та наве-
дену там бiблiографiю). Задля конкретностi наведемо формулювання для (2) при λ = −2.
Кожному розв’язку xϕ(t) з несингулярною ϕ(t) вiдповiдає граничний випадковий про-
цес ζϕ(t), скiнченновимiрнi розподiли якого визначаються через µ. Його одновимiрний
розподiл має вигляд

F (t, x) = µ([−2, x]) = − 1

π

x∫
−2

dz√
4− z2

= − 2

π
arcsin

1

2

√
2− x, x ∈ [−2, 2]. (10)

Розподiли вищих порядкiв також виражаються через µ, але здебiльшого вже залежать вiд
ϕ (наявнiсть автокореляцiй). Процес ζϕ(t) описує статистичну поведiнку xϕ(t). Зокрема,
ймовiрнiсть того, що xϕ(t) у вiддалений момент набуває значення з [a, b] ⊂ I, майже
дорiвнює F (t, b) − F (t, a). Рiзним розв’язкам зазвичай (але не завжди) вiдповiдають рiзнi
граничнi випадковi процеси. Якщо нехтувати автокореляцiями (якi часто не важливi для
застосувань), то асимптотичну динамiку майже всiх розв’язкiв, включно зi зображеним на
рис. 1 в), можна описати за допомогою лише одного, спрощеного, випадкового процесу —
стацiонарного процесу з незалежними значеннями, який повнiстю визначається однови-
мiрним розподiлом (10). Тут спостерiгаємо спонтанну еволюцiю розв’язкiв у напрямку
“забування” початкових умов.

Каскадне утворення структур. Вiдмiннi вiд асимптотично сталих розв’язки мають
надзвичайно важливу властивiсть — утворення структур їхнiми графiками, що наочно
демонструють приклади розв’язкiв iз рис. 1. На рис. 1 а) явно проглядається формування
на [n, n+ 2], n ∈ Z+, простої структури, граничний вигляд якої зображено на рис. 5 а). Для
решти розв’язкiв процес самоструктурування значно складнiший.

На рис. 5 б) показано, як у графiку з рис. 1 б) вiдбувається каскадне виникнення коге-
рентних структур (якi тривалий перiод майже не змiнюють форми). З виникненням струк-
тур менших масштабiв структури бiльших масштабiв продовжують iснувати, що приводить
до каскадної просторово-часової iєрархiї структур. Кожен iєрархiчний ланцюжок скла-
дається з геометрично подiбних структур, унаслiдок чого утворюється фракталоподiбна

4 Функцiю ϕ(t) називаємо несингулярною, якщо mesϕ−1(A) = 0 при mesA = 0 (mes позначає мiру
Лебега). Виконання умов узгодженостi Колмогорова забезпечується iнварiантнiстю µ стосовно g i несингу-
лярнiстю ϕ.
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а)

б)

Рис. 5. Утворення структур.

структура, локально самоподiбна на рiзних масштабних рiвнях (скейлiнг). Вiдповiдальною
за цей тип структурування є дуже складна топологiчно-динамiчна органiзацiя басейну
притягувального циклу {γ1, γ2, γ3} вiдображення g.

Графiк з рис. 1 в) надає приклад iншого типу самоорганiзацiї, де поява структур мен-
шого масштабу супроводжується руйнуванням структур бiльшого масштабу. З певного
моменту структури стають такими дрiбними, що вже не є когерентними, i їхню колектив-
ну динамiку можна розглядати як хаотичне змiшування. Цей тип структурування виникає
тому, що множина D(g) є щiльною на iнварiантному iнтервалi I.

Коли f складнiше за унiмодальне вiдображення (скажiмо, бiмодальне), рiвняння (1)
зазвичай має розв’язки з обома типами самоструктурування, до того ж iснують розв’язки
iз самоструктуруванням першого типу на одних iнтервалах та другого типу на iнших (хи-
мероподiбнi структури).

6. Про застосування та iдеальну турбулентнiсть. Коли йдеться про застосування рiз-
ницевих рiвнянь iз неперервним аргументом, вiдразу ж виникає питання про можливiсть
їхнього використання для дослiдження функцiональних рiвнянь, якi замiною змiнних мож-
на звести до рiзницевих. На жаль, такий пiдхiд здебiльшого виявляється формальним i не
дозволяє автоматично отримати змiстовнi результати. Зворотна замiна змiнних при повер-
неннi до функцiонального рiвняння може суттєво спотворити “якiсний портрет” розв’язкiв.
Вiзьмiмо, наприклад, q -рiзницеве рiвняння

x(qt) = f(x(t)), q > 1, t ∈ R+, (11)

сама назва якого говорить про його спорiдненiсть iз рiзницевимирiвняннями. Замiна t = qτ ,
x(t) = y(τ) приводить (11) до вигляду y(τ + 1) = f(y(τ)). Проте, коли f нелiнiйне, задача
про успадковування рiвнянням (11) властивостей рiзницевих рiвнянь зовсiм не тривiальна i
вимагає спецiальних дослiджень. Адже x(t) отримується “експоненцiйним розтягненням”
y(τ) вздовж осi t (у q разiв при зростаннi t на 1), а це при великих q призводить до принци-
пових вiдмiнностей у поведiнцi x(t) та y(τ). Втiм, перехiд вiд функцiонального рiвняння
до вже дослiдженого рiзницевого може бути корисним, скажiмо, допоможе сформулювати
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вiрогiднi гiпотези щодо якiсної поведiнки розв’язкiв. Одним iз прикладiв i є рiвняння (11),
яке саме з таких позицiй дослiджено в [15, 16].

Значно оптимiстичнiше виглядає ситуацiя iз застосуванням рiзницевих рiвнянь у теорiї
диференцiально-рiзницевих рiвнянь, а також у нелiнiйнiй математичнiй фiзицi, зокрема
при моделюваннi просторово-часового хаосу.

Перша з цих областей не потребує спецiальних коментарiв, беззаперечна користь вiд
застосування при цьому теорiї рiзницевих рiвнянь очевидна. Насамперед, це стосується
рiвнянь нейтрального типу (якi найближчi до рiзницевих), а також цiлком iнтегрованих
рiвнянь [4], якi безпосередньо зводяться до рiзницевих. Так, рiвняння

ẋ(t+ 1) = 2x(t) ẋ(t), t ∈ R+, (12)

iнтегруванням зводиться до сiм’ї рiзницевих рiвнянь

x(t+ 1) = (x(t))2 + λ, t ∈ R+, λ— параметр. (13)

Iз мiркувань неперервностi випливає, що розв’язок xϕ(t) рiвняння (12) буде розв’язком
лише одного рiвняння з сiм’ї (13), а саме рiвняння

x(t+ 1) = (x(t))2 + λ[ϕ], де λ[ϕ] = ϕ(1)− (ϕ(0))2.

Отже, одне з найпростiших диференцiально-рiзницевих рiвнянь має всi специфiчнi
особливостi рiзницевих рiвнянь, навiть бiльше: воно за рiзноманiттям розв’язкiв “багатше”
за кожне окреме рiвняння з (13). Для складнiших рiвнянь, безпосередньо не звiдних до
рiзницевих, застосування останнiх пов’язане з розвиненням теорiї збурень.

Щодо другої областi застосувань наведемо деякi пояснення. Давно вiдомо, що при
дослiдженнi крайових задач для рiвнянь iз частинними похiдними можуть виникати рiв-
няння з вiдхиленням аргументу (рiзницевi, функцiональнi, диференцiально-функцiональнi
i т. п.). У цьому планi рiзницевi рiвняння надають багато простих i наочних прикладiв (див,
зокрема, [17, 18]). Вiзьмiмо крайову задачу для рiвняння переносу

wt − wx = 0, t ∈ R+, x ∈ [0, 1], (14)

w|x=1 = f(w|x=0), f − C1 — гладка функцiя. (15)

Для (14) загальний розв’язок має вигляд w(x, t) = u(x + t), де u — довiльна C1 -гладка
функцiя. Пiдставляючи цю формулу в (15), одержуємо для u(t) рiзницеве рiвняння

u(t+ 1) = f(u(t)), t ∈ R+. (16)

Тож розв’язок wϕ(x, t), вiдповiдний до умови w|t=0 = ϕ(x), можна подати у виглядi
wϕ(x, t) = uϕ(x+ t), де uϕ — розв’язок, вiдповiдний до умови u(t) = ϕ(t), t ∈ [0, 1].

Ще один приклад: крайова задача для хвильового рiвняння

wtt − wxx = 0, t ∈ R+, x ∈ [0, 1], (17)

w|x=0 = 0, wt|x=1 = g(wx)|x=1, g − C1 — гладка функцiя. (18)
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Рис. 6. Один iз сценарiїв переходу до розподiленого хаосу.

Загальний розв’язок для (17) записуємо як w(x, t) = u1(x + t) + u2(x − t), де u1, u2 —
довiльнi C2 -гладкi функцiї. Пiдстановка у (18) показує,що u = u′1(t) задовольняє рiзницеве
рiвняння

u(t+ 1)− u(t− 1) = g(u(t+ 1) + u(t− 1)), t ∈ R+. (19)

Звiсно, формули переходу вiд розв’язкiв рiвняння (19) до розв’язкiв задачi (17), (18) вже не
такi простi, як у попередньому прикладi (див. [19]).

Поведiнка розв’язкiв крайових задач, звiдних до рiзницевих або близьких до них рiв-
нянь, не менш складна, нiж у рiзницевих рiвнянь, якi досконало пiдходять для моде-
лювання складних нелiнiйних явищ, як-от: каскади структур спадаючих масштабiв, змi-
шування, утворення фракталiв тощо. На основi цього запропоновано концепцiю iдеаль-
ної турбулентностi — математичного феномена, який надає принципово новi сценарiї
просторово-часового хаосу. Цi сценарiї заснованi на складностi “внутрiшньої” (просто-
рової) структури “точок” атрактора, водночас динамiка на самому атракторi може бути
простою, наприклад, атрактор може складатися з однiєї нерухомої точки. Iдеальна тур-
булентнiсть спостерiгається у багатьох iдеалiзованих моделях (що нехтують внутрiшнiм
опором) реальних систем, якi вивчаються в електродинамiцi, акустицi, радiофiзицi. Понят-
тя “iдеальна турбулентнiсть” увiйшло в наукову термiнологiю, представлено в Encyclopedia
of Nonlinear Science [1]. Основнi результати та бiблiографiю див. у [2, 20 – 22].

Вiзуальної виразностi iдеальна турбулентнiсть набуває у крайових задачах iз двома
просторовими змiнними, наприклад як на рис. 6. Це iлюстрацiя до крайової задачi

wt = wx + wy, vt = −vx − vy, (x, y) ∈ R× [0, 1], t ∈ R+,

w|y=0 = v|y=0, w|y=1 = f(v)|y=1, f(z) = λ
(
1− z2

)
− 1.

При кожному t ∈ R+ розв’язок цiєї задачi визначає у площинi (x, y) векторне поле
(w(x, y, t), v(x, y, t)). Щоб вiзуалiзувати просторово-часову еволюцiю поля, у точках (x, y)
обчислено його модуль m = m(x, y, t) i вiдповiдний пiксель дисплея зафарбовано згiдно
з обраною шкалою. Збiльшуючи t, можна простежити динамiку отримуваних миттєвих
портретiв, намальованих “пiкчером” m. На рис. 6, який вiдповiдає випадку λ = 1,925, ви-
разно простежуються етапи виникнення каскадної просторово-часової iєрархiї структур.
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Структури з iєрархiчного ланцюжка демонструють геометричну подiбнiсть: третя картин-
ка (t = 12) “стрiмко розмножується” зi зростанням часу, але зi зменшенням у масштабах.
Зрештою вiдбувається формування фрактальної структури, самоподiбної на рiзних мас-
штабних рiвнях (скейлiнг), як це добре видно з трьох останнiх картинок (t = 16, t = 18,
t = 22). Всi цi явища описуються строго математично завдяки можливостi зведення кра-
йової задачi до рiзницевого рiвняння.

Можна з упевненiстю стверджувати, що аналiз крайових задач методом редукцiї до рiз-
ницевих рiвнянь (звiсно, коли це можливо) та створення надалi теорiї збурень сприятимуть
iстотному просуванню до глибшого розумiння таких складних явищ як самоорганiзацiя та
детермiнований хаос.

Лiтература
1. A. N. Sharkovsky, E. Yu. Romanenko, Turbulence: ideal, Encyclopedia of Nonlinear Science (ed. A. Scott),

Routledge, New York (2005).
2. О. М. Шарковський, О. Ю. Романенко, Iдеальна турбулентнiсть: фрактальнi i стохастичнi атрактори

траєкторiй в iдеалiзованих моделях математичної фiзики, Iн-т математики НАН України, Київ (2020).
3. О. Ю. Романенко, Рiзницевi рiвняння з неперервним аргументом, Iн-т математики НАН України, Київ

(2014).
4. А. Н. Шарковский, Ю. Л. Майстренко, Е. Ю. Романенко, Разностные уравнения и их приложения, Наук.

думка, Київ (1986).
5. E. Yu. Romanenko, Attractors of continuous difference equations, Comput. Math. Appl., 36, № 10-12, 377 – 390

(1998).
6. M. Kuczma, Functional equations in a single variable, Państwowe Wydawnictwo Naukowe, Warsaw (1968).
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