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We consider weakly perturbed boundary-value problems for integro-differential equations with degenerate
kernel in Banach spaces. We obtain conditions of bifurcation of solutions of weakly perturbed boundary-
value problems for integro-differential equations in Banach spaces from the point ε = 0. We propose a
convergent iterative procedure for determination of at least one solution in the form of the power series∑+∞

i=−1
εizi(t) in ε.

Розглянуто слабко збуренi крайовi задачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз виродженим
ядром у банахових просторах. Отримано умови бiфуркацiї з точки ε = 0 розв’язкiв слабко збурених
крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь у банахових просторах. Запропоновано збiжну
iтерацiйну процедуру знаходження принаймнi одного розв’язку у виглядi ряду

∑+∞

i=−1
εizi(t) за

степенями ε.

1. Вступ. Ця робота є продовженням дослiджень з вивчення умов розв’язностi та побу-
дови загальних розв’язкiв слабко збурених iнтегро-диференцiальних рiвнянь Фредгольма
з виродженим ядром у банахових просторах, якi було розпочато в [1]. При дослiдженнi
умов бiфуркацiї та зображення у загальному виглядi розв’язкiв слабко збурених iнтегро-
диференцiальних рiвнянь iз виродженим ядром у банахових просторах у виглядi ряду
Лорана використовувався метод Вiшiка –Люстерника [2].

О. А. Бойчук i Є. В. Панасенко [3], використовуючи пiдхiд до дослiдження диференцi-
альних систем у банахових просторах [4], отримали умови виникнення розв’язкiв слабко
збурених крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь у банахових
просторах.

Слабко збуренi системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь дослiджено в [5], а крайовi
задачi для не всюди розв’язних сингулярних диференцiальних рiвнянь у скiнченновимiр-
них просторах вивчено в [6].

Розроблений у [7] загальний пiдхiд до дослiдження слабко збурених операторних рiв-
нянь з узагальнено оборотними операторами у лiнiйнiй частинi у банахових просторах
широко застосовується при аналiзi рiзних типiв слабко збурених рiвнянь. Так, у [8] дослi-
джено слабко збуренi iнтегральнi рiвняння Фредгольма з виродженим ядром у банахових
просторах, а в [1] — слабко збуренi iнтегро-диференцiальнi рiвняння Фредгольма з виро-
дженим ядром у банахових просторах.

Цю роботу присвячено дослiдженню умов iснування та побудови розв’язкiв слабко
збурених крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз виродженим ядром у
банахових просторах iз урахуванням специфiки, притаманної цим рiвнянням.
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2. Постановка задачi. Нехай B, B1, B2 —банаховi простори, I = [a, b] — скiнченний
промiжок.

Розглянемо слабко збурену крайову задачу для iнтегро-диференцiального рiвняння

(Lz)(t) := ż(t)−
b∫

a

[
n∑

i=1

Pi(t)Wi(s)z(s) +

n∑
i=1

Qi(t)Vi(s)ż(s)

]
ds =

= f(t) + ε

b∫
a

[K(t, s)z(s) +K1(t, s)ż(s)]ds, (1)

`z(·) = α+ ε`1z(·). (2)

Використовуючи позначення [9, c. 1470]

P (t) = [P1(t), . . . , Pn(t)] , Q(s) = [Q1(t), . . . , Qn(t)] ,

W (t) = col [W1(t), . . . ,Wn(t)] , V (s) = col [V1(t), . . . , Vn(t)] ,

крайову задачу (1), (2) запишемо у виглядi

ż(t)−
b∫

a

[P (t)W (s)z(s) +Q(t)V (s)ż(s)]ds =

= f(t) + ε

b∫
a

[K(t, s)z(s) +K1(t, s)ż(s)]ds, (3)

`z(·) = α+ ε`1z(·), (4)

де оператор-функцiї P (t) i Q(t) дiють iз B1 у B2, сильно неперервнi з нормами |||P ||| =
= supt∈I‖P (t)‖B1→B2 < ∞ i |||Q||| = supt∈I‖Q(t)‖B1→B2 < ∞, а оператор-функцiї W (t)
та V (t) дiють iз B2 у B1, сильно неперервнi з нормами |||W ||| = supt∈I‖W (t)‖B2→B1 <
< ∞ i |||V ||| = supt∈I‖V (t)‖B2→B1 < ∞, вектор-функцiя f(t) дiє з вiдрiзка I у B2 :
f(t) ∈ C(I,B2) := {f(·) : I → B2, |||f ||| = supt∈I‖f(t)‖} , C(I,B2) — банаховий простiр
неперервних на I вектор-функцiй зi значеннями у B2, оператор-функцiї K(t, s) i K1(t, s)
визначенi у квадратi I × I i дiють iз банахового простору B2 у B2 за кожною змiнною,
сильно неперервнi за сукупнiстю змiнних t, s з нормами |||K||| = supt,s∈I‖K(t, s)‖B2 <∞
i |||K1||| = supt,s∈I‖K(t, s)‖B2 <∞, ` : C1(I,B2)→ B — лiнiйний векторний функцiонал,
α ∈ B, ε << 1 — малий параметр.

Розв’язком z(t) крайової задачi (1), (2) будемо називати таку вектор-функцiю z(t), яка
задовольняє рiвняння (1) i крайову умову (2). При цьому z(t) ∈ C(I,B2), ż(t) ∈ C1(I,B2),
де C1(I,B2) —банаховий простiр неперервно-диференцiйовних вектор-функцiй з нормою
|||z||| =

∑1

k=0
sup
t∈I

∥∥∥z(k)(t)∥∥∥
B2

, де z(k)(t) — k -та похiдна вiд z(t). Похiдну ż(t) розумiємо

у сенсi [4, c. 140].
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Припустимо, що породжуюча крайова задача

(Lz)(t) := ż(t)−
b∫

a

[P (t)W (s)z(s) +Q(t)V (s)ż(s)]ds = f(t), (5)

`z(·) = α, (6)

яку отримуємо з крайової задачi (3), (4), при ε = 0 не має розв’язкiв при довiльних
неоднорiдностях f(t) ∈ C(I,B2) i α ∈ B.

Мета цiєї роботи: чи можна за допомогою лiнiйного збурення звести крайову задачу (3),
(4) до розв’язної? А якщо можна, то якими повиннi бути складовi збурених оператор-
функцiй K(t, s), K1(t, s) в iнтегро-диференцiальнiй системi (3) та вектор-функцiонала `1
у крайовiй умовi (4), щоб вона стала розв’язною при будь-яких неоднорiдностях f(t) ∈
∈ C(I,B2) i α ∈ B?

Труднощi дослiдження крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь полягають
у тому, що iнтегро-диференцiальний оператор не має оберненого, тобто лiнiйне рiвняння з
таким оператором не є завжди розв’язним [10, 11]. Тому для розв’язання цiєї задачi будемо
використовувати теорiю узагальненого обернення операторiв [12] i, зокрема, узагальнено-
го обернення iнтегральних [13] та iнтегро-диференцiальних [14] операторiв Фредгольма з
виродженим ядром у банахових просторах, а також теорему про умови iснування та побудо-
ви загальних розв’язкiв крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь у банахових
просторах [9].

3. Попереднi вiдомостi. Для розв’язання поставленої задачi необхiдно отримати умови
розв’язностi та загальний вигляд розв’язкiв породжуючої крайової задачi (5), (6).

Умови iснування та зображення загального розв’язку iнтегро-диференцiального рiв-
няння (5) дослiджено в [9, 14], але, враховуючи специфiку поставленої задачi, стисло
наведемо необхiдний матерiал.

Виконуючи замiну ż(t) = y(t) або

z(t) =

t∫
a

y(s)ds+ c0, c0 ∈ B2,

зведемо iнтегро-диференцiальне рiвняння (5) до iнтегрального рiвняння

y(t)−M(t)

b∫
a

N(s)y(s)ds = g(t), (7)

де

M(t) =
[
P (t), Q(t)

]
, N(s) = col

[
W̃ (s), V (s)

]
,

W̃ (s) =

b∫
s

W (τ)dτ, W = W̃ (a), g(t) = f(t) + P (t)Wc0. (8)
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Нехай D = IB1×B1 − A, A =

∫ b

a
N(s)M(s) ds, D : B1 ×B1 → B1 ×B1 — обмежений

узагальнено оборотний оператор. Тодi iснують обмеженi проєктори [15] PN(D) : B1×B1 →
→ N(D) на нуль-простiр N(D) i PYD

: B1×B1 → YD на пiдпростiр YD = B1×B1	R(D)
оператора D; D− — обмежений узагальнено обернений оператор до оператора D [12].

Надалi клас лiнiйних обмежених узагальнено оборотних операторiв, якi дiють iз бана-
хового простору X у банаховий простiр Y будемо позначати через GI(X,Y).

Вiдомо [13], що при виконаннi умови

PYD

b∫
a

N(s)g(s) ds = 0 (9)

i лише за неї iнтегральне рiвняння (7) має сiм’ю розв’язкiв

y(t) = M(t)PN(D)

[
c1

c1

]
+ g(t) +M(t)D−

b∫
a

N(s)g(s) ds,

де c1 — довiльний елемент банахового простору B1.

Для знаходження значення c0 ∈ B2, при якому умова розв’язностi (9) буде виконувати-
ся, пiдставимо g(t) з (8) у (9). У результатi отримаємо операторне рiвняння

Sc0 = b0, (10)

де

S = PYD

b∫
a

N(s)P (s)W ds = PYD
ÃW, S : B2 → B1 ×B1,

Ã =

b∫
a

N(s)P (s)ds, Ã : B2 → B1 ×B1,

b0 = −PYD

b∫
a

N(s)f(s) ds, b0 ∈ B1 ×B1.

Нехай оператор S ∈ GI(B2,B1×B1) узагальнено оборотний, а отже, нормально розв’я-
зний. Тодi iснують обмеженi проєктори PN(S) : B2 → B2, PYS

: B1 × B1 → B1 × B1 i
обмежений узагальнено обернений оператор S− : B1 ×B1 → B2 до оператора S.

Рiвняння (10) i, як наслiдок, неоднорiдне iнтегро-диференцiальне рiвняння (5) розв’язне
для тих i лише тих f(t) ∈ C([a, b],B2), якi задовольняють умову [9, 14]

PYS
b0 = −PYS

PYD

b∫
a

N(s)f(s) ds = 0,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2022, т. 25, № 1



БIФУРКАЦIЯ РОЗВ’ЯЗКIВ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ . . . 29

i при цьому рiвняння (5) має сiм’ю розв’язкiв

z(t) =
[
X1(t), X2(t)

][c
d

]
+
(
L−f

)
(t), (11)

де

X1(t) = M̃(t)PN(D), X2(t) = L̃(s)PN(S) + PN(S),

M̃(t) =

t∫
a

M(t) ds, L̃(t) =

t∫
a

[
P (t) +M(t)D−Ã

]
W ds,

c ∈ B1, d ∈ B2 —довiльнi сталi, (L−f) (t) — узагальнено обернений оператор до iнтегро-
диференцiального оператора L [14].

Пiдставивши розв’язок (11) у крайову умову (6), отримаємо операторне рiвняння

[
Q1, Q2

][c
d

]
= α− `

(
L−f

)
(·),

вiдносно довiльних сталих c ∈ B1, d ∈ B2, де Q1 = `X1(·), Q2 = `X2(·) — лiнiйнi
обмеженi оператори.

Нехай оператори Q1 : B1 → B i Q̂2 = PYQ1
Q2 : B2 → B узагальнено оборотнi.

У цьому випадку iснують обмеженi проєктори [16]

PYQ
= PY

Q̂2
PYQ1

, PN(Q) =

[
PN(Q1) P̃

N(Q̂2)

0 P
N(Q̂2)

]
, P̃

N(Q̂2)
= −Q−1 Q2PN(Q̂2)

(12)

i обмежений узагальнено обернений оператор

Q− =

[
Q̃−1

Q̃−2

]
, Q̃−1 = Q−1 −Q

−
1 Q2Q̂

−
2 PYQ1

, Q̃−2 = Q̂−2 PYQ1
. (13)

Теорема 1 [9]. Нехай D ∈ GI(B1×B1,B1×B1) , S ∈ GI(B2,B1×B1) , Q1 ∈ GI(B1,B)
i Q̂2 ∈ GI(B2,B) . Тодi вiдповiдна (5), (6) однорiдна (f(t) = 0, α = 0) крайова задача має
сiм’ю розв’язкiв

z(t) =
[
X1(t), X2(t)

]
PN(Q)

[
c

d

]
,

де c ∈ B1, d ∈ B2 — довiльнi сталi.
Неоднорiдна крайова задача (5), (6) має розв’язки для тих i лише тих f(t) ∈ C([a, b],B2)

i α ∈ B, якi задовольняють систему умов
PYS
PYD

∫ b

a
N(s)f(s)ds = 0,

PY
Q̂2
PYQ1

{α− `(L−f)(·)} = 0,

(14)
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при виконаннi яких вона має сiм’ю розв’язкiв

z(t) =
[
X1(t), X2(t)

]
PN(Q)

[
c

d

]
+G[f ](t) +

[
X1(t)Q̃

−
1 +X2(t)Q̃

−
2

]
α, (15)

де

G[f ](t) =
(
L−f

)
(t)−

[
X1(t)Q̃

−
1 +X2(t)Q̃

−
2

]
`
(
L−f

)
(·)

— узагальнений оператор Грiна.
Враховуючи структуру проєктора PN(Q) (12) та узагальнено оберненого оператора Q−

(13) розв’язок (15) запишемо у виглядi

z(t) =
[
X̃1(t), X̃2(t)

][c
d

]
+ z̄(t),

де

z̄(t) = G[f ](t) +X(t)Q̃−α,

X̃1(t) = X1(t)PN(Q1), X̃2(t) = X1(t)P̃N(Q̂2)
+X2(t)PN(Q̂2)

, (16)

X(t)Q̃− = X1(t)Q̃
−
1 +X2(t)Q̃

−
2 .

4. Промiжний результат. Для розв’язання поставленої задачi нам необхiдно встановити
умови розв’язностi та зображення розв’язкiв рiвнянь iз лiнiйним оператором B0, який є
(2× 2)-вимiрною операторною матрицею.

Нехай X1, X2, Y1, Y2 — банаховi простори.
Розглянемо рiвняння

B0

[
c

d

]
=

[
B11 B12

B21 B22

][
c

d

]
=

[
y1

y2

]
, (17)

де B11 : X1 → Y1, B12 : X2 → Y1, B21 : X1 → Y2 B22 : X2 → Y2 — лiнiйнi обмеженi
оператори. Таким чином, оператор B0 дiє з банахового простору X1 × X2 у банаховий
простiр Y1 ×Y2.

Запишемо рiвняння (17) у виглядi системи операторних рiвняньB11c+B12d = y1,

B21c+B22d = y2.
(18)

Нехай оператор B11 належить GI(X1,Y1). Позначимо через PYB11
обмежений про-

єктор на пiдпростiр YB11 = Y1 	R(B11), PN(B11) — обмежений проєктор на нуль-простiр
N(B11) оператора B11, B

−
11 — обмежений узагальнено обернений оператор до операто-

ра B11.
Тодi перше рiвняння системи (18) має розв’язок вiдносно c ∈ X1 тодi й лише тодi, коли

виконується умова [12]

PYB11
[y1 −B12d] = 0, (19)
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при виконаннi якої воно має сiм’ю розв’язкiв

c = PN(B11)c̄+B−11[y1 −B12d], (20)

де c̄ — довiльний елемент банахового простору X1.
Пiдставимо знайдене c з (20) у друге рiвняння системи (18):

B21

{
PN(B11)c̄+B−11[y1 −B12d]

}
+B22d = y2

або

B̃22d = y2 −B21B
−
11y1 −B21PN(B11)c̄, (21)

де B̃22 = B22 −B21B
−
11B12 — лiнiйний обмежений оператор.

Нехай оператор B̃22 належить GI(X2,Y2). Тодi рiвняння (21) має розв’язок вiдносно
d ∈ X2 тодi i лише тодi, коли виконується умова [12]

PY
B̃22

[
y2 −B21B

−
11y1 −B21PN(B11)c̄

]
= 0, (22)

при якiй воно має сiм’ю розв’язкiв

d = P
N(B̃22)d̄+ B̃−22

[
y2 −B21B

−
11y1 −B21PN(B11)c̄

]
, (23)

де d̄ — довiльний елемент банахового простору X2, PY
B̃22

— обмежений проєктор на
пiдпростiр Y

B̃22
= Y2 	 R(B̃22), PN(B̃22)

— обмежений проєктор на нуль-простiр N(B̃22)

оператора B̃22, B̃
−
22 — обмежений узагальнено обернений оператор до оператора B̃22.

Тодi, пiдставивши (23) у (19), отримаємо умови розв’язку першого рiвняння систе-
ми (18):

PYB11
B12B̃

−
22B21PN(B11)c̄− PYB11

B12PN(B̃22)d̄+

+
(
PYB11

+ PYB11
B12B̃

−
22B21B

−
11

)
y1 − PYB11

B12B̃
−
22y2 = 0. (24)

Позначимо B̂−22 = B12B̃
−
22B21.

Пiдставляючи (23) у (20), маємо

c =
[
PN(B11) +B−11B̂

−
22PN(B11)

]
c̄−B−11B12PN(B̃22)d̄+

+
[
B−11 +B−11B̂

−
22B

−
11

]
y1 −B−11B12B̃

−
22y2. (25)

З умов (24) i (22) одержуємо умови розв’язностi матричного операторного рiвняння (18): PYB11
B̂−22PN(B11) −PYB11

B12PN(B̃22)

−PY
B̃22

B21PN(B11) 0

[c̄
d̄

]
+

+

PYB11
+ PYB11

B̂−22B
−
11 −PYB11

B12B̃
−
22

−PY
B̃22

B21B
−
11 PY

B̃22

[y1
y2

]
= 0. (26)
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Тодi, враховуючи (23) та (25), отримуємо загальний розв’язок операторної системи (18):[
c

d

]
=

PN(B11) +B−11B̂
−
22PN(B11) −B−11B12PN(B̃22)

−B̃−22B21PN(B11) P
N(B̃22)

[c̄
d̄

]
+

+

[
B−11 +B−11B̂

−
22B

−
11 −B−11B12B̃

−
22

−B̃−22B21B
−
11 B̃−22

][
y1

y2

]
,

де c̄ ∈ X1, d̄ ∈ X2 — елементи, якi задовольняють умову (26).
Позначимо через B̃0 = B0−K звуження оператора B0 на пiдпростiр R

(
B̃0

)
⊆ R(B0), де

K =

−PYB11
B̂−22PN(B11) PYB11

B12PN(B̃22)

PY
B̃22

B21PN(B11) 0

.
По аналогiї з [16] можна показати, що оператор

PY
B̃0

=

PYB11
+ PYB11

B̂−22B
−
11 −PYB11

B12B̃
−
22

−PY
B̃22

B21B
−
11 PY

B̃22

 (27)

є обмеженим проєктором на пiдпростiр Y
B̃0

= Y1 ×Y2 	R
(
B̃0

)
, а оператор

B̃−0 =

[
B−11 +B−11B̂

−
22B

−
11 −B−11B12B̃

−
22

−B̃−22B21B
−
11 B̃−22

]
(28)

— обмеженим узагальнено оборотним оператором до оператора B0 на пiдпросторi R
(
B̃0

)
,

де R
(
B̃0

)
— пiдпростiр областi значень R(B0) оператора B0.

Теорема 2. Нехай оператори B11 ∈ GI (X1,Y1) i B̃22 = B21B
−
11B12 ∈ GI (X2,Y2) . Тодi

при виконаннi умови

PY
B̃0

[
y1

y2

]
= 0 (29)

операторне рiвняння (17) має принаймнi один розв’язок[
c

d

]
= B̃−0

[
y1

y2

]
, (30)

де PY
B̃0

— обмежений проєктор на пiдпростiр Y
B̃0

= Y1 ×Y2 	R
(
B̃0

)
, Y

B̃0
⊇ YB0 , B̃

−
0 —

обмежений узагальнено обернений оператор до оператора B0 на пiдпросторi R
(
B̃0

)
⊆ R(B0).

Доведення. Покажемо, що оператор PY
B̃0

—обмежений проєктор, тобто P2
Y
B̃0

= PY
B̃0

;

P2
Y
B̃0

=

PYB11
+ PYB11

B̂−22B
−
11 −PYB11

B12B̃
−
22

−PY
B̃22

B21B
−
11 PY

B̃22

2

=
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=


(
PYB11

+ PYB11
B̂−22B

−
11

)2
+ PYB11

B12B̃
−
22PYB̃22

B21B
−
11

−PY
B̃22

B21B
−
11

(
PYB11

+ PYB11
B̂−22B

−
11

)
+ PYB11

B12B̃
−
22PYB̃22

B21B
−
11

−
(
PYB11

+ PYB11
B̂−22B

−
11

)
PYB11

B12B̃
−
22 − PYB11

B12B̃
−
22PYB̃22

PY
B̃22

B21B
−
11PYB11

B12B̃
−
22 + P2

Y
B̃22

 =

=

PYB11
+ PYB11

B̂−22B
−
11 −PYB11

B12B̃
−
22

−PY
B̃22

B21B
−
11 PY

B̃22

 = PY
B̃0
,

оскiльки B−11PYB11
= 0, B̃−22PYB̃22

= 0.

Таким чином, оператор PY
B̃0

є проєктором. Його обмеженiсть є наслiдком обмеженостi
компонент, з яких вiн складається.

Очевидно, що проектор PY
B̃0

є розширенням проектора PYB0
на пiдпростiр YB0⊕R(K).

Тому умова розв’язностi (29) є бiльш жорсткою, нiж умова (26).
Далi знайдемо суперпозицiю операторiв B0 та B̃−0 :

B0B̃
−
0 =

[
B11 B12

B21 B22

][
B−11 +B−11B̂

−
22B

−
11 −B−11B12B̃

−
22

−B̃−22B21B
−
11 B̃−22

]
=

=

[
B11B

−
11 +B11B

−
11B̂

−
22B

−
11 + B̂−22B

−
11 B11B

−
11B12B̃

−
22 +B12B̃

−
22

B21B
−
11 +B21B

−
11B̂

−
22B

−
11 +B22B̃

−
22B21B

−
11 −B21B

−
11B12B̃

−
22 +B22B̃

−
22

]
=

=

IY1 − PYB11

(
IX2 + B̂−22B

−
11

)
PYB11

B12B̃
−
22

PY
B̃22

B21B
−
11 IY2 − PYB̃22

 =

=

[
IY1 0

0 IY2

]
−

PYB11

(
IX2 + B̂−22B

−
11

)
−PYB11

B12B̃
−
22

−PY
B̃22

B21B
−
11 PY

B̃22

 = IY1×Y2 − PYB̃0
. (31)

Пiдставивши розв’язок (30) у рiвняння (17), з урахуванням (31) отримаємо

B0B̃
−
0

[
y1

y2

]
=
(
IY1×Y2 − PYB̃0

)[y1
y2

]
=

[
y1

y2

]
,

оскiльки виконується умова (29).
5. Основний результат. Нехай породжуюча крайова задача (5), (6) не має розв’язкiв,

тобто система умов (14) не виконується.
Знайдемо умови, за яких за допомогою лiнiйного збурення крайову задачу (3), (4)

можна звести до розв’язної. Для розв’язання цiєї проблеми застосуємо метод Вiшика –
Люстерника [2].

Розв’язки крайової задачi (3), (4) будемо шукати у виглядi ряду за степенями малого
параметра ε, який мiстить вiд’ємну степiнь ε :

z(t, ε) =

+∞∑
i=−1

εizi(t). (32)
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Пiдставимо ряд (32) у крайову задачу (3), (4) i прирiвняємо коефiцiєнти при однакових
степенях ε. При ε−1 отримаємо однорiдну крайову задачу для iнтегро-диференцiального
рiвняння

ż−1(t)−M(t)

b∫
a

[
W (s)z−1(s) + V (s)ż−1(s)

]
ds = 0, (33)

`z−1(·) = 0 (34)

для знаходження коефiцiєнта z−1(t) ряду (32).
За теоремою 1 однорiдна крайова задача (33), (34) має сiм’ю розв’язкiв

z−1(t) =
[
X̃1(t), X̃2(t)

][c−1
d−1

]
, (35)

де c−1 ∈ B1, d−1 ∈ B2 — довiльнi елементи, якi визначимо на наступному кроцi.
Позначимо через

(
K̃ϕ
)
(t) оператор, який дiє на функцiю ϕ(t) ∈ C (I,B2) , ϕ̇(t) ∈

∈ C1 (I,B2) , за правилом

(
K̃ϕ
)
(t) =

b∫
a

(K(t, s)ϕ(s) +K1(t, s)ϕ̇(s)) ds. (36)

Прирiвнюючи коефiцiєнти при ε0, одержуємо крайову задачу

ż0(t)−M(t)

b∫
a

[W (s)z0(s) + V (s)ż0(s)]ds = f(t) +
(
K̃z−1

)
(t), (37)

`z0(·) = α+ `1z−1(·) (38)

для визначення коефiцiєнта z0(t) ряду (32).
За теоремою 1 лiнiйна неоднорорiдна крайова задача (33), (34) має розв’язки тодi i лише

тодi, коли виконується система умов
PYS
PYD

∫ b

a
N(s)

[
f(s) +

(
K̃z−1

)
(s)
]
ds = 0,

PY
Q̂2
PYQ1

{
α+ `1z−1(·)− `L−

[
f +

(
K̃z−1

)]
(·)
}

= 0.

(39)

Пiдставивши z−1(t) з (35) у (39), отримаємо систему операторних рiвнянь вiдносно

невiдомого вектора
[
c−1

d−1

]
:



PYS
PYD

∫ b

a
N(s)

(
K̃
[
X̃1, X̃2

])
(s) ds

c−1
d−1

 = −PYS
PYD

∫ b

a
N(s)f(s)ds,

PY
Q̂2
PYQ1

{
`1

[
X̃1(·), X̃2(·)

]
− `L−

(
K̃
[
X̃1, X̃2

])
(·)
}c−1

d−1

 =

= −PY
Q̂2
PYQ1

[α− `L−f(·)] ,

(40)
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де дiя оператора K̃ (36) та функцiонала `1 на операторну матрицю
[
X̃1, X̃2

]
вiдбувається

за правилами (
K̃
[
X̃1, X̃2

])
(t) =

[(
K̃X̃1

)
(t),

(
K̃X̃2

)
(t)
]
,

`1

[
X̃1(·), X̃2(·)

]
=
[
`1X̃1(·), `1X̃2(·)

]
.

Позначивши

B11 = PYS
PYD

b∫
a

N(s)
(
K̃X̃1

)
(s) ds, B11 : B1 → B1,

B12 = PYS
PYD

b∫
a

N(s)
(
K̃X̃2

)
(s) ds, B12 : B2 → B1,

B21 = PY
Q̂2
PYQ1

[
`1X̃1(·)− `L−

(
K̃X̃1

)
(·)
]
, B21 : B1 → B,

B22 = PY
Q̂2
PYQ1

[
`1X̃2(·)− `L−

(
K̃X̃2

)
(·)
]
, B22 : B2 → B,

f1 = −PYS
PYD

b∫
a

N(s)f(s) ds, f2 = −PY
Q̂2
PYQ1

[
α− `L−f(·)

]
,

(41)

з (40) отримаємо рiвняння

B0

[
c−1

d−1

]
=

[
f1

f2

]
, (42)

для визначення елементiв c−1 ∈ B1 i d−1 ∈ B2, де

B0 =

[
B11 B12

B21 B22

]
, B0 : B1 ×B2 → B1 ×B (43)

— операторна матриця, елементи якої Bij , i = 1, 2, j = 1, 2, визначенi спiввiдношення-
ми (41).

Нехай B11 ∈ GI(B2,B1) i B̃22 = B21B
−
11B12 ∈ GI(B2,B). За теоремою 2 операторне

рiвняння (42) при виконаннi умови

PY
B̃0

[
f1

f2

]
= PY

B̃0

PYS
PYD

∫ b

a
N(s)f(s) ds

PY
Q̂2
PYQ1

{α− `L−f(·)}

 = 0 (44)

має принаймнi один розв’язок

[
c−1

d−1

]
= −B̃−0

PYS
PYD

∫ b

a
N(s)f(s) ds

PY
Q̂2
PYQ1

{α− `L−f(·)}

,
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де обмежений проєктор PY
B̃0

визначено рiвнiстю (27), а обмежений узагальнено оберний
оператор B̃−0 — рiвнiстю (28).

Пiдставивши col (c−1, d−1) у (35), отримаємо розв’язок однорiдної крайової зада-
чi (33), (34)

z−1(t) = −
[
X̃1(t), X̃2(t)

]
B̃−0

PYS
PYD

∫ b

a
N(s)f(s) ds

PY
Q̂2
PYQ1

{α− `L−f(·)}

,
який є коефiцiєнтом при ε−1 ряду (32).

Умова (44) буде завжди виконуватися, якщо виконується умова

PY
B̃0

[
PYS
PYD

PY
Q̂2
PYQ1

]
= 0. (45)

При виконаннi умови (45) i, як наслiдок, умов (44) та (40) за теоремою 1 неоднорiдна
крайова задача (37), (38) має сiм’ю розв’язкiв

z0(t, c0) =
[
X̃1(t), X̃2(t)

][c0
d0

]
+ z̄0(t), (46)

де вектор col (c0, d0) ∈ B1×B2 буде визначено на наступному кроцi, а частинний розв’язок
z̄0(t) обчислюється за формулою (16):

z̄0 = G

f(·) +

b∫
a

[K(·, s)z−1(s) +K1(·, s)ż−1(s)]ds

 (t)+

+X(t)Q̃− [α+ `1z−1(·)] = G[f ](t) +G
[
K̃z̄−1

]
(t) +X(t)Q̃− [α+ `1z−1(·)] ,

дiю оператора K̃ визначено рiвнiстю (36).
Для визначення коефiцiєнта z1(t) ряду (32) отримаємо крайову задачу

ż1(t)−M(t)

b∫
a

[W (s)z1(s) + V (s)ż1(s)]ds =
(
K̃z0

)
(t), (47)

`z1(·) = `1z0(·). (48)

За теоремою 1 з умов розв’язностi крайової задачi (47), (48)
PYS
PYD

∫ b

a
N(s)

(
K̃z0

)
(s)ds = 0,

PY
Q̂2
PYQ1

{
`1z0(·)− `L−

(
K̃z0

)
(·)
}

= 0
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з урахуванням (46) отримаємо систему операторних рiвнянь

PYS
PYD

∫ b

a
N(s)

(
K̃
[
X̃1, X̃2

])
(s) ds

c0
d0

 =

= −PYS
PYD

∫ b

a
N(s)G

[
K̃z̄0

]
(s) ds,

PY
Q̂2
PYQ1

{
`1

[
X̃1(·), X̃2(·)

]
− `L−K̃

[
X̃1(·), X̃2(·)

]}c0
d0

 =

= −PY
Q̂2
PYQ1

{
`1G

[
K̃z̄−1

]
(·)− `

(
L−G

[
K̃z̄−1

])
(·)
}
.

(49)

Використовуючи позначення (41), з системи (49) одержуємо операторне рiвняння для
визначення сталої col (c0, d0) ∈ B1 ×B2 :

B0

[
c0

d0

]
= −

 PYS
PYD

∫ b

a
N(s)

(
K̃z̄0

)
(s) ds

PY
Q̂2
PYQ1

{
`1z̄0(·)− `

(
L−
(
K̃z̄0

))
(·)
}
, (50)

де B0 — операторна матриця (43).
Операторне рiвняння (50) при виконаннi умови (45) має принаймнi один розв’язок[

c0

d0

]
= −B̃−0

 PYS
PYD

∫ b

a
N(s)

(
K̃z̄0

)
(s) ds

PY
Q̂2
PYQ1

{
`1z̄0(·)− `

(
L−
(
K̃z̄0

))
(·)
}
. (51)

Пiдставивши (51) у (46), одержимо коефiцiєнт ряду (32) при ε0 :

z0(t) =
[
X̃1(t), X̃2(t)

]
B̃−0

 PYS
PYD

∫ b

a
N(s)

(
K̃z̄0

)
(s) ds

PY
Q̂2
PYQ1

{
`1z̄0(·)− `

(
L−
(
K̃z̄0

))
(·)
}
+

+G[f ](t) +G
[
K̃z−1

]
(t) + X̃(t)Q̃− [α+ `1z−1(·)] .

При виконаннi умови (45) крайова задача (47), (48) має сiм’ю розв’язкiв

z1(t, c1) =
[
X̃1(t), X̃2(t)

][c1
d1

]
+ z̄1(t),

де вектор col [c1, d1] ∈ B1 ×B2 знайдемо на наступному кроцi iтерацiйного процесу,

z̄1(t) = G
[
K̃z0

]
(t) + X̃(t)Q̃−`1z0(·).

Дiючи за iндукцiєю, для визначення коефiцiєнтiв zi(t) при εi ряду (32) отримуємо
крайовi задачi

żi(t)−M(t)

b∫
a

[W (s)zi(s) + V (s)żi(s)]ds =
(
K̃zi−1

)
(t), (52)
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`zi(·) = `1zi−1(·), i = 2, 3, . . . . (53)

З критерiїв розв’язностi крайових задач (52), (53)
PYS
PYD

∫ b

a
N(s)

(
K̃zi−1

)
(s) ds = 0,

PY
Q̂2
PYQ1

[
`1zi−1(·)− `L−

(
K̃zi−1

)
(·)
]

= 0

(54)

отримаємо операторнi рiвняння

B0

[
ci−1

di−1

]
= −

 PYS
PYD

∫ b

a
N(s)

(
K̃z̄i−1

)
(s) ds

PY
Q̂2
PYQ1

{
`1z̄i−1(·)− `

(
L−
(
K̃z̄i−1

))
(·)
}
 (55)

для визначення сталих
[
ci−1

di−1

]
, i = 2, 3, . . . .

Операторнi рiвняння (55) для кожного i = 2, 3, . . . при виконаннi умови (45) мають
принаймнi один розв’язок

[
ci−1

di−1

]
= −B̃−0

 PYS
PYD

∫ b

a
N(s)

(
K̃z̄i−1

)
(s) ds

PY
Q̂2
PYQ1

{
`1z̄i−1(·)− `

(
L−
(
K̃z̄i−1

))
(·)
}
.

Отже, при виконаннi умови (45) i, як наслiдок, умов (54), крайовi задачi (52), (53) для
кожного i = 2, 3, . . . мають розв’язки

zi(t) =
[
X̃1(t), X̃2(t)

][ci
di

]
+ z̄i(t),

де
z̄i(t) = G

[
K̃zi−1

]
(t) + X̃(t)Q̃−`1zi−1(·), i = 2, 3, . . . .

Таким чином, справедлива така теорема.
Теорема 3. Нехай оператори D ∈ GI(B1 × B1,B1 × B1), S ∈ GI(B2,B1 × B1), Q1 ∈

∈ GI(B1,B) i Q̂2 ∈ GI(B2,B), породжуюча крайова задача (5), (6) при довiльних неоднорiд-
ностях f(t) ∈ C(I,B2) та α ∈ B не має розв’язкiв.

Тодi якщо оператори B11 ∈ GI(B1,B1), B̃22 ∈ GI(B2,B) i

PY
B̃0

[
PYS
PYD

PY
Q̂2
PYQ1

]
= 0,

то слабко збурена крайова задача (3), (4) при довiльних неоднорiдностях f(t) ∈ C(I,B2) i
α ∈ B має принаймнi один розв’язок у виглядi абсолютно збiжного при довiльних фiксованих
ε ∈ (0, ε∗] ряду (32), коефiцiєнти якого визначаються за допомогою iтерацiйного алгоритму

zi(t) =
[
X̃1(t), X̃2(t)

][ci
di

]
+ z̄i(t), i = −1, 0, 1, . . . ,
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[
ci

di

]
=



−B̃−0

PYS
PYD

∫ b

a
N(s)f(s) ds

PY
Q̂2
PYQ1

{α− `L−f(·)}

, якщо i = −1,

−B̃−0

 PYS
PYD

∫ b

a
N(s)

(
K̃z̄i−1

)
(s) ds

PY
Q̂2
PYQ1

{
`1z̄i−1(·)− `

(
L−
(
K̃z̄i−1

))
(·)
}
, якщо i = 0,∞,

z̄i(t) =


0, якщо i = −1,

G[f ](t) +G
[
K̃z̄−1

]
(t) +X(t)Q̃− [α+ `1z−1(·)] , якщо i = 0,

G
[
K̃zi−1

]
(t) + X̃(t)Q̃−`1zi−1(·), якщо i = 1,∞.

Отже, при виконаннi умови (45) слабко збурена крайова задача (3), (4) при довiльних
неоднорiдностях f(t) ∈ C(I,B2) i α ∈ B має принаймнi один розв’язок у виглядi ряду

z(t, ε) =

+∞∑
i=−1

εizi(t) =

+∞∑
i=−1

εi
[
X̃1(t), X̃2(t)

][ci
di

]
+

+∞∑
i=−1

εiz̄i(t). (56)

Враховуючи той факт, що всi оператори, за допомогою яких визначаються коефiцiєнти
ряду (56), обмеженi, можна показати, що iснує ε∗ таке, що для фiксованого ε ∈ (0, ε∗]
ряд (56) рiвномiрно збiжний.

Доведення рiвномiрної збiжностi ряду (56) проводиться аналогiчно наведеному у [7, 8].
Зауваження. Якщо крайова задача (3), (4) розглядається у скiнченновимiрних або не-

скiнченновимiрних гiльбертових просторах, то теорема 3 значно спрощується, оскiльки у
цих просторах нормально розв’язнi оператори завжди узагальнено оборотнi.
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