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We investigate the subject domain of analytical analysis of military confrontation (as a part of military
security) of the low-intensity conflict described by nonlinear Lanchester equations. The precondition for
choosing this type of model is a slow decrease in the share of preserved forces (the parties act cautiously at
the conflict), and the process itself with a protracted and sluggish development of the situation lasts for an
“infinitely” long time, which is not provided by the linear model class. Analytical analysis is carried out in
two directions. According to the first of them, it is established the formulaic relationship of the initial ratio
of forces with the specified criteria. The expression is obtained in the form of a quadratic dependence in
contrast to the previously derived biquadratic dependence for nonlinear systems describing the intensive
type of action. The second direction concerns the analytical estimation of the time to achieve the ultimate
goal of one of the parties of the conflict, where the original system by special transformation is reduced to
one nonlinear differential equation of the first order, which has a solution for time with tabular integrals.
All analytical statements are confirmed by numerical examples. The results of numerical integration of
the nonlinear system of differential equations chosen for analysis are also presented.

Розглянуто предметну область аналiтичного аналiзу вiйськового протиборства (як складової ча-
стини воєнної безпеки), в якiй дослiджується конфлiкт низької iнтенсивностi, що описується нелi-
нiйними рiвняннями Ланчестера. Передумовою для вибору такого типу моделi є повiльне убування
частки збережених сил (сторони у конфлiктi дiють обережно), а сам процес iз затяжним i повiльним
розвитком ситуацiї триває “нескiнченно” довго, що не забезпечується лiнiйним класом моделi. Ана-
лiтичний аналiз здiйснюється у двох напрямах. Згiдно з першим iз них установлюється формульний
взаємозв’язок вихiдного спiввiдношення сил iз заданими критерiальними величинами. Вираз отри-
мано у виглядi квадратичної залежностi, на вiдмiну вiд виведеної ранiше залежностi бiквадратного
характеру для нелiнiйних систем, що описують iнтенсивний тип дiй. Другий напрям стосується ана-
лiтичної оцiнки часу досягнення кiнцевої мети дiй однiєї зi сторiн у конфлiктi, де вихiдна система
за допомогою спецiального перетворення зводиться до одного нелiнiйного диференцiального рiв-
няння першого порядку, що має розв’язок для параметра часу, за допомогою табличних iнтегралiв.
Усi аналiтичнi викладки пiдтверджено чисельними прикладами. Наведено результати чисельного
iнтегрування обраної для аналiзу нелiнiйної системи диференцiальних рiвнянь.

1. Вступ. Прикладнi дослiдження у предметнiй областi протидiї сторiн, що конфлiктують,
досить багатограннi i стосуються широкого кола взаємозалежних процесiв, де в основу
аналiтичних розрахункiв покладено методи математичного аналiзу (диференцiального та
iнтегрального числення) з подальшим виходом у область теорiї оптимального управлiння
[1], насамперед у тiй її частинi, що стосується вибору однiєю зi сторiн конфлiкту найкращих
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(необхiдних) для неї параметрiв процесу або їхнiх оптимальних спiввiдношень, наприклад,
спiввiдношення сил протягом усього часу конфлiкту. При оцiнюваннi цього параметра най-
бiльш актуальним є питання щодо визначення необхiдного початкового спiввiдношення
сил для гарантованого досягнення мети дiй у цiлому з урахуванням заданих критерiїв. Не
менш актуальним є питання стосовно визначення часу досягнення необхiдних (заданих)
критерiальних величин. Саме з позицiї кiлькiсного оцiнювання всiх заданих величин що-
до конфлiкту низької iнтенсивностi (найменш вивченого у спецiальнiй лiтературi) i буде
викладено матерiал статтi.

2. Аналiз дослiджень i публiкацiй. Серед значного арсеналу математичних моделей
у прикладнiй областi протиборства сторiн особливе мiсце посiдають аналiтичнi моделi
Ланчестера.

Дослiдження таких моделей, розпочате в роботах їхнього автора, знайшло подальший
розвиток у виглядi узагальненої моделi Ланчестера [2]:

dA(t)

dt
= P − aB(t)− cA(t)− kA(t)B(t),

dB(t)

dt
= Q− bA(t)− gB(t)− lB(t)A(t),

(1)

де A(t), B(t) — кiлькiсть одиниць угруповань сторiн (або їхня чисельнiсть); dA(t)

dt
,

dB(t)

dt
— динамiка змiни кiлькостi одиниць сторiн у часi; a, b — iнтенсивностi ефектив-

ного вражаючого впливу кожної одиницi сторiн вiдповiдно (у загальному випадку функцiї
величин A(t), B(t)); P, Q — швидкостi вiдновлення втрат за рахунок введення резервiв;
c, g, k, l — невiд’ємнi параметри.

Аналiз (1) при k = l = 0 проведено у [2]. Для k 6= 0, l 6= 0, але при c = g = 0 його було
продовжено у монографiї [3], а також у низцi iнших робiт.

Наступним етапом розвитку методу динамiки середнiх у формi рiвнянь Ланчестера
стала подальша деталiзацiя процесу протидiї для рiзнотипних засобiв (див. наприклад, [4])
зi збiльшенням (за кiлькiстю цих засобiв) порядку системи диференцiальних рiвнянь, що
значно ускладнювало її дослiдження. Для пониження розмiрностi задачi у [5] та в низцi
iнших робiт було запропоновано пiдхiд iз використанням коефiцiєнтiв спiврозмiрностi
рiзнотипних засобiв. У результатi початкова багатовимiрна система перетворювалася на
систему диференцiальних рiвнянь у виглядi (1).

Отже, дослiдження системи диференцiальних рiвнянь у формi запису Ланчестера й досi
не втратило своєї значущостi, особливо у планi розв’язання двох актуальних питань, якi
висвiтлено у вступнiй частинi статтi i не вiдображено у спецiальнiй лiтературi, присвяченiй
конфлiкту низької iнтенсивностi.

Частково цi питання розглянуто для конфлiктiв iз високою iнтенсивнiстю подiй [6], якi
описуються системою (1), при дотриманнi умов, що резерви не вводяться P = Q = 0, а
коефiцiєнти c = g = k = l = 0. Тут параметри a i b пропорцiйнi поточним величинам
спiввiдношень сил сторiн i апроксимуються нелiнiйними залежностями вигляду:
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a = γ
B(t)

A(t)
, γ = const,

b = ν
A(t)

B(t)
, ν = const.

(2)

У дiапазонi спiввiдношення величин A(t) i B(t) у (2), що найчастiше трапляються
у практицi, рiвняння (1) з урахуванням прийнятих у [6] обмежень описують процес зi
швидкою змiноюпараметрiв,що якраз i характерно для конфлiкту з високою iнтенсивнiстю
дiй сторiн.

Для такого класу систем у [6] знаходяться аналiтичнi залежностi, якi встановлюють
взаємозв’язок вихiдного спiввiдношення сил сторiн, беручи до уваги кiнцевi критерiальнi
величини. Однак за межами цiєї роботи залишилися питання щодо аналiтичного розрахун-
ку часу досягнення цих критерiальних величин.

Формулювання мети статтi.Метоюцiєї статтi є дослiдження нелiнiйного класу динамiч-
них систем, що описують перебiг процесiв у збройних конфлiктах низької iнтенсивностi,
для отримання аналiтичних оцiнок у виглядi встановлення формульного взаємозв’язку ви-
хiдного (початкового) спiввiдношення сил сторiн iз заданими критерiальними величинами
на момент завершення процесу (перший результат) iз виведенням алгоритму розрахунку
його тривалостi за часом (другий результат).

Вибiр моделi та критерiальних залежностей. Залишаючись у рамках нелiнiйного пiд-
ходу, будемо шукати загальний вигляд моделi як нелiнiйної динамiчної системи i для
конфлiкту з низькою iнтенсивнiстю дiй сторiн. Передумовою для цього є повiльне убуван-
ня частки збережених сил (сторони у конфлiктi дiють обережно), а сам процес iз затяжним
i повiльним розвитком ситуацiї триває “нескiнченно” довго.

Оберемо для дослiдження динамiчну систему у формi запису (1) зi збереженням у
правих частинах рiвнянь тiльки крайнiх складових при k = βA(0)−1 i l = α(B(0))−1, де
α i β — сталi величини, а A(0) i B(0) — початковi чисельностi сторiн [3]. Для зручностi
подальшого аналiзу зобразимо (1) у виглядi

dA(t)

dt
= −β A(t)

A(0)
B(t);

dB(t)

dt
= −α B(t)

B(0)
A(t).

(3)

Дотримуючись [3], саме така модель описує процеси з зазначеними ранiше особли-
востями тривалого за часом характеру (координати процесу взагалi не перетинають вiсь
абсцис i тiльки при t→∞ наближаються до неї).

Уведемо до розгляду критерiальнi величини, якi характернi для оцiнювання параметрiв
у предметнiй областi протиборства сторiн. До таких показникiв, насамперед, належить
величина спiввiдношення сил сторiн

K(t) =
A(t)

B(t)
,
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оцiнювання якої має важливе значення як на початковiй стадiї конфлiкту t = 0, так i на
завершальному його етапi при t = T. Формалiзуємо це такими залежностями:

K(0) =
A(0)

B(0)
, K(T ) =

A(T )

B(T )
. (4)

Уведемо до розгляду також показник

R(T ) =
B(0)−B(T )

B(0)
, (5)

який характеризує вiдноснi втрати сторони B на момент часу t = T.

Значення наведених показникiв K(T ) i R(T ) на завершальному етапi дiй розглядаються
як критерiальнi обмеження (вiдповiдно K(T )необх. i R(T )доп. ), при яких мета дiй у цьому
випадку для сторони B у конфлiктi досягається.

Пiдкреслимо, що аналiтичне дослiдження системи (3) для встановлення однозначно-
го взаємозв’язку критерiальних обмежень iз вихiдними значеннями спiввiдношення сил
сторiн не має логiчного завершення. Це стосується i фактора розвитку ситуацiї у часi.

3. Виведення формульного взаємозв’язку вихiдного спiввiдношення сил iз заданими кри-
терiальними величинами (перший результат). Cкористаємося способами знаходження за-
гальних iнтегралiв системи диференцiальних рiвнянь [7]. Тодi запис рiвнянь у виглядi (3)
дозволяє знайти один iз таких iнтегралiв. Дiйсно, виконуючи необхiднi математичнi ви-
кладки, отримуємо

A(t) =
β

α

B(0)

A(0)
B(t) + C, (6)

де C — довiльна стала iнтегрування.
Вираз (6) справедливий для будь-якого моменту часу. Тодi для t = 0 i t = T перепишемо

його у виглядi

A(0) =
β

α

(B(0))2

A(0)
+ C,

A(T ) =
β

α

B(0)

A(0)
B(T ) + C.

(7)

Вилучаючи з системи (7) сталу iнтегрування C i враховуючи спiввiдношення (4), а також
(5), записуємо

(K(0))2 −K(T )(1−R(T ))K(0)− β

α
R(T ) = 0. (8)

Квадратне рiвняння (8) вiдносно невiдомої величини K(0) має два коренi, один iз яких
вилучається з фiзичних мiркувань (величина його вiд’ємна). Замiнюючи у (8) величини
K(T ) i R(T ) необхiдними, наприклад, для сторони B значеннями K(T )необх. i R(T )доп.,
завжди можна за допомогою параметра K(0) з першого рiвняння (4) знайти таке початкове
значення чисельностi B(0) сторони B, яке забезпечить їй досягнення необхiдної мети у
конфлiктi. Тут потрiбно взяти до уваги, що початкова чисельнiсть A(0) сторони A вiдома.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2022, т. 25, № 1



ПРО МОДЕЛЬ ЛАНЧЕСТЕРА ДЛЯ КОНФЛIКТУ НИЗЬКОЇ IНТЕНСИВНОСТI 45

Зазначимо, що вираз (8) має квадратичний вигляд змiни величини K(0), на вiдмiну вiд
аналогiчної величини з бiквадратною формою змiни для конфлiкту iз високою iнтенсивнi-
стю дiй.

Отже, формула (8) є першим результатом роботи.
4. Визначення часу досягнення заданих критерiальних величин (другий результат). Ви-

значимо час досягнення мети стороною B. Насамперед, за початковими умовами знайдемо
величину сталої iнтегрування у виразi (7):

C =
(A(0))2α− (B(0))2β

αA(0)
. (9)

Пiдставимо (6) з урахуванням (9) у друге рiвняння (3). Тодi отримаємо

dB(t)

dt
= − β

A(0)
(B(t))2 +DB(t), (10)

де
D = β

B(0)

A(0)
− α A(0)

B(0)
.

Перепишемо (10) у виглядi

dt =
dB(t)

− β

A(0)
(B(t))2 +DB(t)

, (11)

де праву частину подано у формi табличного iнтеграла [8].
Iнтегруючи вираз (11), знаходимо залежнiсть

t =
1

D
ln

B(t)

−β B(t)

A(0)
+D

+ C1. (12)

У (12) стала iнтегрування C1 визначається з початкових умов. Остаточно для t вираз (12)
записуємо у виглядi

t =
1

D
ln

B(t)

(
−β B(0)

A(0)
+D

)
B(0)

(
−β B(t)

A(0)
+D

) . (13)

Якщо в (13) замiсть величини B(t) пiдставити її значення B(T ) з (5) з урахуванням
вiдомого значення R(T ) = R(T )доп. та знайденої ранiше величини B(0), томожна отримати
час t = T досягнення заданих критерiальних обмежень.

До речi, аналогiчним алгоритмомможна скористатися для знаходження T i для випадку
швидкого розвитку конфлiктної ситуацiї. Аналiтичний розрахунок цього параметра в [6]
не розглядався.

Отже, формула (13) є другим результатом роботи.
Виведенням (8) i (13) досягаємо мету цiєї статтi.
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A(t); B(t)
(умов. од.)

B(0) = 1637 умов. од.

2270

1876

1483

1090
0,0 14,0 28,0 42,0

A(t)

B(t)

t (діб)

Рис. 1. Змiна кiлькостi одиниць сторiн.

Приклади розрахункiв. Оберемо для розрахунку такий набiр вихiдних даних. Вiдомо
початковий склад сторони A, який становить величину A(0) = 2270 умовних одиниць
(умов. од.). Вiдомi також параметри α = 0,01 умов. од./добу i β = 0,03 умов. од./добу.

Необхiдно знайти таку початкову величину кiлькостi одиниць сторони B (з урахува-
нням того, що B(0) < A(0), а β > α, при якiй з часом можливе досягнення рiвностi сил
сторiн A(T ) = B(T ), K(T )необх. = 1, iз дотриманням умови щодо припустимої величини
вiдносних втрат сторони B при значеннi показника R(T )доп. = 0,333 од. Потрiбно також
знайти час тривалостi конфлiкту T для досягнення заданих критерiальних обмежень.

Насамперед, пiдставляючи у (8) замiсть K(T ) i R(T ), вiдповiдно, їхнi необхiднi зна-
чення K(T )необх. i R(T )доп., знаходимо K(0) = 1,387 од. Iз фiзичних мiркувань, другий
корiнь (8), що має вiд’ємне значення, не розглядається. Тепер за отриманим значенням
K(0) з першої формули (4) знаходимо значення B(0) = 1637 умов. од., за яким досягається
мета дiй сторони B у конфлiктi, а саме: вирiвнюється спiввiдношення сил, але задана
величина вiдносних втрат цiєї сторони не перевищується. Час конфлiкту розраховується
за формулою (13) i становить T ≈ 42 дiб. При цьому у (13) необхiдно замiсть B(t) пiд-
ставити значення B(T ) = 1092 умов. од., отримане з формули (5), з урахуванням того, що
B(0) = 1637 умов. од., а R(T ) = R(T )доп. = 0,333 од.

Для пiдтвердження отриманих результатiв на рис. 1 наведено результати чисельного
iнтегрування системи (3) для координат A(t) i B(t), а на рис. 2 — залежностi за часом
критерiальних величин K(t) i R(t) = 1−B(t)(B(0))−1.

Результати чисельного iнтегрування збiгаються з результатами аналiтичного розрахун-
ку. Так, при тривалостi процесу t ≈ 42 дiб величина K(t) ≈ 1 од., а значення R(t) ≈ 0,33 од.
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Рис. 2. Графiки змiни значень критерiальних коефiцiєнтiв.

(рис. 2), що свiдчить про коректнiсть аналiтичних оцiнок, отриманих пiд час дослiдження
нелiнiйної системи (3).

Варто зауважити, що опис дiй сторiн у конфлiктi за допомогою рiвнянь Ланчестера
є деякою мiрою певним спрощенням ситуацiї. Однак навiть у такому випадку (маючи
“еталоннi” (“опорнi”) траєкторiї у виглядi графiкiв (рис. 1 i рис. 2)) вдається отримати
наближенi оцiнковi значення макропоказникiв процесу, якi можна використати при про-
гнозуваннi ресурсного забезпечення вiйськ, а також при пiдготовцi необхiдних резервiв.
Крiм того, ступiнь деталiзацiї процесу завжди може бути уточнено на пiдставi результа-
тiв iмiтацiйного моделювання та даних протистояння в реальних умовах. Це стосується
i показникiв, що враховують внесок систем управлiння та забезпечення, а також рiвень
пiдготовки особового складу, якi прийнято рiвними одиницi, що вiдповiдає максималь-
ним їхнiм значенням для iдеального випадку. З цiєї причини в рiвняннях (3) їх не на-
ведено.

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У статтi розвинено аналiтичний
аналiз нелiнiйних диференцiальних рiвнянь Ланчестера у виглядi системи (3) для конфлiк-
ту низької iнтенсивностi. Виведено формули (8) — перший результат роботи, а також
формули (13) — другий результат. У (8) встановлено зв’язок мiж початковими i кiнцевими
характеристиками конфлiктуючих сторiн, а формула (13) визначає тривалiсть часу для
досягнення наперед заданої мети у спiввiдношеннях таких сторiн.

Напрямом подальших дослiджень можна вважати застосування розглянутого алгорит-
му розрахунку часу досягнення заданих критерiальних величин для конфлiкту з великою
iнтенсивнiстю дiй сторiн.
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