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We obtain the necessary and sufficient conditions for the existence of regularly varying solutions of the
second-order differential equations the right-hand sides of which contain the product of a regularly varying
nonlinearity of an unknown function and a rapidly varying nonlinearity of the derivative of an unknown
function as arguments tend to zero or infinity. Asymptotic representations of these solutions and their
first-order derivatives are also found.

Отримано необхiднi й достатнi умови iснування правильно змiнних розв’язкiв диференцiальних
рiвнянь другого порядку, якi мiстять у правiй частинi добуток правильно змiнної нелiнiйностi вiд
невiдомої функцiї та швидко змiнної нелiнiйностi вiд похiдної невiдомої функцiї при прямуваннi
аргументiв до нуля або нескiнченностi. Також одержано асимптотичнi зображення таких розв’язкiв
i їхнiх похiдних першого порядку.

1. Постановка задачi. Розглянемо диференцiальне рiвняння

y′′ = α0p(t)ϕ1(y)ϕ0(y
′), (1.1)

у якому α0 ∈ {−1; 1}, функцiя p : [a, ω[→ ]0,+∞[ (−∞ < a < ω ≤ +∞) є неперервною
функцiєю, функцiя ϕ1 : ∆Y0 → ]0,+∞[ є правильно змiнною [1, c. 17] порядку σ1 при пря-
муваннi аргументу до Y0, а функцiя ϕ0 : ∆Y1 → ]0,+∞[ двiчi неперервно диференцiйовна
на ∆Y1 i така, що

lim
y→Y1
y∈∆Y1

ϕ0(y) ∈ {0,+∞}, ϕ′0(y) 6= 0 при y ∈ ∆Y1 , lim
y→Y1
y∈∆Y1

ϕ0(y)ϕ′′0(y)

(ϕ′0(y))2
= 1 (1.2)

При цьому Yi ∈ {0,±∞}, ∆Yi — або промiжок [y0i , Yi[, або ]Yi, y
0
i ], i ∈ {0, 1}. При

Yi = +∞ (Yi = −∞) вважаємо, що y0i > 0 (y0i < 0).

Означення 1.1. Розв’язок y рiвняння (1.1), визначений на [t0, ω[ ⊂ [a, ω[, називається
Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язком −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, якщо

y(i) : [t0, ω[−→ ∆Yi , lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi, i = 0, 1, lim
t↑ω

(y′(t))2

y′′(t)y(t)
= λ0.
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Метою цiєї роботи є встановлення необхiдних i достатнiх умов iснування у рiвнян-
ня (1.1) Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язкiв, а також асимптотичних зображень при t ↑ ω для цих
розв’язкiв i їхнiх похiдних першого порядку для λ0 ∈ R\{0, 1}.

Згiдно з апрiорними асимптотичними властивостями такi розв’язки є правильно змiн-
ними функцiями порядку λ0

λ0 − 1
, а їхнi похiднi першого порядку є правильно змiнними

функцiями порядку 1

λ0 − 1
при t ↑ ω [2].

2. Основнi результати. Введемо такi необхiднi далi позначення:

πω(t) =

t, якщо ω = +∞,

t− ω, якщо ω < +∞,
θ1(y) = ϕ1(y)|y|−σ1 ,

Φ0(z) =

z∫
Aω

ds

|s|σ1ϕ0(s)
, Φ1(z) =

z∫
Aω

Φ0(s) ds,

Aω =


y01, якщо

∫ Y1

y0
1

ds

|s|σ1ϕ0(s)
= ±∞,

Y1, якщо
∫ Y1

y0
1

ds

|s|σ1ϕ0(s)
= const,

Z0 = lim
z→Y1
z∈∆Y1

Φ0(z), Z1 = lim
z→Y1
z∈∆Y1

Φ1(z),

F (t) =
πω(t)I ′1(t)

Φ−11 (I1(t))Φ′1(Φ
−1
1 (I1(t)))

.

У випадку, коли y01 limt↑ω |πω(τ)|
1

λ0−1 = Y1, позначимо

I(t) = α0y
0
0

∣∣∣∣λ0 − 1

λ0

∣∣∣∣σ1
t∫

B0
ω

|πω(τ)|σ1p(τ)θ1

(
|πω(τ)|

λ0
λ0−1 y00

)
dτ,

B0
ω =


b, якщо

∫ ω

b
|πω(τ)|σ1p(τ)θ1

(
|πω(τ)|

λ0
λ0−1 y00

)
dτ = +∞,

ω, якщо
∫ ω

b
|πω(τ)|σ1p(τ)θ1

(
|πω(τ)|

λ0
λ0−1 y00

)
dτ < +∞,

I1(t) =

t∫
B1
ω

I(τ)Φ−10 (I(τ))

(λ0 − 1)πω(τ)
dτ, B1

ω =


b, якщо

∫ ω

b

I(τ)Φ−10 (I(τ))

(λ0 − 1)πω(τ)
dτ = ±∞,

ω, якщо
∫ ω

b

I(τ)Φ−10 (I(τ))

(λ0 − 1)πω(τ)
dτ < +∞,

де b ∈ [a;ω[ обирається так, щоб y01 limt↑ω |πω(τ)|
1

λ0−1 ∈ ∆Y1 при t ∈ [b;ω].
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Зауваження 2.1. З умов (1.2) на функцiю ϕ0 випливає, що Z0, Z1 ∈ {0,+∞} i

lim
z→Y1
z∈∆Y1

Φ′′0(z)Φ0(z)

(Φ′0(z))
2

= 1, lim
z→Y1
z∈∆Y1

Φ′′1(z)Φ1(z)

(Φ′1(z))
2

= 1. (2.1)

Зауваження 2.2. Справедливi такi твердження:

1) Φ0(z) = (σ1 − 1)
ϕ

σ1
σ1−1

(z)

0

ϕ′0(z)
[1 + o(1)] при z → Y1 (y ∈ ∆Y1). Звiдси маємо

sign
(
ϕ′0(z)Φ0(z)

)
= sign (σ1 − 1) при z ∈ ∆Y1 .

2) Φ1(z) =
Φ2
0(z)

yΦ′0(z)
[1 + o(1)] при z → Y1 z ∈ ∆Y1 . Звiдси маємо

sign (Φ1(z)) = y00 при z ∈ ∆Y1 .

3) Функцiї Φ−10 i Φ−11 iснують i є повiльно змiнними як оберненi до швидко змiнних
при прямуваннi аргументiв до Y1 функцiй.

4) Функцiя Φ′1
(
Φ−11

)
є правильно змiнною порядку 1 при прямуваннi аргументу до Y1.

Дiйсно, завдяки (2.1) має мiсце спiввiдношення

lim
z→Z1

(
Φ′1
(
Φ−11 (z)

))′
z

Φ′1
(
Φ−11 (z)

) = lim
z→Z1

Φ′′1
(
Φ−11 (z)

)
z(

Φ′1
(
Φ−11 (z)

))2 =

= lim
y→Y1

Φ′′1
(
Φ−11 (Φ1(y))

)
Φ1(y)(

Φ′1
(
Φ−11 (Φ1(y))

))2 = lim
y→Y1

Φ′′1(y)Φ1(y)

(Φ′1(y))2
= 1.

5) Функцiя Φ−11 (z)
Φ′1
(
Φ−11 (z)

)
z

є повiльно змiнною при z → Z1.

Означення 2.1. Нехай Y ∈ {0,±∞}, ∆Y — деякий однобiчний окiл Y. Неперервно дифе-
ренцiйовна функцiя L : ∆Y →]0; +∞[ називається нормалiзованою повiльно змiнною функ-
цiєю при y → Y, y ∈ ∆Y [2, с. 2 – 3], якщо

lim
y→Y
y∈∆Y

yL′(y)

L(y)
= 0.

Означення 2.2. Повiльно змiнна при y → Y, y ∈ ∆Y , функцiя θ : ∆Y → ]0; +∞[ задо-
вольняє умову S при прямуваннi аргументу до Y (див., наприклад, [2]), якщо для будь-якої
нормалiзованої повiльно змiнної при y → Y, y ∈ ∆Y , функцiї L : ∆Y → ]0; +∞[ має мiсце
спiввiдношення

θ(yL(y)) = θ(y)(1 + o(1)) при y → Y, y ∈ ∆Y .

Умову S задовольняють функцiї вигляду ln |y|, | ln |y||µ, µ ∈ R, ln ln |y| та багато iнших.
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3. Основнi результати. Доведемо таку теорему.
Теорема. Нехай σ1 ∈ R\{1}, функцiя θ1 задовольняє умову S. Тодi для iснування у рiв-

няння (1.1) Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язкiв, де λ0 ∈ R\{0, 1}, необхiдно, а якщо виконується умова

(2λ0 − 1 + σ1)(λ0 − 1) < 0 при t ∈ ]b, ω[ (3.1)

та iснує скiнченна або нескiнченна границя√∣∣∣∣πω(t)I ′1(t)

I1(t)

∣∣∣∣
ln |I1(t)|

, (3.2)

то й достатньо виконання умов

πω(t)y01y
0
0λ0(λ0 − 1) > 0, y01α0(λ0 − 1)πω(t) > 0 при t ∈ [a;ω[, (3.3)

y00 lim
t↑ω
|πω(t)|

λ0
λ0−1 = Y0, y01 lim

t↑ω
|πω(t)|

1
λ0−1 = Y1, lim

t↑ω
I1(t) = Z1, (3.4)

lim
t↑ω

I ′′1 (t)I1(t)

(I ′1(t))
2

= 1, (3.5)

lim
t↑ω

I ′(t)I1(t)

I ′1(t)I(t)
= 1, lim

t↑ω

Φ0(Φ
−1
1 (I1(t)))

I(t)
= 1, lim

t↑ω
F (t) =

1

λ0 − 1
. (3.6)

Бiльш того, для кожного такого розв’язку при t ↑ ω мають мiсце асимптотичнi зображення

y′(t) = Φ−11 (I1(t))[1 + o(1)], y(t) =
(λ0 − 1)Φ−11 (I1(t))πω(t)

λ0
[1 + o(1)]. (3.7)

Доведення. Необхiднiсть.Нехай функцiя y : [t0, ω[→ ∆Y0 є таким Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’яз-
ком рiвняння (1.1), для якого λ0 ∈ R\{0, 1}. Тодi згiдно з властивостями таких розв’язкiв,
встановлених В. М. Євтуховим (див., наприклад, [2]), маємо

y′(t)

y(t)
=

λ0
(λ0 − 1)πω(t)

[1 + o(1)],
y′′(t)

y′(t)
=

1

(λ0 − 1)πω(t)
[1 + o(1)] при t ↑ ω, (3.8)

звiдки одержуємо (3.3).
З (3.8) також випливає, що функцiя y(t) є правильно змiнною функцiєю порядку λ0

λ0 − 1
при t ↑ ω, а тому [3] її можна подати у виглядi

y(t) = |πω(t)|
λ0
λ0−1L1(t) при t ↑ ω, (3.9)

де L1 : ∆Y0 → ]0,+∞[ —повiльно змiнна при t ↑ ω функцiя. Звiдси з урахуванням властиво-
стей правильно змiнних функцiй [3] отримаємо першу з умов (3.4). Аналогiчно отримаємо
справедливiсть виконання другої з умов (3.4).

З (1.1) та (3.8) при t ↑ ω випливає

y′′

ϕ0(y′)
= α0p(t)θ1(y(t))|y(t)|σ1p(t)[1 + o(1)],
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а з урахуванням (3.9) маємо

y′′

ϕ0(y′)
= α0p(t)θ1

(
|πω(t)|

λ0
λ0−1 L1(t)

)
|y(t)|σ1 [1 + o(1)]. (3.10)

Оскiльки функцiя L1 у (3.9) є повiльно змiнною при прямуваннi аргументу до Y1, то
згiдно з умовою S, яку задовольняє функцiя θ1, з (3.10) при t ↑ ω маємо

y′′

ϕ0(y′)
= α0p(t)θ1

(
|πω(t)|

λ0
λ0−1

)
|y(t)|σ1 [1 + o(1)]. (3.11)

З урахуванням першої з умов (3.8) при t ↑ ω маємо

y′′

ϕ0(y′)|y′(t)|σ1
= α0p(t)θ1

(
|πω(t)|

λ0
λ0−1

) ∣∣∣∣(λ0 − 1)πω(t)

λ0

∣∣∣∣σ1

[1 + o(1)]. (3.12)

Проiнтегруємо це спiввiдношення вiд t0 до t та при t ↑ ω отримаємо

y′(t)∫
y′(t0)

dz

ϕ0(z)|z|σ1
= α0

∣∣∣∣(λ0 − 1)

λ0

∣∣∣∣σ1
t∫

t0

p(τ)θ1

(
|πω(τ)|

λ0
λ0−1

)
|πω(τ)|σ1 [1 + o(1)] dτ.

З останньої рiвностi з урахуванням того, що y′ → Y1, Y1 ∈ ∆Y1 , та вибору Aω випливає

Φ0(y
′(t)) = I(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω. (3.13)

З властивостей функцiї Φ0 одержуємо

y′(t) = Φ−10 (I(t))[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Звiдси та з (3.8) маємо

y′′(t) =
Φ−10 (I(t))

(λ0 − 1)πω(t)
[1 + o(1)] при t ↑ ω. (3.14)

Далi, з (3.13) та (3.14) отримуємо

y′′Φ0(y
′) =

I(t)Φ−10 (I(t))

(λ0 − 1)πω(t)
[1 + o(1)] при t ↑ ω. (3.15)

Звiдси, аналогiчно з тим, як одержали (3.13), маємо

Φ1(y
′(t)) = I1(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω. (3.16)

З властивостей функцiї Φ1 здобуваємо

y′(t) = Φ−11 (I1(t))[1 + o(1)] при t ↑ ω. (3.17)

Таким чином, мають мiсце перше з зображень (3.7) та третя з умов (3.4). З урахуванням
(3.8) та (3.17) отримаємо друге iз зображень (3.7).
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З (3.12) та (3.13) одержуємо

y′′(t)Φ′0(y
′(t))

Φ0(y′(t))
=
I ′(t)

I(t)
[1 + o(1)] при t ↑ ω. (3.18)

З (3.8) та (3.18) —

y′′(t)πω(t)

y′(t)

y′(t)Φ′0(y
′(t))

Φ0(y′(t))
=
πω(t)I ′(t)

I(t)
[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Оскiльки функцiя Φ0 задовольняє зауваження 2.1, 2.2, то

lim
t↑ω

πω(t)I ′(t)

I(t)
= ±∞.

Аналогiчно, з (3.15) та (3.16) маємо

y′′(t)Φ′1(y
′(t))

Φ1(y′(t))
=
I ′1(t)

I1(t)
[1 + o(1)] при t ↑ ω, (3.19)

звiдки

lim
t↑ω

πω(t)I ′1(t)

I1(t)
= ±∞,

i

lim
t↑ω

I ′′1 (t)I1(t)

(I ′1(t))
2

= 1,

тобто має мiсце умова (3.5).
З (3.18) та (3.19) отримуємо

lim
t↑ω

I ′(t)I1(t)

I ′1(t)I(t)
= lim

t↑ω

Φ′0(y
′(t))Φ1(y

′(t))

Φ0(y′(t))Φ′1(y
′(t))

= lim
z→Y1

Φ′′1(z)Φ1(z)

(Φ′1(z))
2 = 1,

тобто справедливою є перша з умов (3.6) теореми.
Оскiльки функцiя Φ′1

(
Φ−11

)
є правильно змiнною порядку 1 при прямуваннi аргументу

до Y1 (див. зауваження 2.2) та (3.13), то виконується друга з умов (3.6) теореми.
З (3.8) та (3.19) здобуваємо

y′′(t)πω(t)

y′(t)

y′(t)Φ′1(y
′(t))

Φ1(y′(t))
=
πω(t)I ′1(t)

I1(t)
[1 + o(1)] при t ↑ ω.

З останнього та (3.17), а також з того, що функцiя Φ−11 (z)
Φ′1
(
Φ−11 (z)

)
z

є повiльно
змiнною при z → Z1 (див. зауваження 2.2), випливає третя з умов (3.6) теореми.

Достатнiсть. Нехай виконуються умови (3.1) – (3.6) теореми.
До рiвняння (1.1) застосуємо перетворення

Φ1(y
′(t)) = I1(t)[1 + v1(x)],

y′(t)

y(t)
=

λ0
λ0 − 1

1

πω(t)
[1 + v2(x)],

(3.20)
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де

x = β ln |I1(t)|, β =


1, якщо lim

t↑ω
I1(t) =∞,

−1, якщо lim
t↑ω

I1(t) = 0.

Звiдси маємо

y′(t) = Φ−11 (I1(t(x))[1 + v1(x)]),

y(t) =
(λ0 − 1)Φ−11 (I1(t(x))[1 + v1(x)])πω(t)

λ0[1 + v2(x)]
.

Зведемо систему (3.20) до системи
1 + v1 =

Φ−11 (I1(t(x)))

I1(t(x)
,

1 + v2 =
(λ0 − 1)y′(t(x))πω(t)

λ0y(t(x))
,

(3.21)

звiдки

v′1 = β[1 + v1]

[
Φ′1(y

′(t)I1(t)y
′′(t)

Φ′1(y
′(t)I ′1(t)

− 1

]
. (3.22)

З (1.1) маємо

Φ′1(y
′(t))I1(t)y

′′(t)

Φ′1(y
′(t))I ′1(t)

=

=
Φ′1(y

′(t))I1(t)

Φ′1(y
′(t))I ′1(t)

α0p(t)ϕ1(y)ϕ0(y
′) =

=
Φ′1(y

′(t))I1(t)

Φ′1(y
′(t))I ′1(t)

α0p(t)θ1(y)|y(t)|σ1ϕ0(y
′) =

=
α0p(t)Φ

′
1(y
′(t))I1(t)

Φ′1(y
′(t))I ′1(t)

θ1

(
(λ0 − 1)Φ−11 (I1(t(x))[1 + v1(x)])πω(t)

λ0[1 + v2(x)]

)
×

×
∣∣∣∣(λ0 − 1)

λ0
πω(t)

∣∣∣∣σ1

|y′(t)|σ1 [1 + v2]
−σ1ϕ0(y

′) =

=
(Φ′1(Y (t, v1)))

2

Φ′′1(Y (t, v1))Φ1(Y (t, v1))

I ′(t)I1(t)

I ′1(t)I(t)
Q(t)N(t, v1, v2)M1(t, v1)[1 + v2]

−σ1 [1 + v1]
−1 =

= W (t, v1, v2)[1 + v2]
−σ1 [1 + v1]

−1,

де

W (t, v1, v2) = M1(t(x), v1)M(t(x), v1, v2)N(t, v1, v2)Q(t)
I ′(t)I1(t)

I ′1(t)I(t)
,
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N(t, v1, v2) =

θ1

(
(λ0 − 1)Y (t, v1)πω(t)

λ0[1 + v2]

)
θ1

(
|πω(t)|

λ0
λ0−1 sign y00

) , Y (t, v1) = Φ−11 (I1(t)[1 + v1]),

N1(t, v1) =
Φ−11 (I1(t))Φ

′
1

(
Φ−11 (I1(t))

)
Y (t, v1)Φ′1(Y (t, v1))

, Q(t) =
Φ0

(
Φ−11 (I1(t))

)
I(t)

,

M1(t, v1) =
Φ0

(
Φ−11 (I1(t))

)
[1 + v1]

Φ0(Y (t, v1))
, M(t, v1, v2) =

(Φ′1(Y (t, v1)))
2

Φ′′1(Y (t, v1))Φ1(Y (t, v1))
.

Отже, (3.22) набуває вигляду

v′1 = β
[
W (t, v1, v2)[1 + v2]

−σ1 − [1 + v1]
]
.

Також маємо

v′2 =
λ0 − 1

λ0

βI1(t)

I ′1(t)

[
y′′(t)πω(t)

y(t)
+
y′(t)πω(t)

y(t)
− (y′(t))2πω(t)

y2(t)

]
=

= βG(t)[1 + v2]

[
y′′(t)πω(t)

y′(t)
+ 1− λ0

λ0 − 1
[1 + v2]

]
,

де
G(t) =

I1(t)

πω(t)I ′1(t)
.

Зауважимо, що
y′′(t)πω(t)

y′(t)
=

[
y′′(t)Φ′1(Y (t, v1))I1(t)

Φ1(Y (t, v1))I ′1(t)

]
Φ1(Y (t, v1))

y′(t)Φ′1(Y (t, v1))

πω(t)I ′1(t)

I1(t)
=

= W (t, v1, v2)[1 + v2]
−σ1 [1 + v1]

−1 πω(t)I ′1(t)

Φ−11 (I1(t))Φ′1(Φ
−1
1 (I1(t)))

×

×
Φ1(Y (t, v1))Φ

−1
1 (I1(t))Φ

′
1

(
Φ−11 (I1(t))

)
Y (t, v1)Φ′1(Y (t, v1))Φ1(Φ

−1
1 (I1(t)))

=

= W (t, v1, v2)[1 + v2]
−σ1 [1 + v1]

−1F (t)V (t, v1, v2),

де

V (t, v1, v2) =

Φ−11 (I1(t))
Φ′1(Φ

−1
1 (I1(t)))

I1(t)

Φ−11 (Y (t, v1))
Φ′1(Φ

−1
1 (Y (t, v1)))

Y (t, v1)

.

Отже, система (3.21) перетворюється в таку:

v′1 = β [W (t, v1, v2)[1 + v2]
−σ1 − [1 + v1]],

v′2 = βG(t)[1 + v2]

[
W (t, v1, v2)V (t, v1, v2)F (t)[1 + v1]

−1[1 + v2]
−σ1+

+1− λ0
λ0 − 1

[1 + v2]

]
,

(3.23)
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Розглянемо цю систему диференцiальних рiвнянь на множинi

Ω = [x0,+∞[×D, де x0 = β ln |πω(t0)|,

D =

{
(v1, v2) : |vi| ≤

1

2
, i = 1, 2

}
.

З урахуванням властивостей функцiї Φ1 (див. зауваження 2.2) мають мiсце спiввiдно-
шення

lim
t↑ω

N1(t, v1) = 1 рiвномiрно по v1, v2 : (v1, v2) ∈ D, (3.24)

lim
t↑ω

M1(t, v1) = 1 рiвномiрно по v1, v2 : (v1, v2) ∈ D,

lim
t↑ω

M(t, v1, v2) = 1 рiвномiрно по v1, v2 : (v1, v2) ∈ D,

lim
t↑ω

V (t, v1, v2) = 1 рiвномiрно по v1, v2 : (v1, v2) ∈ D.

З умов (3.6) отримаємо

lim
t↑ω

I ′(t)I1(t)

I ′1(t)I(t)
= 1, lim

t↑ω
F (t) =

1

λ0 − 1
, lim

t↑ω
Q(t) = 1.

З умови (3.5) випливає

lim
t↑ω

G(t) = 0. (3.25)

Доведемо, що

lim
t↑ω

N(t, v1, v2) = 1 рiвномiрно при |v1| <
1

2
, |v2| <

1

2
. (3.26)

Зауважимо, що

lim
t↑ω

(
Φ−11 (I1(t))

|πω(t)|
1

λ0−1

)′
πω(t)

Φ−11 (I1(t))

|πω(t)|
1

λ0−1

= lim
t↑ω

F (t)M(t, v1)−
1

(λ0 − 1)
= 0.

Тому функцiя (
Φ−11 (I1(t))

|πω(t)|
1

λ0−1

)
є нормалiзованою повiльно змiнною при t ↑ ω. Звiдси з урахуванням того, що функцiя Φ−11

є повiльно змiнною при прямуваннi аргументу до Z1 i того, що функцiя θ1 задовольняє
умову S, випливає (3.26).

Перепишемо систему (3.23) у виглядiv
′
1 = β [A11(t)v1 +A12(t)v2 +R1(x, v1, v2) +R2(x, v1, v2)],

v′2 = βG(t) [A21v1 +A22v2 +R3(t, v1, v2) +R4(t, v1, v2)],
(3.27)
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де

A11 = 1, A12(t) = −σ1,

R1(t, v1, v2) = (W (t, v1, v2)− 1)(1− σ1v2),

R2(t, v1, v2) = W (t, v1, v2)
(
[1 + v2]

−σ1 − 1 + σ1v2
)
,

A21 = −1, A22 =
−λ0 + σ1
λ0 − 1

,

R3(t, v1, v2) =

(
V (t, v1, v2)W (t, v1, v2)F (t)− 1

λ0 − 1

)
(1− v1 + (1− σ1)v2),

R4(t, v1, v2) = − λ0
λ0 − 1

v22 +
1

λ0 − 1
(1 + v1)

−1 ([1 + v2]
1−σ1 − 1− v2(1− σ1)

)
+

+
1

λ0 − 1

[
(1 + v1)

−1 − 1 + v1
]

[1 + v2]
1−σ1+

+

(
V (t, v1, v2)W (t, v1, v2)F (t)− 1

λ0 − 1

)
×

×
(
[1 + v1]

−1[1 + v2]
1−σ1 − 1 + v1 − (1− σ1)v2

)
.

Завдяки (3.24), (3.25) при k ∈ {2, 4} маємо

lim
|v1|+|v2|→0

Rk(t, v1, v2)

|v1|+ |v2|
= 0 рiвномiрно по t ∈ [t0, ω[,

i при k ∈ {1, 3}

lim
t↑ω

Rk(t, v1, v2) = 0 рiвномiрно по v1, v2 : (v1, v2) ∈ D.

Оскiльки виконується умова (3.2) теореми, то iснує скiнченна або нескiнченна границя

lim
t↑ω

G′(t)πω(t)√
|G(t)|

.

Доведемо тепер, що

lim
t↑ω

G′(t)πω(t)√
|G(t)|

= 0.

Згiдно з умовою (3.2) теореми iснує скiнченна та нескiнченна границя

lim
t↑ω

G′(t)πω(t)√
|G(t)|

.

Припустимо супротивне: нехай

G′(t)πω(t)√
|G(t)|

= q1(t) i lim
t↑ω

q1(t) 6= 0. (3.28)
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Тодi

G′(t)√
|G(t)|

=
q1(t)

πω(t)
.

Проiнтегруємо цю рiвнiсть вiд t0 до t. Маємо

2
√
|G(t)| − 2

√
|G(t0)| =

t∫
t0

q1(τ)

πω(τ)
dτ. (3.29)

З (3.25) та (3.29) випливає, що iнтеграл
∫ t

t0

q1(τ)

πω(τ)
dτ повинен бути збiжним, а це можливо

лише за умови

lim
t↑ω

q1(t) = 0,

що суперечить (3.28).
Зауважимо, що характеристичне рiвняння матрицi системи (3.27) −1 −σ1

−1

λ0 − 1

−λ0 − σ1
λ0 − 1


має вигляд

µ2 +
2λ0 − 1 + σ1

λ0 − 1
µ− σ1

λ0 − 1
= 0. (3.30)

Це рiвняння згiдно з умовою (3.1) немає коренiв iз нульовоюдiйсноючастиною. Розглянемо∫ ∞
x0

G(t(x))dx. З урахуванням зображення G(t(x)) =
I(t(x))

πω(t(x))I ′(t(x))
одержуємо

∞∫
x0

G(t(x))dx =

∞∫
x0

I1(t(x))

πω(t(x))I ′1(t(x))
dx =

ω∫
t(x0)

I1(t)

πω(t)I ′1(t)

I ′1(t)

I1(t)
dt = ln |πω(t)|ωd1

→∞

при t→ ω.
I тому що в околi нуля виконується

∞∫
x0

√
|G(t(x))|dx ≥ sign (G(t(x)))

∞∫
x0

G(t(x))dx,

отримуємо
∞∫
x0

√
|G(t(x))|dx = +∞.

Отже, для системи диференцiальних рiвнянь (3.27) виконано всi умови теореми 2.6
з [4]. Вiдповiдно до цiєї теореми, з урахуванням умови (3.1) система (3.27) має принаймнi

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2022, т. 25, № 1



144 О. О. ЧЕПОК

один розв’язок {ωi}2i=1 : [x1,+∞[ −→ R2, x1 ≥ x0, який прямує до нуля при x → +∞.
Цьому розв’язку завдяки (3.20) вiдповiдають розв’язки y рiвняння (1.1), що допускають
при t ↑ ω асимптотичнi зображення (3.7).

Згiдно з виглядом цих зображень та (3.1) очевидно, що отриманий розв’язок є
Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язком.

Теорему доведено.
Висновки. У цiй роботi для класiв диференцiальних рiвнянь другого порядку вигля-

ду (1.1), якi мiстять у правiй частинi добуток правильно змiнної нелiнiйностi вiд невiдомої
функцiї та швидко змiнної нелiнiйностi вiд похiдної невiдомої функцiї при прямуваннi
аргументiв до нуля або нескiнченностi, отримано необхiднi й достатнi умови iснування
правильно змiнних Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язкiв λ0 ∈ R\{0, 1}. Також одержано асимптотич-
нi зображення таких розв’язкiв та їхнiх похiдних першого порядку. Зауважимо, що при
накладаннi додаткових умов на коефiцiєнти характеристичного рiвняння (3.30) таких
Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язкiв рiвняння (1.1) iснує одно- або двопарамерична сiм’я.

Подiбнi результати здобуто при розглядi рiвнянь другого порядку, якi мiстять у правiй
частинi добуток швидко змiнної нелiнiйностi вiд невiдомої функцiї та правильно змiн-
ної нелiнiйностi вiд похiдної невiдомої функцiї при прямуваннi аргументiв до нуля або
нескiнченностi [5].

Для рiвняння (1.1) подiбнi результати є новими.
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