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We find constructive conditions of solvability of linear differential-algebraic boundary-value problems
with pulse action and develop a scheme of construction of solutions of these problems.
Знайдено конструктивнi умови розв’язностi та схему побудови розв’язкiв лiнiйних диференцiально-
алгебраїчних крайових задач iз iмпульсним впливом.

1. Постановка задачi. Дослiджено задачу про побудову розв’язкiв [1, 2]

z(t) ∈ C1{[a, b] \ {τi}I}, i = 1, 2, . . . , q,

лiнiйної диференцiально-алгебраїчної системи

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t), t 6= τi, (1)

що задовольняють крайову умову [3]

`z(·) = α, α ∈ Rk, (2)

де A(t), B(t) ∈ Cm×n[a, b] — неперервнi матрицi, f(t) ∈ C[a, b] — неперервна вектор-
функцiя, `z(·) — лiнiйний обмежений векторний функцiонал:

`z(·) :=

q∑
i=0

`iz(·) : C1{[a, b] \ {τi}I} → Rk.

Крiм того,
`iz(·) : C1[τi, τi+1[→ Rk, i = 0, . . . , p− 1, τ0 := a,

а також
`qz(·) : C1[τp, b]→ Rk

— лiнiйнi обмеженi функцiонали. Диференцiально-алгебраїчна крайова задача (1), (2)
узагальнює традицiйнi постановки нетерових крайових задач для систем диференцiальних
рiвнянь iз iмпульсним впливом [1 – 5]. Диференцiально-алгебраїчна крайова задача (1), (2)
узагальнює також постановки рiзноманiтних крайових задач для систем диференцiально-
алгебраїчних рiвнянь [6, 7].
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2. Умови розв’язностi диференцiально-алгебраїчної системи з iмпульсним впливом. При-
пустимо, що для диференцiально-алгебраїчної системи (1) з матрицею A(t) сталого рангу
виконуються вимоги теореми з [8, c. 15]. Зафiксуємо довiльну неперервну вектор-функцiю
νp(t) ∈ Cρp [a, b]. Пiдставляючи загальний розв’язок

z(t, c) :=



Xp(t) c0 +K[f(s), νp(s)](t), t ∈ [a; τ1[,

Xp(t) c1 +K[f(s), νp(s)](t), t ∈ [τ1; τ2[,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Xp(t) cq +K[f(s), νp(s)](t), t ∈ [τp; b],

задачi Кошi z(a) = c для диференцiально-алгебраїчного рiвняння (1) у крайову умову (2),
приходимо до лiнiйного алгебраїчного рiвняння

Qc = α− `Kf(·), (3)

де PQ∗ — ортопроектор: Rk → N(Q∗); матриця PQ∗
d
складена з d лiнiйно незалежних

рядкiв ортопроектора PQ∗ , крiм того,

Q :=
(
`0Xp(·) `1Xp(·) . . . `qXp(·)

)
∈ Rk×ρp(q+1).

Рiвняння (3) розв’язне тодi й лише тодi, коли [2, 9]

PQ∗
d

{
α− `K[f(s), νp(s)](·)

}
= 0. (4)

За умови (4) i лише за неї загальний розв’язок рiвняння (1)

c = Q+
{
α− `K[f(s), νp(s)](·)

}
+ PQr cr, cr ∈ Rr,

визначає загальний розв’язок крайової задачi (1), (2):

z(t, cr) = Xr(t)cr +X(t)Q+
{
α− `K[f(s), νp(s)](·)

}
+K[f(s), νp(s)](t), cr ∈ Rr,

де PQ —матриця-ортопроектор: Rρp(q+1) → N(Q); матриця PQr ∈ Rρp(q+1)×r складена з r
лiнiйно незалежних стовпцiв ортопроектора

PQ :=


P

(0)
Q

P
(1)
Q

. . .

P
(q)
Q

∈ Rρp(q+1)×ρp(q+1).

Крiм того, c0, c1, . . . , cq ∈ Rρp — сталi:

c := col (c0, . . . , cq) := Q+ {α− `K[f(s), νp(s)](·)} ∈ Rρp(q+1).

Таким чином, доведено таку лему.
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Лема. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвняння (1) задовольняє вимоги те-
ореми з [8, c. 15]. За умови (4) i лише за неї для фiксованої неперервної вектор-функцiї
νp(t) ∈ Cρp [a, b] загальний розв’язок диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1), (2)

z(t, cr) = Xr(t) cr +G [f(s); νp(s);α] (t), cr ∈ Rr,

визначає узагальнений оператор Грiна диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1), (2)

G [f(s); νp(s);α] (t) :=



Xp(t)c0 +K[f(s), νp(s)](t), t ∈ [a, τ1[,

Xp(t)c1 +K[f(s), νp(s)](t), t ∈ [τ1, τ2[,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Xp(t)cq +K[f(s), νp(s)](t), t ∈ [τp, b],

де

Xr(t) =



Xp(t)P
(0)
Q , t ∈ [a, τ1[,

Xp(t)P
(1)
Q , t ∈ [τ1, τ2[,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Xp(t)P
(q)
Q , t ∈ [τp, b].

Зауважимо, що матрична диференцiально-алгебраїчна крайова задача з iмпульсним
впливом, дослiджена в [10], зводиться до вигляду (1), (2), при цьому в статтях [4, 10, 11]
дослiджено випадок невиродженої системи вигляду (1).

Приклад 1. Вимоги доведеної леми задовольняє диференцiально-алгебраїчна крайова
задача з iмпульсним впливом

A(t) z′(t) = B(t)z(t) + f(t), t ∈ [−π, π], t 6= τ1, `z(·) = α, (5)

де

A(t) :=

(
cos t sin t cos t

− sin t cos t − sin t

)
, τ1 := 0,

B(t) :=

(
− sin t cos t − sin t

− cos t − sin t − cos t

)
, f(t) :=

(
sin t cos t

)∗
,

крiм того,

`z(·) :=

(
z(−π) + z(0)

z(−π)− z(π)

)
, α :=

(
−1 2 3 0 2 0

)∗
.

Оскiльки виконано умови теореми з [8, c. 15], то система (5) невироджена, i в цьому
випадку має розв’язок вигляду

z(t, c) = X0(t)c+K [f(s), ν0(s)] (t), c ∈ R3,
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де

X0(t) =
1

2


1 + cos t sin t cos t− 1

−2 sin t 2 cos t −2 sin t

cos t− 1 sin t 1 + cos t

,

K [f(s), ν0(s)] (t) =
1

2


−1− cos t

−2 sin t

3 (1 + cos t)

, t ∈ [−π, π].

У даному випадку матриця A(t) прямокутна, при цьому

ρ0 = 1 6= 0, PA(t) =
1

2


1 0 −1

0 0 0

−1 0 1

, PAρ0 (t) =


1

0

−1

,
тому знайдений розв’язок залежить вiд довiльної неперервної скалярної функцiї; покладе-
мо ν0(t) := sin t. Загальний розв’язок однорiдної частини задачi (5) визначає матриця

Q =



0 0 −1 1 0 0

0 −1 0 0 1 0

−1 0 0 0 0 1

0 0 −1 0 0 1

0 −1 0 0 1 0

−1 0 0 1 0 0


та її ортопроектори

PQ =
1

4



1 0 1 1 0 1

0 2 0 0 2 0

1 0 1 1 0 1

1 0 1 1 0 1

0 2 0 0 2 0

1 0 1 1 0 1


,

PQ∗ =



1 0 1 −1 0 −1

0 2 0 0 −2 0

1 0 1 −1 0 −1

−1 0 −1 1 0 1

0 −2 0 0 2 0

−1 0 −1 1 0 1


.
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При цьому виконано умову (4) розв’язностi задачi (5). Таким чином, знаходимо загальний
розв’язок неоднорiдної задачi з iмпульсним впливом (5)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G [f(s); ν0(s);α] (t), cr ∈ R2,

де

Xr(t) =


cos t sin t

−2 sin t 2 cos t

cos t sin t

, t ∈ [−π, π],

а

G [f(s); ν0(s);α] (t) =
1

2


−1− sin t− cos t

−2 (sin t− cos t)

3− sin t+ 3 cos t

, t ∈ [−π, 0[,

G [f(s); ν0(s);α] (t) =
1

2


−1 + sin t− cos t

−2 (sin t− cos t)

3 + sin t+ 3 cos t

, t ∈ [0, π],

—узагальнений операторГрiна диференцiально-алгебраїчної крайової задачi з iмпульсним
впливом (5). Оскiльки для фiксованої неперервної вектор-функцiї ν0(t) :

PQr =



1 0

0 2

1 0

1 0

0 2

1 0


,

то матриця Xr(t) прямокутна. Iншими словами, розмiрнiсть загального розв’язку однорiд-
ної частини задачi (5) менше трьох: 2 = r < n = 3.

Наслiдок 1. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвняння (1) задовольняє ви-
моги теореми з [8, c. 15]. За умови PQ∗ = 0 для фiксованої неперервної вектор-функцiї
νp(t) ∈ Cρp [a, b] загальний розв’язок диференцiально-алгебраїчної крайової задачi з iмпуль-
сним впливом (1), (2) має вигляд

z(t, cr) = Xr(t) cr +G [f(s); νp(s);α] (t), cr ∈ Rr.

Приклад 2. Вимоги наслiдку 1 задовольняє диференцiально-алгебраїчна задача Кошi

A(t) z′(t) = B(t)z(t) + f(t), t 6= τ := 0, z(−π) = β, (6)

з невиродженим iмпульсним впливом

∆z(0) := z(+0)− z(−0) = S z(−0),
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де матрицi A(t) i B(t), а також вектор-функцiя f(t) наведенi в прикладi 1, крiм того,

S :=


1 0 −1

0 0 0

−1 0 1

, β :=


1

0

0

.
Диференцiально-алгебраїчну задачу Кошi з невиродженим [1, 2]

det(I3 + S) = 3 6= 0

iмпульсним впливом (6) зводять до крайової задачi з iмпульсним впливом (1), (2) функ-
цiонал

`z(·) :=

(
z(−π)

z(+0)− (I3 + S) z(−0)

)
i вектор

α :=
(
1 0 0 0 0 0

)∗
.

Розв’язок задачi (6) визначає невироджена матриця

Q =



0 0 −1 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0

−2 0 1 1 0 0

0 −1 0 0 1 0

1 0 −2 0 0 1


.

Таким чином, знаходимо єдиний
PQ = PQ∗ = 0

розв’язок неоднорiдної задачi з невиродженим iмпульсним впливом (6)

z(t) = G [f(s); νp(s);α] (t),

де

G [f(s); νp(s);α] (t) =


− cos t

0

1 + cos t

, t ∈ [−π, 0[,

G [f(s); νp(s);α] (t) =
1

2


−3− cos t

0

4 + cos t

, t ∈ [0, π],

—узагальнений операторГрiна диференцiально-алгебраїчної крайової задачi з iмпульсним
впливом (6).

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2021, т. 24, № 4



566 С. М. ЧУЙКО, О. В. НЄСМЄЛОВА, К. С. ШЕВЦОВА

У загальному випадку, а саме для довiльної неперервної вектор-функцiї

νp(t) ∈ Cρp [a, b]

розв’язнiсть диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1), (2) суттєво залежить вiд
вибору цiєї функцiї. Покладемо

νp(t) := Ψ(t)γ, γ ∈ Rw,

де
Ψ(t) ∈ Cρp×w[a, b]

—довiльна неперервна матриця повного рангу. Припустимо, що диференцiально-алгебра-
їчне рiвняння (1) задовольняє вимоги теореми з [8, c. 15]. Узагальнений оператор Грiна
задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчної системи (1) зобразимо у виглядi

K[f(s), νp(s)](t) = Kf(t) +KΨ(t)γ,

де
Kf(t) := K

[
A+(s)f(s)

]
(t), KΨ(t)γ := K

[
PAρp (s)Ψ(s)

]
γ.

Позначимо матрицю D ∈ Rk×(ρp+w)(q+1) :

D :=
(
`0Xp(·) . . . `qXp(·) `0KΨ(·) . . . `qKΨ(·)

)
.

Пiдставляючи загальний розв’язок

z(t, c) :=



Xp(t) c0 +KΨ(t)γ0 +Kf(t), t ∈ [a; τ1[,

Xp(t) c1 +KΨ(t)γ1 +Kf(t), t ∈ [τ1; τ2[,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Xp(t) cq +KΨ(t)γq +Kf(t), t ∈ [τp; b],

задачiКошi для диференцiально-алгебраїчного рiвняння (1) в крайову умову (2), приходимо
до рiвняння

D č = α− `Kf(·), č := col (c, γ) ∈ R(ρp+w)(q+1). (7)

Рiвняння (7) розв’язне тодi й лише тодi, коли

PD∗
d
{α− `Kf(·)} = 0. (8)

Тут PD∗ — ортопроектор: Rk → N(D∗); матриця PD∗
d
утворена з d лiнiйно незалежних

рядкiв ортопроектора PD∗ , крiм того,

c :=


c0

c1

. . .

cq

, γ :=


γ0

γ1

. . .

γw

.
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За умови (8) i тiльки за неї для фiксованої неперервної матрицi Ψ(t) частинний розв’язок
лiнiйного алгебраїчного рiвняння (7)

č = D+ {α− `Kf(·)}

визначає частинний розв’язок крайової задачi (1), (2)

z(t, č) :=



Xp(t) č0 +KΨ(t)γ̌0 +Kf(t), t ∈ [a; τ1[,

Xp(t) č1 +KΨ(t)γ̌1 +Kf(t), t ∈ [τ1; τ2[,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Xp(t) čq +KΨ(t)γ̌q +Kf(t), t ∈ [τp; b].

За умови (8) i тiльки за неї для фiксованої неперервної матрицi Ψ(t) загальний розв’язок
однорiдної частини лiнiйного алгебраїчного рiвняння (7)

č0 = PDr cr, cr ∈ Rr,

визначає загальний розв’язок

z(t, cr) = Xr(t) cr, cr ∈ Rr,

однорiдної частини диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1), (2). Тут

Xr(t) :=



Xp(t)P
(0)
Dr +KΨ(t)P

(q+1)
Dr , t ∈ [a, τ1[,

Xp(t)P
(1)
Dr +KΨ(t)P

(q+2)
Dr , t ∈ [τ1, τ2[,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Xp(t)P
(q)
Dr +KΨ(t)P

(2q)
Dr , t ∈ [τp, b].

Крiм того,

P
(0)
Dr , P

(1)
Dr , . . . , P

(q)
Dr ∈ Rρp×r,

P
(q+1)
Dr , P

(q+2)
Dr , . . . , P

(2q)
Dr ∈ Rw×r,

— блоки матрицi

PDr :=


P

(0)
Dr

P
(1)
Dr

. . .

P
(2q)
Dr

 ∈ R(ρp+w)(q+1)×r,

утвореної з r лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроектора PD :

R(ρp+w)(q+1) → N(D), PD ∈ R(ρp+w)(q+1)×(ρp+w)(q+1).

Таким чином, довели таку теорему.
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Теорема. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвняння (1) задовольняє вимоги
теореми з [8, c. 15]. За умови (8) i лише за неї для фiксованої неперервної матрицi Ψ(t)
загальний розв’язок диференцiально-алгебраїчної крайової задачi з iмпульсним впливом (1), (2)

z(t, cr) = Xr(t) cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ Rr,

визначає узагальнений оператор Грiна диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1), (2)

G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t) :=



Xp(t) č0 +KΨ(t)γ̌0 +Kf(t), t ∈ [a; τ1[,

Xp(t) č1 +KΨ(t)γ̌1 +Kf(t), t ∈ [τ1; τ2[,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Xp(t) čq +KΨ(t)γ̌q +Kf(t), t ∈ [τp; b],

i загальний розв’язок
z(t, cr) = Xr(t) cr, cr ∈ Rr,

однорiдної частини диференцiально-алгебраїчної крайової задачi з iмпульсним впливом (1),
(2). При цьому

Xr(t) :=



Xp(t)P
(0)
Dr +KΨ(t)P

(q+1)
Dr , t ∈ [a, τ1[,

Xp(t)P
(1)
Dr +KΨ(t)P

(q+2)
Dr , t ∈ [τ1, τ2[,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Xp(t)P
(q)
Dr +KΨ(t)P

(2q)
Dr , t ∈ [τp, b].

За умови PD∗ 6= 0 будемо казати, що диференцiально-алгебраїчна крайова задача з
iмпульсним впливом (1), (2) являє собою критичний випадок, i навпаки: за умови PD∗ = 0
будемо казати, що диференцiально-алгебраїчна крайова задача з iмпульсним впливом (1),
(2) являє собою некритичний випадок.

Останнє визначення є узагальненням критичного випадку (PQ∗ = 0) для нетерової кра-
йової задачi для диференцiальної системи, отриманої iз системи (1) при A(t) ≡ In у випадку
залежностi узагальненого оператора Грiна задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчної
задачi з iмпульсним впливом (1), (2) вiд довiльної неперервної вектор-функцiї νp(t).

Приклад 3. Вимоги теореми задовольняє диференцiально-алгебраїчна крайова задача
з iмпульсним впливом

A(t) z′(t) = B(t)z(t) + f(t), t 6= τ1, `z(·) = α, (9)

де матрицi A(t), B(t), функцiя f(t) i функцiонал `z(·) наведено в прикладi 1; крiм того,

α :=
(
4 0 0 1 0 1

)∗
.

На вiдмiну вiд прикладу 1 не будемо фiксувати функцiю νp(t). Покладемо

νp(t) := Ψ(t)γ, Ψ(t) :=
(
1 sin t cos t

)
, γ ∈ R3.
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При цьому виконано умову (8) розв’язностi задачi (5). Загальний розв’язок однорiдної
частини задачi (5) визначають також блоки матрицi PDr ∈ R12×8 :

P
(0)
Dr =


0 1− 12π2 9 + 18π2 1 + 24π2 0 0 0 0

10 + 42π2 0 0 0 0 0 0 0

0 9 + 54π2 1 + 24π2 9 + 18π2 0 0 0 0

,

P
(1)
Dr =


0 1 + 24π2 9 + 62π2 1− 20π2 0 0 0 0

10 + 42π2 0 0 0 0 0 0 0

0 9 + 18π2 1− 20π2 9 + 62π2 0 0 0 0

,

P
(2)
Dr =


0 0 0 0 20 + 84π2 0 0 0

0 0 0 0 0 20 + 84π2 0 0

0 0 0 0 0 0 20 + 84π2 0

,

P
(3)
Dr =


0 −18π −22π 22π . . . 0

0 −4
(
1 + 6π2

)
4 + 8π2 −4− 8π2 . . . 0

0 0 0 0 . . . 20 + 84π2

,
де

D =



0 0 −1 1 0 0 0 0 0 π −2 0

0 −1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 1 0 0 0 −π 2 0

0 0 −1 0 0 1 0 0 0 −2π 0 0

0 −1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 1 0 0 0 0 0 2π 0 0


.

Таким чином, знаходимо загальний розв’язок неоднорiдної задачi з iмпульсним впли-
вом (9):

z(t, cρ) = Xρ(t)cρ +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cρ ∈ R3;

тут
Xρ(t) =

(
X

(1)
ρ (t) X

(2)
ρ (t) X

(3)
ρ (t)

)
, t ∈ [−π, 0[,

де

X(1)
ρ (t) =


(
5 + 21π2

)
sin t

2
(
5 + 21π2

)
cos t(

5 + 21π2
)

sin t

,

X(2)
ρ (t) =


4− 3π2 +

(
5 + 21π2

)
cos t

−2
(
5 + 21π2

)
sin t

3π2 − 4 +
(
5 + 21π2

)
cos t

,
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X(3)
ρ (t) =


3π2 − 4 +

(
5 + 21π2

)
cos t

−2
(
5 + 21π2

)
sin t

4− 3π2 +
(
5 + 21π2

)
cos t

.
Крiм того, маємо

Xρ(t) =
(
X

(4)
ρ (t) X

(5)
ρ (t) X

(6)
ρ (t)

)
, t ∈ [0, π],

де

X(4)
ρ (t) =


(
5 + 21π2

)
sin t

2
(
5 + 21π2

)
cos t(

5 + 21π2
)

sin t

,

X(5)
ρ (t) =


11π2 − 22π t+

(
13π2 + 1

)
cos t

−2
(
5 + 21π2

)
sin t

22π t− 11π2 +
(
29π2 + 9

)
cos t

,

X(6)
ρ (t) =


22π t− 11π2 +

(
29π2 + 9

)
cos t

−2
(
5 + 21π2

)
sin t

11π2 − 22π t+
(
13π2 + 1

)
cos t

.
Матриця Xρ(t) складена з ρ = 3 лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi Xr(t). Узагальнений
оператор Грiна диференцiально-алгебраїчної крайової задачi з iмпульсним впливом (9) має
вигляд

G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t) =

1

2 (5 + 21π2)


7 + 33π2

0

3 + 9π2

, t ∈ [−π, 0[,

а також

G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t) =

=
1

2 (5 + 21π2)


15 + 61π2 + 4πt+ 2

(
9 + 37π2

)
cos t

−4 (5 + 21π2) sin t

−5− 19π2 − 4πt+ 2
(
1 + 5π2

)
cos t

, t ∈ [0, π].

На вiдмiну вiд прикладу 1 для фiксованої функцiї Ψ(t) матриця Xρ(t) невироджена на
всьому вiдрiзку [−π, π].

Наслiдок 2. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвняння (1) задовольняє вимоги
теореми з [8, c. 15]. У некритичному випадку за умови PD∗ = 0 для фiксованої неперервної
матрицi Ψ(t) загальний розв’язок диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1), (2)

z(t, cr) = Xr(t) cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ Rr,

визначає узагальнений оператор Грiна G[f(s);ψ(s);α](t) диференцiально-алгебраїчної крайо-
вої задачi з iмпульсним впливом (1), (2).
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Приклад 4. Вимоги наслiдку 2 задовольняє диференцiально-алгебраїчна крайова зада-
ча з iмпульсним впливом

A(t) z′(t) = B(t)z(t) + f(t), t 6= τ := 0, `z(·) := z(−π)− z(π) = 0, (10)

де матрицi A(t), B(t) i функцiя f(t) наведенi в прикладi 1.
Покладемо νp(t) := Ψ(t)γ, Ψ(t) :=

(
1 sin t cos t

)
. При цьому виконано умову PD∗ = 0

розв’язностi крайової задачi з iмпульсним впливом (10). Загальний розв’язок однорiдної
частини задачi (10) визначають також блоки матрицi PDr ∈ R12×9 :

P
(0)
Dr =


0 1 + 2π2 2π2 0 0 0 2π 0 0

1 + 4π2 0 0 0 0 0 0 0 0

0 2π2 1 + 2π2 0 0 0 −2π 0 0

,

P
(1)
Dr =


0 1 + 6π2 −2π2 0 0 0 −2π 0 0

1 + 4π2 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −2π2 1 + 6π2 0 0 0 2π 0 0

,

P
(2)
Dr =


0 0 0 2 + 8π2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 2 + 8π2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 2 + 8π2 0 0 0

,

P
(3)
Dr =


0 −2π 2π 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 2 + 8π2 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 + 8π2

,
де

D =


0 0 −1 0 0 1 0 0 0 −2π 0 0

0 −1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 1 0 0 0 0 0 2π 0 0

.
Таким чином, знаходимо загальний розв’язок неоднорiдної задачi з iмпульсним впли-

вом (10):
z(t, cρ) = Xρ(t)cρ +G

[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cρ ∈ R3;

тут
Xρ(t) =

(
X

(1)
ρ (t) X

(2)
ρ (t) X

(3)
ρ (t)

)
, t ∈ [−π, 0[,

де

X(1)
ρ (t) =


(
1 + 4π2

)
sin t

2
(
1 + 4π2

)
cos t(

1 + 4π2
)

sin t

,
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X(2)
ρ (t) =

 1 +
(
1 + 4π2

)
cos t

−2
(
1 + 4π2

)
sin t

−1 +
(
1 + 4π2

)
cos t

,

X(3)
ρ (t) =

−1 +
(
1 + 4π2

)
cos t

−2
(
1 + 4π2

)
sin t

1 +
(
1 + 4π2

)
cos t

.
Крiм того,

Xρ(t) =
(
X

(4)
ρ (t) X

(5)
ρ (t) X

(6)
ρ (t)

)
, t ∈ [0, π],

де

X(4)
ρ (t) =


(
1 + 4π2

)
sin t

2
(
1 + 4π2

)
cos t(

1 + 4π2
)

sin t

,

X(5)
ρ (t) =

 1 + 4π2 − 4π t+
(
1 + 4π2

)
cos t

−2 (1 + 4π2) sin t

−1− 4π2 + 4π t+
(
1 + 4π2

)
cos t

,

X(6)
ρ (t) =

−1− 4π2 + 4π t+
(
1 + 4π2

)
cos t

−2
(
1 + 4π2

)
sin t

1 + 4π2 − 4π t+
(
1 + 4π2

)
cos t

.
Узагальнений оператор Грiна має вигляд

G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t) =

1

2

1 + cos t

−2 sin t

1 + cos t

, t ∈ [−π, π].

У випадку незалежностi узагальненого оператора Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для
диференцiально-алгебраїчного рiвняння (1) вiд довiльної неперервної вектор-функцiї
νp(t) ∈ Cρp [a, b] твердження теореми приводить до твердження доведеної вище леми.

Доведена теорема узагальнює традицiйнi результати, отриманi для нетерових крайо-
вих задач для систем диференцiальних рiвнянь iз iмпульсним впливом [1 – 5, 12 – 14], а
також для рiзноманiтних крайових задач для систем диференцiальних i диференцiально-
алгебраїчних рiвнянь [6 – 8, 15, 16]. Запропоновану у статтi схему дослiдження диференцi-
ально-алгебраїчних крайових задач iз iмпульсним впливом (1), (2) з матрицею A(t) сталого
рангу аналогiчно до [17] можна перенести на лiнiйнi диференцiально-алгебраїчнi крайовi
задачi з iмпульсним впливом iз матрицею A(t) змiнного рангу.
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