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We obtain new properties of solutions of a nonlinear functional-differential equation of the neutral type
with linear deviation of the argument, which occurs in quantum mechanics in the study of self-similar
potentials and coherent states. Namely, we establish the conditions under which the solution of the Cauchy
problem is either given on the whole positive half-axis or exists only on a finite interval and investigate its
asymptotic behavior. Under certain conditions, for a fairly smooth solution, asymptotic representations of
both the solution itself and its derivatives are given to within an accuracy that depends on the smoothness
of the solution.
Отримано новi властивостi розв’язкiв нелiнiйного диференцiально-функцiонального рiвняння ней-
трального типу з лiнiйним вiдхиленням аргументу, що зустрiчається у квантовiй механiцi при
вивченнi автомодельних потенцiалiв i когерентних станiв. А саме, встановлено умови, за яких
розв’язок задачi Кошi або визначений на всiй додатнiй пiвосi, або iснує лише на деякому скiнчено-
му iнтервалi; дослiджено його асимптотичну поведiнку. Також за певних умов для досить гладкого
розв’язку наведено асимптотичнi зображення як самого розв’язку, так i його похiдних iз точнiстю,
яка залежить вiд гладкостi розв’язку.

У цiй статтi розглядається рiвняння
d

dt
(x(t) + qx(qt))− (x(t)− qx(qt))2 = µ, (1)

де 0 < q < 1, µ ∈ R, що зустрiчається у квантовiй механiцi при вивченнi автомодельних
потенцiалiв i когерентних станiв [1]. Спорiднене рiвняння вивчалося в [2], дослiдження
рiвняння (1) значною мiрою спирається на вказану роботу.

Спочатку будемо дослiджувати неперервно диференцiйовний розв’язок початкової за-
дачi (1), x(0) ∈ R, який визначений на деякому максимальному напiвiнтервалi [0, Tmax).

Iснування, єдинiсть i нескiнченна диференцiйовнiсть цього розв’язку випливає з леми 6
у [2]. Встановимо умови, за яких розв’язок задачi Кошi або визначений на всiй додатнiй
пiвосi, або iснує лише на деякому скiнченному iнтервалi, та дослiдимо його асимптотичну
поведiнку.

Теорема 1. 1) Якщо µ < 0, 0 < q <
1

2
i∣∣∣∣∣x(0)−

(
−
√
|µ|

1− q

)∣∣∣∣∣ < 2
√
|µ|max

{
(1− 2q)(1 + q2)

1 + q
,
(1− q)2

(1 + q)3

}
,

то Tmax = +∞ i limt→+∞ x(t) = −
√
|µ|

1− q
;
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2) якщо µ < 0,
1

2
≤ q < 1 i∣∣∣∣∣x(0)−

(
−
√
|µ|

1− q

)∣∣∣∣∣ < 2
√
|µ|(1− q)

2

(1 + q)3
,

то Tmax = +∞ i limt→+∞ x(t) = −
√
|µ|

1− q
;

3) якщо µ < 0, 0 < q <
1

2
i x(0) >

√
|µ|

1− q
, то Tmax < +∞, x′(t) > 0 для всiх t ∈ [0, Tmax)

i limt→Tmax−0 x(t) = +∞;
4) якщо µ > 0, 0 < q <

√
2− 1 i

−q−1
(
2q + q2 +

1

1− q4

)− 1
2
√

µ

1 + q2
≤ x(0) < 0,

то Tmax < +∞, x′(t) > 0 для всiх t ∈ [0, Tmax) i limt→Tmax−0 x(t) = +∞;

5) якщо µ ≥ 0, x(0) ≥ 0, µ + x(0) > 0 i 0 < q <
1

2
, то Tmax < +∞, x′(t) > 0 для всiх

t ∈ [0, Tmax) i limt→Tmax−0 x(t) = +∞.

Доведення. Твердження 1, 2. Зробимо в рiвняннi (1) замiну змiнних x(t) = −
√
|µ|

1− q
+

+ y(t) :

y′(t) + q2y′(qt) = −ay(t) + aqy(qt) +
(
y(t)− qy(qt)

)2
, (2)

де a df
= 2

√
|µ|, i будемо вважати, що y(0) 6= 0.

Оскiльки

d

dt
y2(t)

∣∣∣∣
t=0

= 2
(1− q)2

1 + q2

(
x(0)−

√
|µ|

1− q

)
y2(0) < 0,

iснує t0 ∈ (0, Tmax) таке, що ∣∣y(t)∣∣ < ∣∣y(0)∣∣ (3)

для всiх t ∈ (0, t0).

Доведемо вiд протилежного, що Tmax = +∞ i нерiвнiсть (3) виконується для всiх t > 0.

Якщо це не так, то iснує t1 ≥ t0 таке, що нерiвнiсть
∣∣y(t)∣∣ < ∣∣y(0)∣∣ виконується для всiх

t ∈ (0, t1) i |y(t1)| =
∣∣y(0)∣∣, оскiльки згiдно з лемою 6 у [2] з умови Tmax < +∞ отримуємо

властивiсть lim supt→Tmax−0
∣∣y(t)∣∣ = +∞. З леми 5 у [2] випливає,що в початковiй задачi (2),

y(0) ∈ R, рiвняння (2) можна замiнити еквiвалентним рiвнянням

y′(t) = −ay(t) + aq(1 + q)

+∞∑
n=0

(
−q2

)n
y
(
qn+1t

)
+

+
+∞∑
n=0

q4n
(
y
(
q2nt

)
− qy

(
q2n+1t

))2 − q2 +∞∑
n=0

q4n
(
y
(
q2n+1t

)
− qy

(
q2n+2t

))2
.
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Визначимо функцiю Ляпунова U(t)
df
=

1

2
y2(t) та оцiнимо похiдну цiєї функцiї у точцi t1 :

U ′(t1) = −ay2(t1) + aq(1 + q)y(t1)
+∞∑
n=0

(
−q2

)n
y
(
qn+1t1

)
+

+ y(t1)

[
+∞∑
n=0

q4n
(
y
(
q2nt1

)
− qy

(
q2n+1t1

))2 −
−q2

+∞∑
n=0

q4n
(
y
(
q2n+1t1

)
− qy

(
q2n+2t1

))2] ≤
≤ −ay2(0) + a

q(1 + q)

1− q2
y2(0)+

+
∣∣y(0)∣∣max

{
+∞∑
n=0

q4n
(
y
(
q2nt1

)
− qy

(
q2n+1t1

))2
,

q2
+∞∑
n=0

q4n
(
y
(
q2n+1t1

)
− qy

(
q2n+2t1

))2}
.

Оцiнимо суми пiд знаком максимуму:
+∞∑
n=0

q4n
(
y
(
q2nt1

)
− qy

(
q2n+1t1

))2 ≤ (1 + q)2

1− q4
∣∣y(0)∣∣2,

q2
+∞∑
n=0

q4n
(
y
(
q2n+1t1

)
− qy

(
q2n+2t1

))2 ≤ q2 (1 + q)2

1− q4
∣∣y(0)∣∣2.

Отже, при 0 < q <
1

2
оцiнку похiдної функцiї Ляпунова можна продовжити таким чином:

U ′(t1) ≤ −
[
a
1− 2q

1− q
−
∣∣y(0)∣∣ 1 + q

(1− q)(1 + q2)

] ∣∣y(0)∣∣2 < 0.

Отримана суперечнiсть доводить, що Tmax = +∞ i нерiвнiсть (3) виконується для всiх
t > 0.

Доведемо рiвнiсть limt→+∞ y(t) = 0 також вiд протилежного. Припустимо, що

M0
df
= lim sup

t→+∞

∣∣y(t)∣∣ > 0.

Тодi iснує послiдовнiсть tk, k = 0, 1 . . . , така, що limk→+∞ tk = +∞ i limk→+∞ |y(tk)| =M0.

Оскiльки M0 ≤
∣∣y(0)∣∣, iснує число ε > 0 таке, що виконується нерiвнiсть

M1
df
= a (M0 − ε)2 − a

q

1− q
(
M2

0 + ε
)
− 1 + q

(1− q)(1 + q2)

(
M3

0 + ε
)
> 0.

Оскiльки розв’язок y(t) обмежений, то обмежена й похiдна y′(t), тому iснують k0 i δ > 0

такi, що
∣∣y(t)∣∣ ≥ M0 − ε для t ∈ (tk − δ, tk + δ), k ≥ k0. Тодi при t ≥ T0, де T0 — досить

велике число, отримуємо оцiнки
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+∞∑
n=0

(
−q2

)n
y
(
qn+1t

)∣∣∣∣∣ ≤ M2
0 + ε

1− q2
,

∣∣∣∣∣y(t)
[
+∞∑
n=0

q4n
(
y
(
q2nt

)
− qy

(
q2n+1t

))2 − q2 +∞∑
n=0

q4n
(
y
(
q2n+1t

)
− qy

(
q2n+2t

))2]∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1 + q

(1− q)(1 + q2)

(
M3

0 + ε
)
.

Звiдси для деякого k1 ≥ k0 випливає нерiвнiсть U ′(t) ≤ −M1, t ∈ (tk − δ, tk + δ), k ≥ k1.

Тобто U(tk−δ) ≥ U(tk)+M1δ, k ≥ k1. Отримана суперечнiсть доводить, що limt→+∞ y(t) =

= 0.

Тепер розглянемо функцiю z(t)
df
= y(t) + qy(qt) при 0 < q < 1. Оскiльки

d

dt
z2(t)

∣∣∣∣
t=0

= 2(1 + q)(1− q)2
(
x(0)−

√
|µ|

1− q

)
y2(0) < 0,

iснує t0 ∈ (0, Tmax) таке, що

|z(t)| <
∣∣z(0)∣∣ (4)

для всiх t ∈ (0, t0).

Доведемо вiд протилежного, що Tmax = +∞ i остання нерiвнiсть виконується для всiх
t > 0. Якщо це не так, то iснує t1 ∈ [t0, Tmax) таке, що нерiвнiсть (4) виконується для всiх
t ∈ (0, t1) i

∣∣z(t1)∣∣ = ∣∣z(0)∣∣. Визначимо функцiонал Ляпунова
V (t) =

1

2
z2(t) + aθ

t∫
qt

y2(s)ds,

де θ = 2q

1 + q
. Використовуючи (2), отримуємо

V ′(t) = −a(1− θ)y2(t)− aq(θ − q)y2(qt) +
(
y(t)− qy(qt)

)(
y2(t)− q2y2(qt)

)
.

Оцiнимо рiзницю y(t)− qy(qt). Для цього припустимо, що
∣∣y(t)∣∣ на вiдрiзку [0, t1] досягає

свого максимуму в точцi t2. Тодi з (4) отримуємо нерiвнiсть

|y(t2)| ≤
∣∣z(t2)∣∣+ q

∣∣y(qt2)∣∣ ≤ ∣∣z(0)∣∣+ q|y(t2)|,

тобто

max
0≤t≤t1

∣∣y(t)∣∣ ≤ 1 + q

1− q

∣∣∣∣∣x(0)−
(
−
√
|µ|

1− q

)∣∣∣∣∣
i

|y(t)− qy(qt)| ≤ (1 + q)2

1− q

∣∣∣∣∣x(0)−
(
−
√
|µ|

1− q

)∣∣∣∣∣ df
= M2, t ∈ [0, t1].

Таким чином, виконується нерiвнiсть

V ′(t) ≤ − (a(1− θ)−M2) y
2(t)−

(
aq(θ − q)− q2M2

)
y2(qt).
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Зауважимо, що

M2 < sup
q≤θ≤1

min

{
a(1− θ), aθ − q

q

}
= min

{
a(1− θ), aθ − q

q

}∣∣∣∣
θ= 2q

1+q

= a
1− q
1 + q

,

i запишемо останню нерiвнiсть для V ′(t) у виглядi

V ′(t) ≤ −
(
a
1− q
1 + q

−M2

)(
y2(t) + q2y2(qt)

)
≤ 0. (5)

Тобто функцiонал V (t) не зростає на вiдрiзку [0, t1] i V ′(0) < 0, оскiльки це суперечить
умовi

∣∣z(t1)∣∣ = ∣∣z(0)∣∣. Тому Tmax = +∞ i нерiвнiсть (4) виконується для всiх t > 0.

Обмеженiсть функцiї z(t) тягне за собою обмеженiсть розв’язку y(t), а отже, й обме-
женiсть похiдної y′(t).

Доведемо вiд супротивного, що limt→+∞ y(t) = 0. Припустимо, що

M0 = lim sup
t→+∞

∣∣y(t)∣∣ > 0.

Тодi iснує послiдовнiсть tn така, що

tn+1 − tn ≥
M0

2M3
, |y (tn)| ≥

M0

2
, n = 0, 1, . . . ,

де M3 = max
{
1, supt≥0 |y′(t)|

}
. Не iснує перетинiв мiж iнтервалами

In =

(
tn −

M0

4M3
, tn +

M0

4M3

)
, n = 0, 1, . . . .

Оскiльки ∣∣y(t)∣∣ ≥ |y (tn)| − M0

4M3
sup
t≥0
|y′(t)| ≥ M0

4
, t ∈ In, n = 1, 2, . . . ,

i нерiвнiсть (5) виконується для всiх t ≥ 0, то

V ′(t) ≤ −
(
a
1− q
1 + q

− (1 + q)2

1− q
∣∣y(0)∣∣)M2

0

16
< 0, t ∈ In, n = 1, 2, . . . .

Проте монотонно незростаючий функцiонал V (t) ≥ 0. Знайдена суперечнiсть доводить
рiвнiсть limt→+∞ y(t) = 0.

Твердження 3. Тепер зробимо в рiвняннi (1) iншу замiну змiнних x(t) =
√
|µ|

1− q
+ y(t) :

d

dt
(y(t) + qy(qt)) = ay(t)− aqy(qt) +

(
y(t)− qy(qt)

)2
, (6)

де a df
= 2

√
|µ|. Обчислимо похiдну у початковiй точцi

y′(0) =
(1− q)2

1 + q2

(
a

1− q
+ y(0)

)
y(0) > 0.

Доведемо вiд протилежного, що y′(t) > 0 для всiх t ∈ [0, Tmax). Iнакше iснує t1 ∈ (0, Tmax)

таке, що y′(t) > 0 для всiх t ∈ [0, t1) i y′(t1) = 0. Застосовуючи лему 5 з [2] до рiвняння (6),
отримуємо

y′(t) = a
+∞∑
n=0

q4n
[
y
(
q2nt

)
− q(1 + q)y

(
q2n+1t

)
+ q3y

(
q2n+2t

)]
+
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+
+∞∑
n=0

q4n
(
y
(
q2nt

)
− q2y

(
q2n+2t

)) (
y
(
q2nt

)
− 2qy

(
q2n+1t

)
+ q2y

(
q2n+2t

))
. (7)

Оскiльки y(t) > 0 i y′(t) > 0 для всiх t ∈ [0, t1), то з (7) випливає нерiвнiсть y′(t1) > 0.

Одержали суперечнiсть.
Отже, y′(t) > 0 для всiх t ∈ [0, Tmax). Тодi з (7) отримуємо

y′(t) >
(
y(t)− q2y(q2t)

) (
y(t)− 2qy(qt) + q2y(q2t)

)
>

> (1− q2)(1− 2q)y2(t)

для t ∈ (0, Tmax). Визначимо для стислостi c df
= (1 − q2)(1 − 2q) > 0 i на основi останньої

нерiвностi оцiнимо розв’язок y(t) знизу:

y(t) > − 1

c

(
t− 1

cy(0)

) .
Тобто Tmax ≤ (cy(0))−1 , x′(t) > 0 для всiх t ∈ [0, Tmax) i limt→Tmax−0 x(t) = +∞.

Твердження 4. Доведемо вiд протилежного, що x′(t) > 0 для всiх t ∈ [0, Tmax). В
iншому випадку iснує t1 ∈ (0, Tmax) таке, що x′(t) > 0 для всiх t ∈ [0, t1) i x′(t1) = 0. Якщо
x(qt1) ≤ 0, то

x(0) < x
(
q2n+2t1

)
< x

(
q2n+1t1

)
≤ 0,∣∣x(q2n+1t1

)
− qx

(
q2n+2t1

)∣∣ < ∣∣x(0)∣∣, n = 0, 1, . . . ,

i, застосовуючи лему 5 з [2] до рiвняння (1), отримуємо

x′(t1) =
µ

1 + q2
+

+∞∑
n=0

(
−q2

)n (
x(qnt1)− qx

(
qn+1t1

))2 ≥
≥ µ

1 + q2
+

+∞∑
n=0

(
−q2

)2n+1 (
x
(
q2n+1t1

)
− qx

(
q2n+2t1

))2
>

>
µ

1 + q2
− x2(0)q2 1

1− q4
> 0.

Це суперечнiсть. Отже, x(qt1) > 0. Тодi для деякого n ≥ 2 виконується нерiвнiсть x(qnt1) ≤
≤ 0 < x

(
qn−1t1

)
. Спочатку розглянемо випадок n = 2m + 2, m ≥ 0, для цього запишемо

рiвняння (1) у такому виглядi:

x′(t1) =
µ

1 + q2
+
m−1∑
n=0

q4n
(
x
(
q2nt1

)
− q2x

(
q2n+2t1

))
×

×
(
x
(
q2nt1

)
− 2qx

(
q2n+1t1

)
+ q2x

(
q2n+2t1

))
+

+

+∞∑
n=2m

(
−q2

)n (
x(qnt1)− qx

(
qn+1t1

))2 ≥
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≥ µ

1 + q2
+
(
−q2

)2m (
x(q2mt1)− qx

(
q2m+1t1

))2
+

+
(
−q2

)2m+1 (
x
(
q2m+1t1

)
− qx

(
q2m+2t1

))2
+

+
+∞∑
n=0

(
−q2

)2m+3+2n (
x
(
q2m+3+2nt1

)
− qx

(
q2m+3+2n+1t1

))2
>

>
µ

1 + q2
+
(
−q2

)2m
(1− q)2x2(q2mt1)+

+
(
−q2

)2m+1
(1 + q)2

(
max

{
x
(
q2m+1t1

)
,
∣∣x(0)∣∣})2+

+

+∞∑
n=0

(
−q2

)2m+3+2n (
x
(
q2m+3+2nt1

)
− qx

(
q2m+3+2n+1t1

))2
.

Якщо x
(
q2m+1t1

)
≤
∣∣x(0)∣∣, то

x′(t1) >
µ

1 + q2
+ q4m(1− q)2x2(q2mt1)− q4m+2

(
2q + q2 +

1

1− q4

)
x2(0) ≥

≥ q4m(1− q)2x2(q2mt1) > 0.

Суперечнiсть. Отже, x
(
q2m+1t1

)
>
∣∣x(0)∣∣. Тодi

x′(t1) >
µ

1 + q2
+
(
−q2

)2m
(1− q)2x2(q2mt1) +

(
−q2

)2m+1
(1 + q)2x2

(
q2m+1t1

)
+

+
+∞∑
n=0

(
−q2

)2m+3+2n (
x
(
q2m+3+2nt1

)
− qx

(
q2m+3+2n+1t1

))2
>

>
µ

1 + q2
+
(
−q2

)2m
(1− q)2x2(q2mt1) +

(
−q2

)2m+1
(1 + q)2x2(q2mt1)−

− q4m+6x2(0)
1

1− q4
>

> q4m
(
(1− q)2 − q2(1 + q)2

)
x2(q2mt1) > 0.

Знову отримали суперечнiсть. Тому n = 2m + 1, m ≥ 1. Знову запишемо рiвняння (1) у
виглядi

x′(t1) =
µ

1 + q2
+

m−1∑
n=0

q4n
(
x
(
q2nt1

)
− q2x

(
q2n+2t1

))
×

×
(
x
(
q2nt1

)
− 2qx

(
q2n+1t1

)
+ q2x

(
q2n+2t1

))
+

+

+∞∑
n=0

(
−q2

)2m+n (
x
(
q2m+nt1

)
− qx

(
q2m+n+1t1

))2
>

>
µ

1 + q2
+
(
x(t1)− q2x

(
q2t1

)) (
x(t1)− 2qx(qt1) + q2x

(
q2t1

))
+
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+
+∞∑
n=0

(
−q2

)2m+1+2n (
x
(
q2m+1+2nt1

)
− qx

(
q2m+1+2n+1t1

))2
>

>
µ

1 + q2
+
(
x(t1)− q2x

(
q2t1

))
(x(t1)− 2qx(qt1))− q4m+2x2(0)

1

1− q4
>

> (1− q2)(1− 2q)x2(t1) > 0.

Суперечнiсть. Таким чином, x′(t) > 0 для всiх t ∈ [0, Tmax).

Покажемо, що розв’язок набуває додатних значень. Припустимо, що це не так, тодi
монотонно зростаючий i обмежений зверху розв’язок, по-перше, iснує на всiй пiвосi, тобто
Tmax = +∞, оскiльки iнакше згiдно з лемою 6 у [2]: lim supt→Tmax−0 |x(t)| = +∞ ; а по-
друге, iснує скiнченна границя limt→+∞ x(t). Оскiльки

lim
t→+∞

x′(t) =
1

1 + q2

(
µ+ (1− q)2

(
lim

t→+∞
x(t)

)2
)
> 0,

одержуємо суперечнiсть. Таким чином, iснує точка t2 ∈ (0, Tmax), у якiй x(t2) > 0.

Нехай t ∈ (t2, Tmax). Якщо x(qt) ≤ 0, то

x(0) < x
(
q2n+2t

)
< x

(
q2n+1t

)
≤ 0,∣∣x(q2n+1t

)
− qx

(
q2n+2t

)∣∣ < ∣∣x(0)∣∣, n = 0, 1, . . . ,

i

x′(t) =
µ

1 + q2
+ (x(t)− qx(qt))2 +

+∞∑
n=1

(
−q2

)n (
x (qnt)− qx

(
qn+1t

))2 ≥
≥ µ

1 + q2
+ x2(t) +

+∞∑
n=0

(
−q2

)2n+1 (
x
(
q2n+1t

)
− qx

(
q2n+2t

))2
>

>
µ

1 + q2
+ x2(t)− x2(0)q2 1

1− q4
> x2(t).

У випадку x(qt) > 0 для деякого n ≥ 2 виконується нерiвнiсть x (qnt) ≤ 0 < x
(
qn−1t

)
.

Припустимо, що n = 2m+ 2, m ≥ 1, i запишемо рiвняння у виглядi

x′(t) =
µ

1 + q2
+

m−1∑
n=0

q4n
(
x
(
q2nt

)
− q2x

(
q2n+2t

))
×

×
(
x
(
q2nt

)
− 2qx

(
q2n+1t

)
+ q2x

(
q2n+2t

))
+

+

+∞∑
n=0

(
−q2

)2m+n (
x
(
q2m+nt

)
− qx

(
q2m+n+1t

))2 ≥
≥ µ

1 + q2
+
(
x(t)− q2x(q2t)

) (
x(t)− 2qx(qt) + q2x(q2t)

)
+

+
(
−q2

)2m (
x
(
q2mt

)
− qx

(
q2m+1t

))2
+
(
−q2

)2m+1 (
x
(
q2m+1t

)
− qx

(
q2m+2t

))2
+
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+
+∞∑
n=0

(
−q2

)2m+3+2n (
x
(
q2m+3+2nt

)
− qx

(
q2m+3+2n+1t

))2 ≥
≥ µ

1 + q2
+
(
x(t)− q2x(q2t)

) (
x(t)− 2qx(qt) + q2x(q2t)

)
+

+
(
−q2

)2m
(1− q)2x2

(
q2mt

)
+
(
−q2

)2m+1
(1 + q)2

(
max

{
x
(
q2m+1t

)
,
∣∣x(0)∣∣})2+

+

+∞∑
n=0

(
−q2

)2m+3+2n (
x
(
q2m+3+2nt

)
− qx

(
q2m+3+2n+1t

))2
.

Знову розглянемо два випадки. Якщо x
(
q2m+1t

)
≤
∣∣x(0)∣∣, то

x′(t) >
µ

1 + q2
+
(
x(t)− q2x(q2t)

) (
x(t)− 2qx(qt) + q2x(q2t)

)
+

+ q4m(1− q)2x2
(
q2mt

)
− q4m+2

(
2q + q2 +

1

1− q4

)
x2(0) >

> (1− q2)(1− 2q)x2(t).

Розглянемо другий випадок x
(
q2m+1t

)
>
∣∣x(0)∣∣. Тодi

x′(t) >
µ

1 + q2
+
(
x(t)− q2x(q2t)

) (
x(t)− 2qx(qt) + q2x(q2t)

)
+

+
(
−q2

)2m
(1− q)2x2

(
q2mt

)
+
(
−q2

)2m+1
(1 + q)2x2

(
q2m+1t

)
−

− q4m+6x2(0)
1

1− q4
>

>
µ

1 + q2
+
(
x(t)− q2x(q2t)

) (
x(t)− 2qx(qt) + q2x(q2t)

)
+

+ q4m
(
(1− q)2 − q2(1 + q)2

)
x2
(
q2mt

)
− q4m+6x2(0)

1

1− q4
>

> (1− q2)(1− 2q)x2(t).

Якщо n = 2, то, замiнивши в попереднiх мiркуваннях для точки t = t1 величину t1
довiльною точкою t ∈ (t2, Tmax), отримуємо у випадку x(qt) ≤

∣∣x(0)∣∣ нерiвнiсть
x′(t) > (1− q)2x2(t),

а у випадку x(qt) >
∣∣x(0)∣∣ — нерiвнiсть

x′(t) >
(
(1− q)2 − q2(1 + q)2

)
x2(t).

Аналогiчно при n = 2m+1, m ≥ 1, замiнюючи в попереднiх мiркуваннях для точки t = t1
величину t1 довiльною точкою t ∈ (t2, Tmax), отримуємо оцiнку

x′(t) > (1− q2)(1− 2q)x2(t).

Таким чином, для t ∈ (t2, Tmax) в усiх можливих випадках виконується нерiвнiсть

x′(t) > cx2(t),
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де

c = min
{(

(1− q)2 − q2(1 + q)2
)
, (1− q2)(1− 2q)

}
> 0.

Тодi

x(t) > − 1

c

(
t− t2 −

1

cx(t2)

) , t ∈ (t2, Tmax),

отже,

Tmax ≤ t2 +
1

cx(t2)
< +∞,

x′(t) > 0 для всiх t ∈ [0, Tmax) i limt→Tmax−0 x(t) = +∞.
Твердження 5. Знову доведемо вiд протилежного, що x′(t) > 0 для всiх t ∈ [0, Tmax). В

iншому випадку iснує t1 ∈ (0, Tmax) таке, що x′(t) > 0 для всiх t ∈ [0, t1) i x′(t1) = 0. Тодi
достатньо записати рiвняння у виглядi

x′(t) =
µ

1 + q2
+

+∞∑
n=0

q4n
(
x
(
q2nt

)
− q2x

(
q2n+2t

))
×

×
(
x
(
q2nt

)
− 2qx

(
q2n+1t

)
+ q2x

(
q2n+2t

))
,

щоб отримати протирiччя x′(t1) > 0.

З цього ж запису та додатностi похiдної отримуємо нерiвнiсть

x′(t) > (1− q2)(1− 2q)x2(t), t ∈ (0, Tmax).

Визначимо для стислостi c df
= (1 − q2)(1 − 2q) > 0 i виберемо довiльне t2 ∈ (0, Tmax), тодi

x(t2) > 0 i

x(t) > − 1

c

(
t− t2 −

1

cx(t2)

) , t ∈ (t2, Tmax).

Теорему 1 доведено.
Зазначимо, що використовуючи ще одну формулу для рiвняння (6):

y′(t) = ay(t)− aq(1 + q)

+∞∑
n=0

q4n
(
y
(
q2n+1t

)
− q2y

(
q2n+2t

))
+

+
(
y(t)− qy(qt)

)2 − +∞∑
n=0

q4n+2
(
y
(
q2n+1t

)
− 2qy

(
q2n+2t

)
+

+ q2y
(
q2n+3t

)) (
y
(
q2n+1t

)
− q2y

(
q2n+3t

))
,

таке подання для рiвняння (1):

x′(t) =
µ

1 + q2
+ (x(t)− qx(qt))2−
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−
+∞∑
n=0

(q2)2n+1
(
x
(
q2n+1t

)
− q2x

(
q2n+3t

))
×

×
(
x
(
q2n+1t

)
− 2qx

(
q2n+2t

)
+ q2x

(
q2n+3t

))
i мiркування з доведення теореми 1, можна оцiнити величину Tmax знизу та зверху через
параметри рiвняння та початкове значення розв’язку. У загальному випадку для оцiнки
величини Tmax знизу можна застосувати лему 7 з [2] (див. теорему 9 [2]).

Надалi асимптотичнi символи O слiд розумiти при t → +∞, а розв’язок рiвняння (1)
визначено на деякiй пiвосi (t0,+∞), t0 ≥ 0.

За певних умов для досить гладкого розв’язку знайдемо асимптотичнi зображення як
самого розв’язку, так i його похiдних iз точнiстю, яка залежить вiд гладкостi розв’язку.

Теорема 2. Якщо µ < 0 i 0 < q < 1, то для l + 1 разiв неперервно диференцiйовного

розв’язку x(t) рiвняння (1) такого, що limt→+∞ x(t) = −
√
|µ|

1− q
i (l + 1)-ша похiдна функцiї

x(t) є неперервним розв’язком диференцiального рiвняння
d

dt

(
x(l+1)(t) + ql+2x(l+1)(qt)

)
− dl+1

dtl+1
(x(t)− qx(qt))2 = 0,

де l ≥ 2, мають мiсце такi асимптотичнi зображення:

x(t) = −
√
|µ|

1− q
+ t−1h0(ln t) + . . .+ t−lhl−1(ln t) +O

(
t−(l+1)

)
,

x(n)(t) =
dn

dtn
[
t−1h0(ln t)

]
+ . . .+

dn

dtn

[
t−(l−n)hl−n−1(ln t)

]
+O

(
t−(l+1)

)
, 1 ≤ n ≤ l − 1,

де hm ∈ C l−1−m — перiодичнi функцiї з перiодом ln q, якi визначаються рекурентною фор-
мулою

hm(t) =
1

2
√
|µ|
(
1− q−m

) [m−2∑
k=1

(
1− q−k

) (
1− q−(m−k−1)

)
hk(t)hm−k−1(t)−

−
(
1 + q−(m−1)

)
h′m−1(t) +m

(
1 + q−(m−1)

)
hm−1(t)

]
, m = 1, l − 1.

Доведення. Запишемо рiвняння (2) у такiй формi:
d

dt
(y(t)− (−q)y(qt)) = −

(
a+ 2

(
qy(qt)− y(t)

))
y(t)+

+
(
aq + 2q

(
qy(qt)− y(t)

))
y(qt).

Застосовуючи лему 8 з [2] до останнього рiвняння, отримуємо оцiнку y(t) = O
(
tα0
)
, α0 >

> −1

2
.

Розглянемо рiвняння для похiдної шуканої функцiї
d

dt

(
y′(t)−

(
−q2

)
y′(qt)

)
= −

(
a+ 2

(
qy(qt)− y(t)

))
y′(t)+

+
(
aq2 + 2q2

(
qy(qt)− y(t)

))
y′(qt).
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Знову застосовуючи до нього лему 8 з [2], отримуємо оцiнку y′(t) = O (tα1), α1 > −
3

2
.

Запишемо рiвняння (2) як функцiональне рiвняння:

y(t)−
aq + 2q

(
qy(qt)− y(t)

)
a+ 2

(
qy(qt)− y(t)

) y(qt) = −

d

dt
(y(t) + qy(qt))

a+ 2
(
qy(qt)− y(t)

) .
Застосувавши лему 4 з [2] до останнього рiвняння, отримаємо бiльш точну оцiнку y(t) =
= O

(
tα0
)
, α0 > −1.

Ще раз запишемо рiвняння (2) як функцiональне рiвняння:

y(t)− qy(qt) = h(t),

де

h(t) =
1

a

(
−y′(t)− q2y′(qt) +

(
qy(qt)− y(t)

)2)
= O (tα), α > −3

2
.

Застосовуючи лему 3 з [2] до останнього рiвняння, отримуємо оцiнку y(t) = O
(
t−1
)
.

Використовуючи метод математичної iндукцiї та повторюючи викладенi вище мiрку-
вання, можна довести оцiнку y(n)(t) = O

(
t−(n+1)

)
для 0 ≤ n ≤ l.

Застосовуючи лему 3 з [2] до рiвняння

y(n)(t)− qn+1y(n)(qt) = h(t), (8)

де

h(t) =
1

a

(
−y(n+1)(t)− qn+2y(n+1)(qt)+

+

n∑
m=0

Cmn

(
qm+1y(m)(qt)− y(m)(t)

)
×

×
(
qn−m+1y(n−m)(qt)− y(n−m)(t)

))
=

= O
(
t−(n+2)

)
, 0 ≤ n ≤ l − 1,

отримуємо асимптотичне зображення

y(n)(t) = t−(n+1)Hn,0(ln t) +O
(
t−(n+2)

)
,

де Hn,0(t) —неперервна перiодична функцiя з перiодом ln q. Звiдси, з урахуванням леми 12
з [2], випливає, що Hn,0 ∈ C1 i

H ′n,0(t) = Hn+1,0(t) + (n+ 1)Hn,0(t), 0 ≤ n ≤ l − 2,

або (еквiвалентно)

t−(n+2)Hn+1,0(ln t) =
d

dt

[
t−(n+1)Hn,0(ln t)

]
.
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Таким чином, H0,0 ∈ C l−1 i

t−(n+1)Hn,0(ln t) =
dn

dtn
[
t−1H0,0(ln t)

]
, 0 ≤ n ≤ l − 1.

Позначимо для стислостi h0 df
= H0,0 i запишемо отриманi асимптотичнi розклади у виглядi

x(t) = −
√
|µ|

1− q
+ t−1h0(ln t) +O

(
t−2
)
,

x(n)(t) =
dn

dtn
[
t−1h0(ln t)

]
+O

(
t−(n+2)

)
, 1 ≤ n ≤ l − 1.

За допомогою рiвняння (8), а також лем 3 i 12 з [2] можна вивести такi асимптотичнi
формули:

x(t) = −
√
|µ|

1− q
+ t−1h0(ln t) + . . .+ t−lhl−1(ln t) +O

(
t−(l+1)

)
,

x(n)(t) =
dn

dtn
[
t−1h0(ln t)

]
+ . . .+

dn

dtn

[
t−(l−n)hl−n−1(ln t)

]
+O

(
t−(l+1)

)
, 1 ≤ n ≤ l − 1,

де hm ∈ C l−1−m — перiодичнi функцiї з перiодом ln q.

Пiдставляючи знайденi асимптотичнi зображення для x(t) та x′(t) у рiвняння (1),
отримуємо рекурентну формулу для коефiцiєнтiв hm.

Теорему 2 доведено.
Зазначимо, що розвинутий у [2] пiдхiд можна частково розповсюдити до дослiдження

асимптотичної поведiнки розв’язкiв нелiнiйних диференцiально-функцiональних рiвнянь
нейтрального типу з декiлькома лiнiйними та постiйними запiзненнями, якi вивчалися
в [3].
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