
УДК. 511.7+519.21

СУПЕРПОЗИЦIЇ ФУНКЦIЙ З ФРАКТАЛЬНИМИ ВЛАСТИВОСТЯМИ

М. В. Працьовитий

Нац. пед. ун-т iм. М. П. Драгоманова
вул. Пирогова, 9, Київ, 01601, Україна

Iн-т математики НАН України
вул. Терещенкiвська, 3, Київ, 01024, Україна
e-mail: prats4444@gmail.com

Ю.Ю. Вовк

Чернiгiв. обл. iн-т пiслядиплом. пед. освiти iм. К. Д. Ушинського
вул. Слобiдська, 83, Чернiгiв, 14021, Україна
e-mail: freeeidea@ukr.net

I. М. Лисенко

Нац. пед. ун-т iм. М. П. Драгоманова
вул. Пирогова, 9, Київ, 01601, Україна
e-mail: iryna.pratsiovyta@gmail.com

С. П. Ратушняк

Iн-т математики НАН України
вул. Терещенкiвська, 3, Київ, 01024, Україна
e-mail: ratush404@gmail.com

We study structural, integral, differential, variational, and fractal properties of the function f whose
argument x = ∆

Q∗
s

α1α2...αn... is represented by a polybasic s-symbol Q∗
s -representation (1 < s ∈ N) and

its corresponding value is expressed by f
(
x = ∆

Q∗
s

α1α2...αn...

)
= aα1u1+α2u2+...+αnun+..., where u1+u2+. . .

is a given convergent positive series, αn ∈ {0, 1, . . . , s− 1}.

Вивчаються структурнi, iнтегральнi, диференцiальнi, варiацiйнi та фрактальнi властивостi функцiї
f, аргумент x = ∆

Q∗
s

α1α2...αn... якої подано полiосновним s-символьним Q∗
s -зображенням (1 <

< s ∈ N) , а вiдповiдне йому значення виражено f
(
x = ∆

Q∗
s

α1α2...αn...

)
= aα1u1+α2u2+...+αnun+...,

де u1 + u2 + . . . — наперед заданий збiжний додатний ряд, αn ∈ {0, 1, . . . , s− 1}.

1. Вступ. Якщо графiк функцiї y = f(x) є самоподiбною (самоафiнною, автомодельною)
множиною простору R2, яка має дробову розмiрнiсть, або принаймнi одна з суттєвих для
функцiї множин (множина значень, множина рiвня, множина несталостi тощо) має дробову
розмiрнiсть типу Хаусдорфа – Безиковича, то вважаємо, що функцiя f має фрактальнi
властивостi або є фрактальною [1].
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Перед тим як навести приклади функцiй iз фрактальними властивостями, нагадаємо
суть полiосновного Q∗s -зображення й Qs -зображення чисел (2 ≤ s ∈ N) , що є узагальнен-
нями класичного s-кового зображення.

Нехай задано 1 < s — фiксоване натуральне число, A = {0, 1, . . . , s − 1} — алфавiт,
Ls = A×A×. . .×A×. . .—простiр послiдовностей елементiв алфавiту, ‖qik‖—нескiнченну
s-рядкову стохастичну матрицю з додатними елементами

qik > 0, q0k + q1k + . . .+ qs−1,k = 1,

∞∏
k=1

max
i
{pik} = 0,

β0k ≡ q0k, βik ≡ βi−1,k + qi−1,k = q0k + q1k + . . .+ qi−1,k.

Теорема 1 [2]. Для будь-якого x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (αn) ∈ Ls така, що

x = βα11 +

∞∑
n=2

βαnn n−1∏
j=1

qαjj

 ≡ ∆Q∗
s

α1α2...αn.... (1)

Символiчний запис ∆
Q∗
s

α1α2...αn... називається Q∗s -зображенням числа x i ряду (1). При
цьому αn називається n-ю цифрою цього зображення.

Iснують числа, що мають два зображення: ∆
Q∗
s

α1α2...αn−1αn(0) = ∆
Q∗
s

α1α2...αn−1[αn−1](s−1). Їх
злiченна кiлькiсть i вони називаються Q∗s -бiнарними. Решта чисел мають єдине зображення
i називаються Q∗s -унарними. Кожна цифра зображення Q∗s -унарного числа є його коректно
означеною функцiєю.

Одним iз ключових продуктивних понять теорiї Q∗s -зображення чисел є поняття Q∗s -
цилiндра. Нагадаємо, що Q∗s -цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm називається мно-
жина

∆Q∗
s

c1c2...cm =
{
x ∈ [0; 1] : x = ∆Q∗

s
c1c2...cmα1α2..., (αi) ∈ L

}
.

Q∗s -цилiндри мають такi властивостi:

1) ∆
Q∗
s

c1...cm =
s−1⋃
i=0

∆
Q∗
s

c1...cmi
, [0; 1] =

⋃
c1∈A

. . .
⋃

cm∈A
∆
Q∗
s

c1...cm ;

2) max ∆
Q∗
s

c1c2...cmi
= min ∆

Q∗
s

c1c2...cm[i+1], i = 0, s− 2 ;
3) ∆

Q∗
s

c1c2...cm є вiдрiзком [a; b], де

a = βc11 +

m∑
k=2

(
βckk

k−1∏
i=1

qcii

)
, b = a+

∏m

i=1
qcii;

4)
∣∣∣∆Q∗

s
c1c2...cm

∣∣∣ =
∏m

i=1
qcii,

|∆Q∗
s

c1c2...cmi
|∣∣∆Q∗

s
c1c2...cm

∣∣ = qi,m+1 ;

5) для ∀(cn) :
∞⋂
m=1

∆
Q∗
s

c1...cm = ∆
Q∗
s

c1...cm....

Рангом Q∗s -бiнарного числа x0 називається найменший ранг цилiндра, кiнцем якого є
число x0. Iснує (s − 1) Q∗s -бiнарне число рангу 1, (s − 1)s чисел рангу 2, (s − 1)sk чисел
рангу k + 1.
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Якщо у матрицi ‖qik‖ всi стовпцi однаковi, тобто qik = qi, i = 0, s− 1 для всiх k ∈ N,
то Q∗s -зображення називається Qs -зображенням. Q∗s -зображення є узагальненням класич-
ного s-кового зображення i є ним при qik = qi =

1

s
.

Приклад 1. Фрактальною функцiєю є неперервна строго спадна функцiя I, означена
рiвнiстю

I
(
x = ∆Q∗

s
α1α2...αn...

)
= ∆

Q∗
s

[s−1−α1][s−1−α2]...[s−1−αn]...,

яка називається iнверсором Q∗s -зображення чисел [3].
Справдi, у випадку, коли Q∗s -зображення є Qs -зображенням, графiк ΓI функцiї I є

самоафiнною множиною зi структурою

ΓI = Γ0 ∪ Γ1 ∪ . . . ∪ Γs−1,

де

Γi = γi(ΓI),

x
′ = qix+ βi,

y′ = q[s−1−i]y + β[s−1−i],
i = 0, s− 1.

Самоафiнна розмiрнiсть d0 графiка функцiї є розв’язком рiвняння
∑s−1

i=0
(q0qi)

x
2 = 1,

причому 0 < d0 < 1, якщо iснує qi 6=
1

s
. У цьому випадку функцiя I є сингулярною,

тобто неперевною функцiєю, вiдмiнною вiд сталої, похiдна якої рiвна нулю майже скрiзь
у розумiннi мiри Лебега [3].

Приклад 2. Фрактальною функцiєю є неперервний розв’язок системи функцiональних
рiвнянь f(q0x) = p0f2(x),

f(q0 + (1− q0)x) = p0 + (1− p0)f(x),
де q0, p0 ∈ (0; 1), p0 6= q0.

Cправдi, єдиним розв’язком цiєї системи функцiональних рiвнянь є функцiя

f2

(
x = ∆Q2

α1α2...αn...

)
= α1p1−α1 +

∞∑
k=2

αkp1−αk

k−1∏
i=q

qαi

 ≡ ∆P2
α1α2...αn...,

яка множину нульової мiри Лебега

E[Q2; p0, 1− p0] =

{
x : x = ∆Q2

α1α2...αn..., 1− p0 = lim
n→∞

α1 + . . .+ αn
n

≡ ν1(x)

}

розмiрностi Хаусдорфа – Безиковича α0(E) =
ln pp00 (1− p0)1−p0

ln qp00 (1− q0)1−p0
переводить у множину

E[Q2; q0, 1 − q0] повної мiри Лебега [2], тобто є сингулярною функцiєю розподiлу ймовiр-
ностей.

Приклад 3. Функцiя f3 означається на [0; 1) рiвнiстю

f3

(
x = ∆Q2

α1α2...αn...

)
= ∆Q2

g(α1,α2)g(α2,α3)...g(αn−1,αn)g(αn,αn+1)...,

де g(i, j) = i · j.
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Множиною значень цiєї функцiї є фрактальна N-самоподiбна множина канторiвського
типу C[Q2, 101, (1)], N-самоподiбна розмiрнiсть якої є розв’язком рiвняння qx0 +qx1 −qx0qx1 +
+ q2x

0 qx1 = 1 [4].
Приклад 4. Функцiя f4 означається на [0; 1) рiвнiстю

f4

(
x = ∆4

α1α2...αn...

)
= ∆2

a1a2...an...,

де

a1 =

0, якщо α1 = 0,

1, якщо α1 6= 0,
an+1 =

an, якщо αn+1 = αn,

1− an, якщо αn+1 6= αn.

Множина E(y0) ≡ {x : f(x) = y0} рiвня y0 = ∆4
(10) функцiї f4 має фрактальну розмiр-

нiсть Хаусдорфа – Безиковича, рiвну log4 3 (див. [5]).
У роботi [6] Бл. Сендов вивчав властивостi класу фрактальних функцiй ви гляду

f
(
x = ∆2

a1...ak...

)
=
∞∏
k=1

λ
ak(x)
k , де x =

∞∑
k=1

2−kαk ≡ ∆2
α1α2...αk...

,

∏∞

k=1
λk — абсолютно збiжний нескiнченний добуток iз додатними множника.

Функцiї цього класу мають зображення

f
(
x+ 2−k

)
= λkf(x), x ∈ ∇2

a1...ak−10 =

(
k∑
i=1

2−iai; 2−k +
k∑
i=1

2−iai

)
, ai ∈ {0, 1}.

У [7] показано, що вони подаються у бiльш зручному для вивчення виглядi:

f
(
∆2
a1...an...

)
= a

∑n
i=1 aiui , де λi = aui ,

оскiльки до теорiї легко долучаються вiдомостi з геометрiї числових рядiв (властивостi
неповних сум рядiв, що сьогоднi iнтенсивно вивчаються [8 – 11]), при цьому суттєво розши-
рюються можливостi дослiдження. У згаданiй роботi узагальнено попереднiй клас функцiй
за допомогою розгляду Q2 -зображення аргументу, що є узагальненням класичного двiй-
кового зображення.

У роботi [12] розширено клас дослiджуваних функцiй за допомогою розгляду Q∗2 -
зображення аргументу i кола задач, що розглядалися.

У цiй роботi ми розглядаємо полiосновну систему кодування чисел засобами багато-
чисельного алфавiту, що приводить, взагалi кажучи, до систем зображення чисел iз нену-
льовою надлишковiстю i наявностi у функцiї континуальних множин рiвнiв зi складною
тополого-метричною локальною структурою.

2. Об’єкт дослiдження. У цiй роботi основним об’єктом вивчення є функцiя, означена
рiвнiстю

f
(
x = ∆Q∗

s
α1α2...αn...

)
= ag(x), g(x) ≡

∞∑
i=1

αiui; (2)

r0 = u1 + u2 + . . .+ un + (un+1 + un+2 + . . .) = u1 + . . .+ un + rn (3)
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— заданий абсолютно збiжний ряд iз сумою r0, 1 6= a — додатний параметр, 1 < s —
фiксоване натуральне число.

Очевидно, що функцiя f є коректно означеною на множинi Q∗s -унарних чисел (тобто
тих, що мають єдине Q∗s -зображення). Означення функцiї f у Q∗s -бiнарнiй точцi є коре-
ктним, якщо таким є означення функцiї g, а це буде тодi, коли для будь-якого n ∈ N i
набору цифр α1, α2, . . . , αn справджуватиметься рiвнiсть

g
(
∆
Q∗
s

α1...αm−1αm(0)

)
= g
(
∆
Q∗
s

α1...αm−1[αm−1](s−1)

)
,

що рiвносильно un = (s − 1)(un+1 + un+2 + . . .) для будь-якого n ∈ N. У загальному
випадку коректнiсть означення функцiї f забезпечується домовленiстю використовувати
лише одне iз зображень Q∗s -бiнарних чисел. Домовимося, що далi таким буде зображення,
яке має перiод (0).

Очевидними є рiвностi

g
(

0 = ∆
Q∗
s

(0)

)
= 0, g

(
1 = ∆

Q∗
s

(s−1)

)
= (s− 1)r0, f(0) = 1, f(1) = a(s−1)r0 ,

g
(
∆
Q∗
s

iα2...αn...

)
= iu1 + g

(
∆
Q∗
s

0α2...αn...

)
, f

(
∆
Q∗
s

iα2...αn...

)
= aiu1f(∆

Q∗
s

0α2...αn...
),

f
(
∆
Q∗
s

α1α2...αkiαk+2αk+3...

)
= a(i−j)ukf

(
∆
Q∗
s

α1α2...αkjαk+2αk+3...

)
.

Нас цiкавлять структурнi, iнтегральнi, варiацiйнi та фрактальнi властивостi функцiї
f(x), зокрема властивостi множини її значень i множин рiвнiв.

Зауваження 1. Якщо зафiксованi Q∗s -зображення чисел i параметр a, а послiдовностi
(un) i (vn) визначають функцiї f i g класу S, означенi рiвнiстю (2), то послiдовнiсть (tn),
де tn = un + vn, визначає функцiю φ = f · g цього ж класу.

3. Неперервнiсть функцiї f .
Теорема 2. Функцiя f неперервна в кожнiй Q∗s -унарнiй точцi, а в Q∗s -бiнарнiй точцi вона

неперервна справа.
Доведення. Очевидно, що функцiя f неперервна в точцi x0 тодi й тiльки тодi, коли

неперервною в цiй точцi є функцiя g(x).

Нехай x0 = ∆
Q∗
s

c1c2...cn... — Q∗s -унарне число. Розглянемо x = ∆
Q∗
s

α1...αn... таке, що x 6= x0.
Тодi iснує m таке, що cm 6= αm, але ci = αi при i < m, причому умови x → x0 i m → ∞
рiвносильнi. Оскiльки∣∣g(x)− g(x0)

∣∣ =
∣∣(αm − cm)un + (αm+1 − cm+1)um+1 + . . .

∣∣ ≤
≤ (s− 1)|um + um+1 + . . . | → 0 при m→∞,

то g i f — неперервнi в точцi x0.
Розглянемо Q∗s -бiнарну точку x0 = ∆

Q∗
s

c1c2...cm−1cm(0). Нехай x > x0 i достатньо близь-
ке до x0. Тодi x = ∆

Q∗
s

c1...cm 0...0︸︷︷︸
k

αm+k+1...
, причому серед членiв послiдовностi (αm+k+1) є

вiдмiннi вiд нуля, разом iз цим умова x→ x0 рiвносильна k →∞. Оскiльки

g(x)− g(x0) =
∞∑

i=m+k+1

αiui → 0, k →∞,

то g — неперервна в точцi x0 справа.
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Лема 1. Для того щоб функцiя g(x) була неперервна у точцi x0 = ∆
Q∗
s

c1...cm−1cm(0), необхiд-
но й достатньо, щоб виконувалася рiвнiсть um = (s− 1)rm.

Доведення. Враховуючи попередню теорему, функцiя f (рiвносильно g ) неперервна
у точцi x0 тодi й тiльки тодi, коли вона неперервна у цiй точцi злiва, тобто коли для
будь-якої послiдовностi (xk) такої, що x0 > xk → x0, k → ∞, виконується рiвнiсть
limxk→x0 g(xk) = g(x0).

Якщо число xk < x0 i достатньо близьке до x0, то воно має Q∗s -зображення

xk = ∆
Q∗
s

c1...cm−1[cm−1] c...c︸︷︷︸
k

αm+k+1αm+k+2...
, c = s− 1.

Тодi

g(x0)− g(xk) = um −
(
(s− 1)um+1 + . . .+ (s− 1)um+k +

+ αm+k+1um+k+1 + αm+k+2um+k+2 + · · ·
)
.

Звiдси випливає, що limk→∞[g(x0)− g(xk)] = 0 лише тодi, коли um = (s− 1)rm.

Лема 2. Якщо збiжний додатний ряд

u1 + . . .+ un + un+1 + . . . = u1 + . . .+ un + rn ≡ r0

має властивiсть un = (s − 1)rn для будь-якого n ∈ N, то un =
1

s
un−1 =

s− 1

sn
r0 для

будь-якого n ∈ N.
Доведення. Оскiльки un = (s− 1)rn = (s− 1)(rn−1 − un), то виконується рiвнiсть

un =
s− 1

s
rn−1 =

s− 1

s

1

s− 1
un−1 =

1

s
un−1.

Тодi

u1 =
s− 1

s
r0, u2 =

s− 1

s
r0,

un =
s− 1

s
rn−1 =

1

s
un−1 =

s− 1

sn
r0.

Теорема 3. Для того щоб функцiї g i f були неперервними на вiдрiзку [0; 1], необхiдно й
достатньо, щоб un = (s− 1)s−nr0 для будь-якого n ∈ N i деякого r0 ∈ R.

Доведення. З урахуванням попереднiх теореми й лем бачимо, що функцiя f буде
неперервною на [0; 1] тодi й тiльки тодi, коли вона буде неперервною злiва у кожнiй
Q∗s -бiнарнiй точцi, тобто, коли un = (s − 1)rn для всiх n ∈ N. А це згiдно з поперед-
ньою лемою буде тодi, коли un = (s − 1)s−nr0 для будь-якого n ∈ N, тобто коли ряд є
геометричним.

Зауваження 2. Неперервнiсть функцiй g i f однозначно визначається властивостями
ряду (3) i числом s. До того ж у кожнiй точцi областi визначення цi функцiї одночасно
неперервнi або розривнi.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2021, т. 24, № 4



504 М. В. ПРАЦЬОВИТИЙ, Ю. Ю. ВОВК, I. М. ЛИСЕНКО, С. П. РАТУШНЯК

4. Стрибки функцiї.
Лема 3. Якщо послiдовнiсть (un) має властивостi:
1) un > un+1 > 0, n = 1,m− 1;
2) um > (s−1)rm ≡ (s−1)(um+1+um+2+. . .), то Us -множина ряду u1+u2+. . .+un+. . .

не мiстить жодної точки з iнтервалу ((s− 1)rm;um).

Доведення. Розглянемо довiльне число x з Us -множини цього ряду, тобто x =

=
∑∞

n=1
αnun, де (αn) ∈ Ls.

Якщо αk 6= 0 для деякого k ≤ m, то x ≥ uk ≥ um. Тому x /∈ ((s− 1)rm;um).

Якщо αk = 0 для всiх k ≤ m, але αk = 1 для всiх k > m, то x = (s − 1)rm. Якщо ж
αk = 0 для всiх k ≤ m та iснує αm+i = 0 для деякого i ∈ N, то x < (s − 1)rm, а тому
x /∈ ((s− 1)rm;um).

Отже, в кожному з випадкiв число x не належить iнтервалу ((s− 1)rm;um).

Зауваження 3. Далi ми розглядаємо додатнi ряди з монотонно спадними членами.
Лема 4. Якщо для фiксованого номера m ∈ N виконується умова um > (s − 1)rm, то у

точцi x0 = ∆
Q∗
s

c1...cm−1cm(0) функцiя g має розрив, причому величина стрибка δg(x0) функцiї g
у цiй точцi не залежить вiд набору цифр c1, . . . , cm та обчислюється за формулою δg(x0) =
= um − (s− 1)rm.

Доведення. Оскiльки функцiя g у точцi x0 неперервна справа, то для s− 1 = c маємо

δg(x0) = lim
ε→0

[g(x0 + ε)− g(x0 − ε)] = g(x0)− lim
x→x0−0

g(x) =

= g(x0)− lim
k→∞

g

∆
Q∗
s

c1...cm−1[cm−1] c...c︸︷︷︸
k

a1a2...

 =

= um − lim
k→∞

(
cum+1 + . . .+ cum+k + a1um+k+1 + a2um+k+2 + . . .

)
=

= um − (s− 1)rm.

Зауважимо, що справджується таке бiльш загальне твердження.
Теорема 4. Якщо у точцi x0 = ∆Qs

c1...cm−1cm(0) функцiя g має розрив, тобто виконується
умова um 6= (s − 1)rm, то величини стрибкiв δg(x0) i δf (x0) функцiй g i f вiдповiдно у
цiй точцi не залежать вiд набору цифр c1, . . . , cm й обчислюються за формулами δg(x0) =
= |um − (s− 1)rm|, δf (x0) =

∣∣aum − a(s−1)rm
∣∣.

Теорема доводиться аналогiчно до леми 4.
Теорема 5. Сума всiх стрибкiв функцiї g дорiвнює сумi ряду

(s− 1)

∞∑
m=1

sm−1|um − (s− 1)rm|. (4)

Доведення. Враховуючи попереднi лему та зауваження, достатньо зауважити, що iснує
(s − 1)sm−1 Q∗s -бiнарних точок рангу m (рiвносильно кiлькостi впорядкованих наборiв
(c1, . . . , cm−1, cm), де cm 6= 0, цифр алфавiту), у яких функцiя g має “стрибок” величини
|um − (s− 1)rm|. Тодi сума всiх стрибкiв функцiї g дорiвнює сумi ряду (4).
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5. Структурнi властивостi функцiї.
Лема 5. Справедливi рiвностi:

1)
g
(
∆
Q∗
s

cα2α3...

)
g
(
∆
Q∗
s

[s−1−c]α2α3...

) = 1 + u1(s−1)

g
(
∆
Q∗
s

[s−1−c]α2α3...

) ;
2) g(x) + g(I(x)) = g(1) = (s− 1)r0 ;
3) f(x) · f(I(x)) = ag(1) ;

4)
f
(
∆
Q∗
s

b1b2...bkbk+1bk+2...

)
f
(
∆
Q∗
s

c1c2...ckck+1ck+2...

) =
∏∞

i=1
a(bi−ci)ui .

Доведення. Справдi, переконуємося, що

1)
g
(
∆
Q∗
s

cα2α3...

)
g
(
∆
Q∗
s

[s−1−c]α2α3...

) =
cu1 + α2v2 + . . .

u1(s− 1− c) + α2u2 + . . .
=

=
cu1 − u1(s− 1− c) + u1(s− 1− c) + α2u2 + . . .

u1(s− 1− c) + α2u2 + . . .
=

=
(2c− u1 + 1)u1

g
(
∆
Q∗
s

[s−1−c]α2α3...

) + 1;

2) g(I(x)) = g
(
∆
Q∗
s

[s−1−α1][s−1−α2]...[s−1−αn]...

)
=

= u1(s− 1− α1) + u2(s− 1− α2) + . . .+ un(s− 1− αn) + . . . =

= (s− 1)(u1 + u2 + . . .+ un + . . .)− (u1α1 + u2α2 + . . .+ unαn + . . .) =

= g(1)− g(x);

3) f(x) f(I(x)) = ag(x) ag(I(x)) = ag(x) ag(1)−g(x) = ag(1) = a(s−1)r0 .

Рiвнiсть 4) є очевидною.
Лема 6. Якщо Q∗s -зображення є Qs -зображенням, то графiк Γf функцiї f, означеної

рiвнiстю (2), є автомодельною множиною, яка має структуру

Γf ≡ Γ0 ∪ Γ1 ∪ . . . ∪ Γs−1, Γi ≡
{
M(x; y) : x ∈ ∆

Q∗
s

i , y = f(x)
}
,

де

Γi = γi(Γf ), γi :

x
′ = ∆

Q∗
s

iα2α3...αn...
,

y′ = au1(i−α1(x))f(x).

Доведення. Доведемо, що Γi = γi(Γf ).
1. Спочатку доведемо включення Γi ⊂ γi(Γf ). Нехай M0(x0; y0) ∈ Γi, тобто x0 =

= ∆
Q∗
s

iα2α3...αn...
, y0 = aiu1+α2u2+.... Покажемо, що M0 ∈ γi(Γf ). З цiєю метою розглянемо

точку M∗(x∗; y∗) на графiку Γf функцiї f : x∗ = ∆
Q∗
s

α1α2...αn..., y∗ = f(x∗) i її образ при
перетвореннi

γi : x′∗ = ∆
Q∗

2
α1α2...αn... = x0, y′∗ = au1(i−α1)f(x∗) = aiu1+α2u2+...+αnun+... = f(x0).

Отже, (x′∗; y
′
∗) = (x0; y0) ∈ γi(Γf ).
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2. Тепер доведемо включення γi(Γf ) ⊂ Γi. Нехай M(x; y) ∈ Γf , y = f(x), γi(M) =
= M ′(x′; y′), тобто

x′ = ∆
Q∗
s

iα2α3...αn...
, y = au1(i−i)f(x′) = f(x′).

Звiдси бачимо, що M(x; y) ∈ Γi. З доведених включень отримуємо Γi = γi(Γf ).
6. Iнтегральнi властивостi. Функцiї g i f iнтегровнi за Лебегом, оскiльки можуть мати

лише скiнченну або злiченну множину точок розриву.
Зауважимо, що iнтегральнi властивостi функцiї, означеної рiвнiстю (2), значною мiрою

залежать вiд iнтегральних властивостей функцiї g(x), для неперервних функцiй f вони
визначаються автомодельними властивостями графiка функцiї g.

Лема 7. Якщо un =
(s− 1)r0

sn
, Q∗s = Qs, тобто qik = qi, то

1∫
0

g(x)dx = r0

s−1∑
i=1

iqi.

Доведення. За адитивною властивiстю iнтеграла

I =

1∫
0

g(x)dx =

∫
x∈∆Qs

0

g(x) dx+

s−1∑
i=1

∫
x∈∆Qs

i

g(x) dx.

Враховуючи специфiку
1) Qs -зображення: ∆Qs

0α2α3...
= q0∆Qs

α2α3..., ∆Qs
iα2α3...

= βi + qi∆
Qs
α2α3... ;

2) послiдовностi (un) i функцiї

g(x) : g
(
∆Qs
α1α2α3...

)
=

(s− 1)r0

s
α1 +

1

s
g
(
∆Qs
α2α3α4...

)
,

маємо

I =

1∫
0

1

s
g(t) d(q0t) +

s−1∑
i=1

1∫
0

[
(s− 1)r0

s
i+

1

s
g(t)

]
d(βi + qit) =

=
q0

s

1∫
0

g(t)d(t) +
(s− 1)r0

s

s−1∑
i=1

iqi +
s−1∑
i=1

qi
s

1∫
0

g(t) d(t) =

=
1

s

1∫
0

g(t) dt+
(s− 1)r0

s

s−1∑
i=1

iqi.

Звiдcи (
1− 1

s

) 1∫
0

g(x) dx =
(s− 1)r0

s

s−1∑
i=1

iqi.

Отже,
1∫

0

g(x)dx = r0

s−1∑
i=1

iqi.
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Теорема 6. Якщо матриця ‖qik‖, що визначає Q∗s -зображення, має властивiсть qik = qi

при k > m i um+n =
λ

sn
, n ∈ N, то

1∫
0

g(x)dx =
∑

(c1,...,cm)∈Am

[
(c1u1 + . . .+ cmum) + r0

s−1∑
i=1

iqi

]
m∏
k=1

qckk. (5)

Доведення. За адитивною властивiстю iнтеграла

I =

1∫
0

g(x)dx =
∑

(c1,...,cm)∈Am

∫
∆
Q∗
s

c1...cm

g(x) dx.

Обчислимо останнiй iнтеграл. Враховуючи, що

g
(
x = ∆Q∗

s
c1...cmα1α2...αn...

)
= c1u1 + . . .+ cmum + g1(x),

де

g1(x) =
(s− 1)λα1

s
+

(s− 1)λα2

s2
+ . . . =

(s− 1)λα1

s
+

1

s
g1

(
∆Qs
α2α3...

)
,

∆Qs
iα2α3...

= βi + qi∆
Qs
α2α3..., i = 0, 1, . . . , s− 1,

маємо ∫
∆
Q∗
s

c1...cm

g(x)dx =

1∫
0

[c1u1 + . . .+ cmum + g1(t)] d(Bm + Pmt) =

= (c1u1 + . . .+ cmum)Pm + Pm

1∫
0

g1(t) dt,

де

Bm ≡ βc11 +

m∑
k=2

(
βckk

k−1∏
i=1

qcii

)
, Pm ≡

m∏
i=1

qcii.

За попередньою лемою
1∫

0

g1(t)dt = λ

s−1∑
i=1

iqi.

Тому виконується рiвнiсть (5).
Теорема 7. Для функцiї f, означенної рiвнiстю (2), виконується рiвнiсть

1∫
0

f(x) dx =
∞∏
i=1

s−1∑
j=0

ajuiqji. (6)
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Доведення. Оскiльки

f
(
∆
Q∗
s

iα2α3...

)
= aiu1f

(
∆
Q∗
s

0α2α3...

)
,

то
1∫

0

f(x) dx =

∫
∆
Q∗
s

0

f(x) dx+

s−1∑
i=1

∫
∆
Q∗
s

i

f(x) dx =

=

∫
∆
Q∗
s

0

f(x)dx+
s−1∑
i=1

aiu1
∫

∆
Q∗
s

0

f(t) d

(
βi1 +

qi1
q01

t

)
=

=

∫
∆
Q∗
s

0

f(x) dx+

s−1∑
i=1

aiu1
qi1
q01

∫
∆
Q∗
s

0

f(t) dt =

=

(
1 +

s−1∑
i=1

aiu1qi1
q01

) ∫
∆
Q∗
s

0

f(x) dx.

Оскiльки
f
(
∆
Q∗
s

0iα3α4...

)
= aiu2f

(
∆
Q∗
s

00α3α4...

)
,

то ∫
∆
Q∗
s

0

f(x) dx =

∫
∆
Q∗
s

00

f(x) dx+
s−1∑
i=1

∫
∆
Q∗
s

0i

f(x) dx =

=

∫
∆
Q∗
s

00

f(x) dx+
∞∑
i=1

aiu2
∫

∆
Q∗
s

00

f(t) d

(
q01βi2 +

qi2
q02

t

)
=

=

∫
∆
Q∗
s

00

f(x) dx+

∞∑
i=1

aiu2
qi2
q02

∫
∆
Q∗
s

00

f(t) dt =

=

(
1 +

s−1∑
i=1

aiu2qi2
q02

) ∫
∆
Q∗
s

00

f(x) dx.

Отже,
1∫

0

f(x)dx =

(
1 +

s−1∑
i=1

aiu1qi1
q01

)(
1 +

s−1∑
i=1

aiu2qi2
q02

) ∫
∆
Q∗
s

00

f(x) dx.
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Аналогiчно мiркуючи, за k крокiв отримуємо

1∫
0

f(x)dx =

k∏
i=1

1 +

s−1∑
j=1

ajuiqji
q0i

 ∫
∆
Q∗
s

0...0︸︷︷︸
k

f(x) dx.

Оскiльки aiuk → 1, k → ∞, а f(x) → 1 при x → 0, то для достатньо великих k ∈ N
виконується ∫

∆
Q∗
s

0...0︸︷︷︸
k

f(x)dx ≈
k∏
i=1

q0i

i
1∫

0

f(x)dx ≈
k∏
i=1

q0i

1 +
s−1∑
j=1

ajuiqji
q0i

 =
k∏
i=1

q0i +
s−1∑
j=1

ajuiqji

 =
k∏
i=1

s−1∑
j=0

ajuiqji.

Спрямовуючи k до нескiнченностi, одержуємо рiвнiсть (6).
Наслiдок 1. Якщо Q∗s -зображення є Qs -зображенням, тобто qin = qi для всiх n ∈ N,

i ∈ A, то
1∫

0

f(x)dx =

∞∏
i=1

s−1∑
j=0

ajuiqj ,

а при qi =
1

s
маємо

1∫
0

f(x)dx =
∞∏
k=1

s−1∑
j=0

ajui

s
.

7. Варiацiйнi властивостi.
Теорема 8. Якщо un ≥ (s − 1)rn для кожного n ∈ N, то функцiя g є зростаючою, а

функцiя f — строго монотонною.
Доведення. Очевидно, що функцiя g є зростаючою тодi i тiльки тодi, коли вона такою

є на кожному з Q∗s -цилiндрiв. Розглянемо довiльний цилiндр ∆
Q∗
s

c1...cm−1 i двi його точки
x1 = ∆

Q∗
s

c1...cm−10α1α2...
i x2 = ∆

Q∗
s

c1...cm−11β1β2...
.

Якщо αk−βk = s−1 для всiх k ∈ N, то x1 = x2. Якщо iснує n таке, що αn−βn 6= s−1,
то x1 < x2. Нехай x1 6= x2, тодi

g(x2)− g(x1) = (um + β1um+1 + β2um+2 + . . .)− (α1um+1 + α2um+2 + . . .) =

= um + um+1(β1 − α1) + um+2(β2 − α2) + . . . > um − (s− 1)rm ≥ 0.

Наслiдок 2. Якщо un ≥ (s − 1)rn для всiх n, бiльших деякого m ∈ N, то функцiя g є
функцiєю обмеженої варiацiї.

Наслiдок 3. Якщо un ≥ (s−1)rn для всiх n, бiльших деякого m ∈ N, то g є монотонною
функцiєю на кожному з цилiндрiв рангу m.
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Теорема 9. Для того щоб функцiя f була нiде не монотонною, необхiдно й достатньо,
щоб умова un < (s− 1)rn виконувалася для нескiнченної множини значень n.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай f нiде не монотонна функцiя. Припустимо, що при
цьому нерiвнiсть un < (s − 1)rn виконується лише скiнченну кiлькiсть разiв, причому
un ≥ (s− 1)rn для всiх n ≥ k. Розглянемо цилiндр ∆

Q∗
s

0...0︸︷︷︸
k

i двi довiльнi його точки

x1 = ∆
Q∗
s

0...0︸︷︷︸
k

c1...cm−10α1α2...
, x2 = ∆

Q∗
s

0...0︸︷︷︸
k

c1...cm−11β1β2...
.

Якщо x1 i x2 рiзнi (а це буде тодi, коли αi − βi 6= s− 1 для деякого i), то x1 < x2 i

g(x2)− g(x1) = um + um+1(β1 − α1) + um+2(β2 − α2) + . . . ≥ um+k − (s− 1)(rm+k) ≥ 0.

Отже, функцiя g на цилiндрi ∆
Q∗
s

0...0︸︷︷︸
k

зростає. Якщо a > 1, то такою є i функцiя f. Якщо

ж 0 < a < 1, то функцiя f на цьому цилiндрi є спадною. В обох випадках отримуємо
суперечнiсть з умовою нiде не монотонностi функцiї.

Достатнiсть. Зрозумiло, що коли un < (s− 1)rn, тодi iснує таке натуральне v = v(n),
що виконується нерiвнiсть un < (s−1)(un+1 +un+2 + . . .+un+v). Очевидно, що f буде нiде
не монотонною тодi та тiльки тодi, коли вона не є монотонною на кожному з Q∗s -цилiндрiв.
Розглянемо довiльний Q∗s -цилiндр ∆

Q∗
s

c1...cm i три точки, що йому належать:

x1 = ∆
Q∗
s

c1...cm 1...1︸︷︷︸
k

(0), x2 = ∆
Q∗
s

c1...cm 1...1︸︷︷︸
k−1

0 c...c︸︷︷︸
p

(0), x3 = ∆
Q∗
s

c1...cm 1...1︸︷︷︸
k−1

0 c...c︸︷︷︸
v

(0),

такi, що c = s− 1, v < p, um+k < (s− 1)(um+k+1 + um+k+2 + . . .+ um+k+v) < (s− 1)rm+k.
Тодi x3 < x2 < x1. Разом iз цим

g(x2)− g(x3) = um+k+s+1 + um+k+s+2 + . . .+ um+k+s+p > 0,

g(x1)− g(x2) = um+k − (um+k+1 + . . .+ um+k+p) < 0.

Тодi (g(x2)−g(x3))(g(x1)−g(x2)) < 0, що є свiдченням немонотонностi функцiї на цилiндрi
∆
Q∗
s

c1...cm . Отже, такою є i функцiя f(x).
Таким чином, функцiя f(x) нiде не монотонна.
Зауваження 4. Якщо un > un+1 > 0 для будь-якого n ∈ N, то очевидними є рiвностi

min
x∈∆

Q∗
s

c1...cm

g(x) = g
(
∆
Q∗
s

c1...cm(0)

)
= c1u1 + . . .+ cmum,

sup
x∈∆

Q∗
s

c1...cm

g(x) = g
(
∆
Q∗
s

c1...cm(s−1)

)
= c1u1 + . . .+ cmum + (s− 1)rm.

Отже, коливання функцiї g на цилiндрi ∆
Q∗
s

c1...cm дорiвнює (s − 1)rm i не залежить вiд
основи цилiндра.

Теорема 10. Якщо un > un+1 > 0 i виконується принаймнi одна з умов:
1) limn→∞ s

nrn =∞;
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2)
∑∞

n=1
sn|(s− 1)rn − un| =∞,

то функцiя g має необмежену варiацiю.
Доведення. Зрозумiло, що варiацiя функцiї g на вiдрiзку [0; 1] є не меншою суми всiх

стрибкiв функцiї. А тому, якщо сума всiх стрибкiв функцiї дорiвнює ∞ (а це обумовлено
умовою 2), то g має необмежену варiацiю.

Сума коливань функцiї g на цилiндрах рангу n дорiвнює (s − 1)snrn. Тому умова 1)
визначає необмежену варiацiю цiєї функцiї.

8. Множина значень i множини рiвнiв функцiї. Множину Us =
{
x : x = α1u1 + . . .

. . . + αnun + . . . , (αn) ∈ Ls
}

називатимемо Us -множиною ряду (3). Очевидно, що
Us -множина є узагальненням множини неповних сум (пiдсум) ряду. Нагадаємо, що мно-
жиною неповних сум (пiдсум) ряду (3) називається множина

E(un) =

{
x : x =

∞∑
n=1

εnun, εn ∈ {0, 1}

}
=

=

{
x : x =

∑
n∈M⊂N

un, M ∈ 2N

}
.

До того ж Us -множина ряду (3) є множиною неповних сум такого ряду:

u1+...+u1︸ ︷︷ ︸
s

+ u2+...+u2︸ ︷︷ ︸
s

+ . . .+ un+...+un︸ ︷︷ ︸
s

+ . . . ∂.

Вiдомо [13], що множина неповних сум будь-якого абсолютно збiжного ряду є кон-
тинуальною досконалою множиною, яка є вiдрiзком або об’єднанням вiдрiзкiв, нiде не
щiльною множиною (нульової або додатної мiри Лебега [14]), канторвалом [9, 11], а тому
такi ж властивостi має Us -множина ряду.

Очевидно, що множина Eg значень функцiї g з точнiстю до злiченної множини спiвпа-
дає з Us -множиноюряду (3). Справдi, якщо x є Q∗s -бiнарнимчислом, тобто x = ∆

Q∗
s

c1...cm(0) =

= ∆
Q∗
s

c1...cm−1[cm−1](s−1), в якому функцiя g має розрив, то число

y = c1u1 + . . .+ cm−1um−1 + (cm − 1)um + (s− 1)rm

є точкоюмножини E(un), але не належитьмножинi Eg, якщо воно не є образомжодної Q∗s -
унарної точки. Оскiльки функцiя y = ax зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа – Безиковича [15],
то розмiрностi Us -множини i множин значень Eg i Ef рiвнi мiж собою.

Нехай (αn) ∈ Ls. Введемо скорочення (позначення):

α1u1 + α2u2 + . . .+ αnun + . . . ≡ ∆Us
α1α2...αn....

Зрозумiло, що при будь-якiй послiдовностi (αn) ∈ Ls число x = ∆Us
α1α2...αn... належить

Us -множинi ряду (3).
Множину ∆Us

c1c2...cm усiх чисел x, якi мають зображення ∆Us
c1...cmα1α2..., назвемо Us -

цилiндром рангу m з основою c1 . . . cm . Очевидно, що

∆Us
c1...cm =

s−1⋃
i=0

∆Us
c1...cmi

, min ∆Us
c1...cm = ∆Us

c1...cm(0),
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max ∆Us
c1...cm = ∆Us

c1...cm(s−1),
∞⋂
m=1

∆Us
c1...cm = ∆Us

c1...cm ∀(cm) ∈ Ls.

Оскiльки

Us =
s−1⋃
c1=0

. . .
s−1⋃
cm=0

∆Us
c1...cm ,

то топологiчнi властивостi Us -цилiндра такi ж, як i в Us -множини ряду (3).
Цилiндричним вiдрiзком рангу m з основою c1 . . . cm називається вiдрiзок iз кiнцями

∆Us
c1...cm(0) i ∆Us

c1...cm(s−1).

Дiаметр Us -цилiндра (як i цилiндричного вiдрiзка) обчислюється за формулою

d
(
∆Us
c1...cm

)
= ∆Us

c1...cm(s−1) −∆Us
c1...cm(0) = (s− 1)rm.

Теорема 11. 1. Якщо un ≤ (s − 1)rn для всiх n ∈ N, то множиною значень функцiї g є
вiдрiзок [0; r0].

2. Якщо un ≤ (s − 1)rn для всiх n ≥ m, то множиною значень функцiї g є об’єднання
цилiндрiв рангу m.

3. Якщо un > (s − 1)rn для всiх n ∈ N, то множиною значень функцiї g є множина
канторiвського типу (досконала нiде не щiльна множина), мiра Лебега якої обчислюється за
формулою

λ(Us) = sr0

∞∏
k=1

rk
rk−1

,

а α-вимiрна мiра Хаусдорфа — за формулою

Hα(Us) = lim
n→∞

sn[(s− 1)rn]α = lim
n→∞

[
s((s− 1)rαn)

1
n

]n
.

4. Якщо un > (s− 1)rn для всiх n, бiльших деякого m, то множиною значень функцiї g є
множина канторiвського типу (досконала нiде не щiльна множина).

Доведення. При s = 2 сформульоване твердження є наслiдком теореми Какея [13].
1. Оскiльки Us -множина є досконалою (замкненою множиною без iзольованих точок),

то для доведення твердження досить показати, що мiж будь-якими двома точками x1 i x2

Us -множини ряду (3) iснує точка цiєї множини.
Нехай x1 = ∆Us

c1...cma1a2..., x2 = ∆Us
c1...cmb1b2...

— рiзнi точки Us -множини ряду (3), при-
чому a1 < b1.

Враховуючи коректнiсть означення функцiї f, вважаємо, що серед членiв обох послi-
довностей (an) i (bn) iснує безлiч вiдмiнних вiд s− 1. Тодi x1 < x2, оскiльки

x2 − x1 = (b1 − a1)um+1 + (b2 − a2)um+2 + . . . > um+1 − (s− 1)rm+1 ≥ 0.

Розглянемо два можливi випадки.
1) Серед членiв послiдовностi (b2, b3, . . .) iснують вiдмiннi вiд 0. У цьому випадку

розглянемо число x = ∆Us
c1...cmb1(0). Оскiльки

x2 − x = b2um+2 + b3um+3 + . . . > 0,

x− x1 = (b1 − a1)um+1 − a2um+2 − . . . > um+1 − (s− 1)rm+1 ≥ 0,

то x1 < x < x2.
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2) У випадку b1+n = 0 для всiх n ∈ N розглянемо число

x = ∆Us
c1...cma1 [s−1]...[s−1]︸ ︷︷ ︸

k

(0),

де um+k+1 6= s− 1, k — найменше з можливих. Оскiльки

x2 − x = (b1 − a1)um+1 − (s− 1)(um+2 + um+3 + . . .+ um+k+2) > um+1 − (s− 1)rm+1,

x− x1 = (s− 1− am+k+1)um+k+1 − am+k+2um+k+2 − am+k+3um+k+3 − . . . >

> um+k+1 − (s− 1)rm+k+1,

то x1 < x < x2.

Твердження 1 доведено.
Твердження 2 доводиться аналогiчно з тiєю лише рiзницею, що мiркування слiд вести

стосовно щiльностi Us -множини у довiльному Us -цилiндрi рангу m.
3. Враховуючи порядок слiдування Us -цилiндрiв

(
min ∆Us

c1...cm−1i
< min ∆Us

c1...cm−1[i+1]

)
i

те, що
∆Us
c1...cn−1[i+1](0) −∆Us

c1...cn−1i(s−1) = un − (s− 1)rn > 0

для будь-якого n ∈ N i набору цифр (c1, c2, . . . , cn−1, i), робимо висновок, що мiж двома
довiльними цилiндрами одного рангу мiститься сумiжний з Us -множиною iнтервал.

Отже, множини значень функцiй g i f нiде не щiльнi.
Враховуючи зробленi вище зауваження, розумiємо, що мiри Лебега Us -множини ря-

ду (3) i множини Eg значень функцiї g рiвнi. Знайдемо вираз λ(Us).

Нехай Fn — об’єднання цилiндричних вiдрiзкiв рангу n, Fn+1 ≡ Fn \ Fn+1. Тодi

Us =
∞⋂
n=1

Fn = lim
n→∞

Fn i λ(Us) = lim
n→∞

λ(Fn) ≡ λ(Us).

Оскiльки
λ(Fn) = r0

λ(Fn)

λ(Fn−1)

λ(Fn−1)

λ(Fn−2)
. . .

λ(F1)

λ(F0)
,

де F0 = [0; r0], то

λ(Us) = r0 lim
n→∞

n∏
k=1

λ(Fk)

λ(Fk−1)
= r0

∞∏
k=1

λ(Fk)

λ(Fk−1)
.

Але Fn = sn(s− 1)rn, i тому

λ(Us) = sr0

∞∏
k=1

rk
rk−1

.

Оскiльки цилiндричнi вiдрiзки одного рангу утворюють покриття множини Us i при
цьому в сукупностi для них виконується умова “економностi покриттiв”, то наведена фор-
мула для обчислення мiри Хаусдорфа випливає безпосередньо з її означення.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2021, т. 24, № 4



514 М. В. ПРАЦЬОВИТИЙ, Ю. Ю. ВОВК, I. М. ЛИСЕНКО, С. П. РАТУШНЯК

4. Властивостi множин Eg1 значень функцiї g1 = um+1αm+1+um+2αm+2(x)+. . . описує
твердження 3. Множина значень Eg функцiї g має вказанi у тверженнi 4 властивостi,
оскiльки вона є арифметичною сумою скiнченної множини

C =
{
x : x = α1u1 + . . .+ αmum, (α1, . . . , αm) ∈ Am

}
i множини Eg1 .

Приклад 5. Нехай un =
1

an
, s = a−k, де 2 < a ∈ N, k ∈ N, 2 ≤ a−k. Тодi r0 =

1

a− 1
,

rn =
1

(a− 1)an
< un.

У цьому випадку виконуються умови твердження 3 теореми 11, а отже, мiра Лебега
множин Us, Eg i Ef дорiвнює нулю, оскiльки

rn
rn−1

=
1

a
,

n∏
k=1

rk
rk−1

=

(
1

a

)n
→ 0, n→∞,

а фрактальна розмiрнiсть Хаусдорфа – Безиковича дорiвнює loga (a− k).

Приклад 6. Нехай un = 2−n, s = 3. Тодi очевидно, що умови твердження 1 тео-
реми 11 виконуються, а отже, множиною значень функцiй g i f є промiжок, а саме:
множиною значень функцiї g(x) є вiдрiзок [0; 2], а функцiї f(x) — [1; a2], якщо a > 1,
i навпаки — [a2; 1], якщо a < 1 вiдповiдно. Разом iз цим, згiдно з теоремою 4 функцiї
мають розрив у кожнiй Q∗3 -бiнарнiй точцi. Нехай B ≡ {(0, 2), (1, 0)}. Розглянемо число
y0 = g

(
∆
Q∗

3

(10)

)
=

2

3
. Легко бачити, що y0 має континуальну множину прообразiв. Це чис-

ла вигляду x = ∆
Q∗

3
α1α2α3α4...α2k−1α2k..., де (α2k−1, α2k) ∈ B, множина яких при умовi, що

Q∗3 -зображення є Q3 -зображенням, є самоподiбною множиною канторiвського типу, роз-
мiрнiсть d0 якої є розв’язком рiвняння qx0 (qx1 + qx2 ) = 1. При q0 = q1 = q2 =

1

3
маємо

d0 = log9 2. Аналогiчна ситуацiя має мiсце для множини рiвня y0 = g
(
∆
Q∗

3

(20)

)
, оскiльки

пари (2, 0) i (1, 2) є взаємозамiнними у поданнi числа двiйковим дробом iз надлишковою
цифрою 2 [16, 17].

Таким чином, у даному випадку функцiї g i f мають безлiч континуальних множин
рiвнiв. Справдi, якщо y0 = f(x0) i при цьому у Q∗3 -зображеннi числа x нескiнченну кiль-
кiсть разiв зустрiчається принаймнi одна з пар послiдовних цифр, що належить множинi
{(1; 0), (0, 2), (1, 2), (2, 0)}, то множина f−1(y0) є континуальною, а отже, фрактальною,
аномально фрактальною або суперфрактальною [2].

Зауважимо, що при виконаннi умов теореми 11 функцiя g (а разом iз нею i f ) може мати
розподiл значень як абсолютно неперервний, так сингулярний [4, 16, 17]. В останньому
випадку вiн зосереджений на фракталi.

9. Диференцiальнi властивостi неперервних функцiй. У цьому пунктi ми розглядаємо
неперервнi функцiї, означенi рiвнiстю (2), тобто такi, для яких un =

(s− 1)r0

sn
. Згiдно з

теоремою 8 кожна з такихфункцiй є строго монотонною, а отже, згiдно з вiдомою теоремою
Лебега майже скрiзь (у розумiннi мiри Лебега) має скiнченну похiдну. У цьому випадку
вираз функцiї g є класичним s-ковим зображенням.
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Лема 8. Якщо у точцi x0 iснує похiдна f ′(x0), то вона обчислюється за формулою

f ′
(
x0 = ∆Q∗

s
α1α2...αn...

)
= lim

n→∞
(s− 1)

n∏
k=1

(sqαkk)
−1 = (s− 1)

∞∏
k=1

(sqαkk)
−1 . (7)

Доведення. Спочатку покажемо, що якщо похiдна f ′(x0) iснує, то вона виражається

f ′(x0) = lim
n→∞

f
(

∆
Q∗
s

α1...αn(s−1)

)
− f

(
∆
Q∗
s

α1...αn(0)

)
∣∣∣∆Q∗

s
α1...αn

∣∣∣ ,

де
(
∆
Q∗
s

α1...αn

)
— послiдовнiсть вкладених Q∗s -цилiндрiв, якi мiстять точку x0.

Покладемо
∆
Q∗
s

α1...αn(s−1) ≡ x0 + τn, ∆
Q∗
s

α1...αn(0) ≡ x0 − εn.

Тодi маємо

δ ≡
f
(
∆
Q∗
s

α1...αn(s−1)

)
− f

(
∆
Q∗
s

α1...αn(0)

)
∆
Q∗
s

α1...αn(s−1) −∆
Q∗
s

α1...αn(0)

=
f(x0 + τn)− f(x0 − εn)

εn + τn
=

=
f(x0 + τn)− f(x0)

τn + εn
+
f(x0)− f(x0 − εn)

τn + εn
=

=
f(x0 + τn)− f(x0)

τn

τn
τn + εn

+
f(x0)− f(x0 − εn)

εn

εn
τn + εn

.

Оскiльки f ′(x0) iснує, то

f(x0 + τn)− f(x0)

τn
= f ′(x0) + L(x0, τn), де lim

n→∞
L(x0, τn) = 0,

f(x0)− f(x0 − εn)

εn
= f ′(x0) +B(x0, εn), де lim

n→∞
B(x0, εn) = 0.

Далi одержуємо

δ =
[
f ′(x0) + L(x0, τn)

] τn
τn + εn

+
[
f ′(x0) +B(x0, εn)

] εn
τn + εn

=

= f ′(x0) + L(x0, τn)
τn

τn + εn
+B(x0, εn)

εn
τn + εn

.

Враховуючи, що

0 <
τn

τn + εn
=

1

1 +
εn
τn

< 1 i 0 <
εn

τn + εn
=

1
τn
εn

+ 1
< 1,

отримуємо

lim
n→∞

f
(
∆
Q∗
s

α1...αn(s−1)

)
− f

(
∆
Q∗
s

α1...αn(0)

)
∆
Q∗
s

α1...αn(s−1) −∆
Q∗
s

α1...αn(0)

= f ′(x0).
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Наслiдок 4. Якщо для точки x0 нескiнченний добуток (7) розбiгається, то функцiя f у
точцi x0 не має скiнченної похiдної.

Будемо вважати, що стохастична матриця ‖qik‖, яка визначає Q∗s -зображення, має
асимптотичну властивiсть, якщо для кожного i ∈ A iснує границя limk→∞ qik ≡ qi. Якщо
матриця має асимптотичну властивiсть, то q0 + q1 + . . . + qs−1 = 1. При цьому, якщо
виконується умова

∞∑
k=1

s−1∑
i=0

(
1− qik

qi

)2

<∞, (8)

то для майже всiх чисел x ∈ [0; 1] частота νi(x) цифри i у Q∗s -зображеннi числа x дорiвнює
qi, i = 0, s− 1, тобто множина

E
[
Q∗s; q0, . . . , qs−1

]
=
{
x ∈ [0; 1] : νi(x) = qi, i = 0, s− 1

}
є множиною повної мiри (див. [2]).

Теорема 12. Нехай матриця ‖qik‖, яка визначає Q∗s -зображення, має асимптотичну
властивiсть i при цьому виконується умова (8). Якщо iснує qi 6=

1

s
, i ∈ A, то функцiя f є

сингулярною (має похiдну, рiвну нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега). Якщо qi =
1

s
для

всiх i ∈ A, то f є абсолютно неперервною функцiєю.
Доведення. Нехай W — множина точок з E [Q∗s; q0, . . . , qs−1] , у яких функцiя g має

скiнченну похiдну, i x0 ∈W. Тодi згiдно з лемою 8 виконується рiвнiсть (7). Оскiльки при
qi 6=

1

s
необхiдна умова збiжностi нескiнченного добутку (7) не виконується, то f ′(x0) = 0.

Враховуючи, що W є множиною повної мiри Лебега i f ′(x0) = 0 для кожної точки цiєї
множини, робимо висновок: функцiя f є сингулярною.

Якщо qi =
1

s
, то очевидно, що добуток (7) збiгається, а тому функцiя є абсолютно

неперервною.
Зауваження 5. Клас функцiй, якi задовольняють умови попередньої теореми, мiстить

класичну сингулярну функцiю Салема [18], що є функцiєю розподiлу випадкової величини
з незалежними s-ковими цифрами [2, 19].
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