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We consider the Sommerfeld–Kononenko nonideal mechanical “spherical pendulum–electric motor of
limited power” system, which is described by a nonlinear system of differential equations of the fifth order.
The existence of so-called maximal attractors of this system, both regular and chaotic, is revealed.
Розглянуто неiдеальну за Зоммерфельдом –Кононенком механiчну систему “сферичний маятник –
електродвигун обмеженої потужностi”, яка описується нелiнiйною системою диференцiальних рiв-
нянь п’ятого порядку. Виявлено iснування так званих максимальних атракторiв цiєї системи, як
регулярних, так i хаотичних.

1. Вступ. Рiзноманiтнi маятниковi системи постiйно привертають увагу дослiдникiв у ма-
тематицi, механiцi та фiзицi. Цi системи є класичним прикладом коливальних динамiчних
систем. У маятникових системах вперше встановлено такi фундаментальнi явища як пара-
метричний резонанс, високочастотна стабiлiзацiя нестiйких положень рiвноваги [1 – 3] та
багато iнших.

Маятниковi системи є надзвичайно простими за своєю фiзичною природою i дозво-
ляють проводити фiзичнi експерименти, що пiдтверджують або спростовують теоретично
встановленi коливальнi властивостi. Попри це, цiкавiсть до вивчення рiзних аспектiв ди-
намiчної поведiнки маятникових систем загалом обумовлена тим фактом, що багато вла-
стивостей, вперше знайдених для маятникових систем, згодом були вiдкритi i в iнших
системах iз значно складнiшою фiзичною природою. Зокрема, для таких систем як кiльця,
оболонки, пластини, резервуари, частково заповненi рiдиною, тощо.

Важливе мiсце серед динамiчних систем посiдають так званi нелiнiйнi системи з обме-
женим збудженням. Уперше такi системи розглянуто в роботах Зоммерфельда на початку
ХХ-го ст. [4, 5]. Але як повноцiнний науковий напрямок теорiя систем iз обмеженим збу-
дженням сформувалась у роботах Кононенка [6, 7], у яких вiн увiв чiтку аксiоматичну базу
й побудував математичнi моделi для багатьох таких систем.

Теорiя систем iз обмеженим збудженням дослiджує взаємодiю коливальних систем iз
джерелами збудження їхнiх коливань. У рамках цiєї теорiї передбачається, що джерела
збудження коливань мають потужнiсть, порiвняну з потужнiстю, яку споживає коливальне
навантаження. У цьому випадку робота джерела енергiї залежить вiд режиму коливаль-
ного навантаження, а вплив джерела не може бути виражено як заздалегiдь визначену
явну функцiю часу. Тодi як при традицiйному математичному моделюваннi коливальної
системи розглядаються iдеалiзованi джерела збудження необмеженої потужностi. У бага-
тьох випадках “iдеальний” пiдхiд у коренi неправильний, що на практицi призводить до
значних помилок у описi динамiки як коливальної системи, так i джерела збудження.
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Рис. 1. Система маятник – електродвигун.

Вiдкриття детермiнованого хаосу стимулювало появу нового напрямку в теорiї систем iз
обмеженим збудженням, пов’язаного з пошуком хаотичних режимiв взаємодiї коливальних
систем iз джерелами збудження. Особливу цiкавiсть викликають тi хаотичнi режими, поява
яких пов’язана з нелiнiйною взаємодiєю коливальної системи та джерела збудження, а не
з їхнiми автономними властивостями. У роботах [8 – 17] описано виникнення усталених
регулярних i хаотичних режимiв у рядi детермiнованих систем iз обмеженим збудженням.
У цих системах хаос принципово неможливий без урахування взаємодiї мiж коливальною
системою та джерелом збудження її коливань.

Серед останнiх публiкацiй по близькiй тематицi можна видiлити роботи [18 – 20].
2. Математична модель сферичного маятника з обмеженим збудженням. Розглянемо

систему, зображену на рис. 1. Кривошипно-повзунний механiзм з’єднує ротор електродви-
гуна з точкою пiдвiсу фiзичного маятника, який може здiйснювати просторовi коливання.
Як вiдомо, такий маятник називається сферичним.

Введемо декартову координатну систему Oxyz, як показано на рис. 1. Позначимо через
a, b довжини кривошипа та повзуна вiдповiдно. Припустимо, що b � a. Також уведемо
новi змiннi α та β за формулами

x = l sinα, y = l sinβ.

Рiвняння руху системи “сферичний маятник – електродвигун обмеженої потужностi”
отримано в [8, 12]. Зауважимо, що при виведеннi цих рiвнянь використано деякi результати
робiт [21 – 23], в яких сферичний маятник розглядався без урахування взаємодiї з джерелом
збудження коливань. Отже, рiвняння руху системи “маятник – електродвигун обмеженої
потужностi” можна записати у виглядi
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де L(Θ̇) — рушiйний момент електродвигуна, H(Θ̇) — внутрiшнiй момент сил опору

обертанню ротора електродвигуна, ω0 =

√
g

l
—власна частота маятника, δ1 —коефiцiєнт

гасiння сили опору середовища, в якому рухається маятник.
Отримана система диференцiальних рiвнянь описує складнийпроцес взаємодiї обертан-

ня вала двигуна (утворення збудливої сили) i просторових коливань маятника. Ця система
рiвнянь (1) є суттєво нелiнiйною. Неможливо записати точний розв’язок цiєї системи у
виглядi аналiтичної формули.

Для спрощення системи рiвнянь (1) введемо малий параметр ε =
a

l
. Крiм того, бу-

демо вважати, що виконано умови основного параметричного резонансу, коли швидкiсть
обертання вала двигуна Θ̇ близька до подвоєної власної частоти маятника 2ω0, а саме:

Θ̇(t) = 2ω0 + εω0y3(t).

У рiвняннях (1) зробимо замiну змiнних [8]

α(t) = ε
1
2

[
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+ y2(τ) sin
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2

]
,
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1
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2

]
.

(2)

За допомогою цiєї замiни ми переходимо у рiвняннях (1) до нових змiнних y1(τ), y2(τ),
y4(τ), y5(τ) та повiльного часу τ :

τ =
ε

4
Θ̇(t).

Пiдставимо вирази (2) у рiвняння (1) i проведемо процедуру усереднення за швидким
часом Θ(t) [3, 24, 25]. Пiсля цього отримаємо таку систему рiвнянь [8]:

dy1
dτ

= Cy1 −
[
y3 +

1

8

(
y21 + y22 + y24 + y25

)]
y2 −

3

4
(y1y5 − y2y4) y4 + 2y2,
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dy4
dτ

= Cy4 −
[
y3 +

1

8

(
y21 + y22 + y24 + y25

)]
y5 +

3

4
(y1y5 − y2y4) y1 + 2y5,

dy5
dτ

= Cy5 +

[
y3 +

1

8

(
y21 + y22 + y24 + y25

)]
y4 +

3

4
(y1y5 − y2y4) y2 + 2y4,

Вiдзначимо, що при виведеннi системи рiвнянь (3) використано лiнiйну апроксимацiю
[7] статичної характеристики двигуна у випадку, коли

L(Θ̇)−H(Θ̇)

I + 0,5ma2
= ε

ω0

2

(
N0 − EΘ̇

)
+ ε2, . . . ,

тому [8]
f =

(
N0

ω0
− 2E

)
l

a
, D = − 2ml2

I + 0,5ma2
, C =

δ1
ω0
.

У системi (3) параметр E — кут нахилу статичної характеристики двигуна. Вiдповiдно
параметри C, D, F залежать вiд ряду ранiше вказаних фiзичних i геометричних харак-
теристик системи “маятник – електродвигун”. Далi розглянуто бiфуркацiї системи при
змiнi параметра E.

3. Знаходження атракторiв системи. Подальшою метою дослiдження є вивчення мож-
ливих типiв граничних множин системи (3).

Спочатку визначимо положення рiвноваги системи (3). Прирiвнюючи до нуля її правi
частини, отримуємо нелiнiйну алгебраїчну систему рiвнянь. Розв’язками такої системи
будуть положення рiвноваги системи (3). Очевидно, що одне з положень рiвноваги має
вигляд

y1 = 0, y2 = 0, y3 = −F
E
, y4 = 0, y5 = 0. (4)

Це положення рiвноваги є iзольованим. Решту положень рiвноваги системи (3), якщо вони
iснують, найбiльш рацiонально шукати за допомогою чисельних методiв. Наприклад, за
методом Ньютона.

Для дослiдження стiйкостi положень рiвноваги побудуємо якобiан (J) системи (3).
Елементами aij такого якобiана є величини

a11 = C − 1

4
(y1y2 + 3y4y5), a12 =

1

8

(
5y24 − 3y22 − y21 − y25

)
− y3 + 2,

a13 = −y2, a14 =
1

4
(5y2y4 − 3y1y5), a15 =

1

4
(−3y1y4 − y2y5),

a21 =
1

8

(
3y21 + y22 + y24 − 5y25

)
+ y3 + 2, a22 = C +

1

4
(y1y2 + 3y4y5),

a23 = y1, a24 =
1

4
(y1y4 + 3y2y5), a25 =

1

4
(3y2y4 − 5y1y5),
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a31 = Dy2, a32 = Dy1, a33 = E, a34 = Dy5, a35 = Dy4, (5)

a41 =
1

4
(5y1y5 − 3y2y4), a42 =

1

4
(−3y1y4 − y2y5), a43 = −y5,

a44 = C +
1

4
(−3y1y2 − y4y5), a45 =

1

8

(
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)
− y3 + 2,
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1

4
(y1y4 + 3y2y5), a52 =

1

4
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a54 =
1

8

(
y21 − 5y22 + 3y24 + y25

)
+ y3 + 2, a55 = C +

1

4
(3y1y2 + y4y5).

Як вiдомо, слiд матрицi Якобi дорiвнює дивергенцiї системи (3). Легко визначити,
що tr J = 4C + E. Отже, дивергенцiя системи є постiйною. Звiдси випливає, що система
рiвнянь (3) буде дисипативною при

4C + E < 0. (6)

Величини, що входять до формули (6), а саме: C (зведений коефiцiєнт опору середови-
ща) i E (кут нахилу статичної характеристики електродвигуна) завжди вiд’ємнi. Тому
система (3) завжди буде дисипативною.

При вивченнi стiйкостi окремих положень рiвноваги фазовi координати цих положень
рiвноваги слiд пiдставити в елементи якобiана. Характеристичне рiвняння системи пер-
шого наближення для положення рiвноваги (4) матиме вигляд(

λ− C −
√

4E2 − F 2

E

)2

(λ− E)

(
λ− C +

√
4E2 − F 2

E

)2

= 0.

Отже, положення рiвноваги (4) буде асимптотично стiйким при виконаннi умов

C < 0, E < 0, C2 > 4− F 2

E2
.

Чисельнi розрахунки показали, що крiм iзольованого положення рiвноваги (4) iснує не-
скiнченна кiлькiсть неiзольованих положень рiвноваги.Цi положення рiвноваги утворюють
власну сiм’ю, яка iснує у виглядi замкненої лiнiї у фазовому просторi. Умови асимптотич-
ної стiйкостi такої сiм’ї можна отримати за допомогою якобiана (5) i теореми Льєнара –
Шiпара [26]. Слiд зауважити, що цi умови надзвичайно громiздкi. Їх аналiз практично
можна здiйснювати лише за допомогою комп’ютерних обчислень. Така сiм’я положень
рiвноваги, побудована для конкретних значень параметрiв системи (3), а саме для

C = −0,5, D = −1, E = −1,4, F = 0,5,

має вигляд

ye =
(
±0,063

√
174,078− 4z2, ±0,5

√
174,078− 4z2, −3,59, 0, 127z, z

)
, z ∈ R,

при ye ⊂ R5. Варто зазначити, що цi положення рiвноваги є нестiйкими.
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Рис. 2. Положення рiвноваги системи (3) при C = −0,5, D = −1, E = −1,4, F = 0,5.

На рис. 2 показано два типи положень рiвноваги системи (3), а саме: iзольоване поло-
ження рiвноваги (одна точка) та сiм’я неiзольованих положень рiвноваги (замкнена лiнiя).
Кожна точка цiєї лiнiї є положенням рiвноваги. Усi зображенi на рис. 2 положення рiвно-
ваги нестiйкi. Причому для кожного положення рiвноваги сiм’ї серед п’яти ляпуновських
характеристичних показникiв один обов’язково додатний, один — нульовий i один —
вiд’ємний.

У просторi параметрiв системи є достатньо великi областi (3), в яких усi положення
рiвноваги стають нестiйкими. У цих областях виникають надзвичайно цiкавi граничнi
множини цiєї системи, якi можуть бути як регулярними, так i хаотичними.

Граничнi множини першого типу можуть бути перiодичними. У цьому випадку во-
ни утворюють сiм’ю з нескiнченної кiлькостi замкнених траєкторiй (циклiв), якi iснують
одночасно. Усi цикли розташованi як завгодно близько один вiд одного, тобто не є iзо-
льованими. Кожна така замкнена траєкторiя сама є граничною множиною. Це пов’язано
з тим, що майже будь-яка траєкторiя, яка починається в достатньо великiй областi фазо-
вого простору, прямує до одного з циклiв сiм’ї. Зазначимо, що жоден iз цих циклiв не є
атрактором у традицiйному розумiннi цього термiна [27, 28]. Отже, кожен iз цих циклiв
не є граничним. Але кожен окремий цикл має один i той же перiод, однаковi ляпуновськi
показники й подiбнi перетини Пуанкаре.

Сигнатура спектра ляпуновських характеристичних показникiв [28] для всiх циклiв
має вигляд: 〈0, 0, −, −, −〉, тобто два ляпуновськi показники нульовi й три — вiд’ємнi.

Варто зазначити, що потужнiсть цiєї сiм’ї дорiвнює континууму.
На рис. 3 наведено тривимiрнi проєкцiї регулярних перiодичних граничних множин

системи (3), якi побудованi при C = −0,5, D = −1, E = −1,4, F = 0,5. Кожен цикл
зображено iншим кольором. Усього зображено п’ять циклiв, кожен iз яких є представни-
ком нескiнченної сiм’ї циклiв. Ще раз пiдкреслимо, що кожен iз циклiв, якi утворюють
сiм’ю, не є атрактором у традицiйному розумiннi цього поняття. На нашу думку, найбiльш
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Рис. 3. Тривимiрнi проєкцiї п’яти представникiв сiм’ї циклiв.

придатним термiном для опису такої сiм’ї є поняття максимального атрактора. Детальне
означення максимального атрактора наведено у [29, 30].

Зi збiльшенням значення параметра E в системi виникає сiм’я хаотичних траєкто-
рiй. Ця сiм’я є нерегулярним типом граничних множин. Однiєю iз ознак хаосу є поява
додатного ляпуновського показника. Сiм’я, що виникає, включає нескiнченну кiлькiсть
хаотичних траєкторiй. Вiдомо, що “традицiйний” хаотичний атрактор складається з не-
скiнченної кiлькостi нестiйких траєкторiй. Отримана сiм’я, на перший погляд, є об’єдна-
нням нескiнченної кiлькостi хаотичних атракторiв. Однак кожен представник цiєї сiм’ї не
є атрактором у “традицiйному” розумiннi цього термiна. Тут, як i ранiше, для визначен-
ня такого об’єднання можна запропонувати поняття максимального атрактора, означене
у [29, 30]. Усi траєкторiї хаотичного максимального атрактора мають однаковий спектр
ляпуновських показникiв, один iз яких додатний. Перетини Пуанкаре кожної з траєкторiй
сiм’ї є структурно подiбними хаотичними множинами, якi складаються з нескiнченної
кiлькостi точок.

На рис. 4 для значень C = −0,5, D = −1, E = −1,17, F = 0,5 побудовано тривимiрнi
проєкцiї нерегулярних граничних множин системи (3), якi утворюють хаотичний макси-
мальний аттрактор. Спектр ляпуновських характеристичних показникiв кожної траєкторiї,
яка належить максимальному хаотичному атрактору, складається з одного додатного пока-
зника, двох нульових i двох вiд’ємних. Кожного представника хаотичного максимального
атрактора нанесено власним кольором. Усього зображено п’ять представникiв цiєї хаотич-
ної сiм’ї.

На рис. 5 показаноще два представники хаотичного максимального атрактора. Особли-
во цiкаво, що один iз цих представникiв, а саме зображений синiм кольором, локалiзовано
у п’ятивимiрному просторi, а iнший, нанесений чорним, — у тривимiрному. Тобто, у цього
представника фазовi змiннi y4 i y5 дорiвнюють нулю. З фiзичної точки зору друга ситуацiя
вiдповiдає випадку, коли маятник здiйснює плоскi коливання. Проте обидвi траєкторiї є
рiзними представниками одного й того ж хаотичного максимального атрактора.
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Рис. 4. П’ять представникiв максимального хаотичного атрактора.
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Рис. 5. Рiзнi просторовi локалiзацiї представникiв максимального хаотичного атрактора.

У подальших дослiдженнях заплановано вивчити сценарiї переходу до хаосу для мак-
симальних атракторiв.
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