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By using the theory of generalized inversion of operators and integral operators, we obtain a criterion for
solvability and a general form of solutions of integro-differential equation with a degenerate kernel with
control in a Banach space. The general form of control for which these solutions exist is found.
З використанням теорiї узагальненого обернення операторiв i узагальненого обернення iнтеграль-
них операторiв отримано критерiй розв’язностi й загальний вигляд розв’язкiв iнтегро-диференцi-
ального рiвняння з виродженим ядром iз керуванням у банаховому просторi. Одержано зображення
загального вигляду керування, при якому цi розв’язки iснують.

Дослiдження умов розв’язностi не всюди розв’язних [1] лiнiйних операторних рiвнянь є
достатньо складноюпроблемою. Iнтегро-диференцiальнi рiвнянняналежать саме до такого
типу рiвнянь, оскiльки iнтегро-диференцiальний оператор не є всюди розв’язним, тобто
не має оберненого [2].

Iснують рiзнi пiдходи до розв’язання не всюди розв’язних лiнiйних операторних рiв-
нянь: слабке збурення правої частини даного рiвняння з подальшим застосуванням методу
Вiшика –Люстернiка [3, 4], введення в систему iмпульсної дiї [5 – 7] або керування.

З використанням псевдообернення матриць i ортопроєкторiв у [8] розглянуто задачу
iснування сталого керування для iнтегро-диференцiального рiвняння в евклiдовому про-
сторi.

Побудова точнихрозв’язкiв iнтегро-диференцiальних рiвнянь є достатньо важкоюпроб-
лемою, тому у бiльшостi випадкiв розв’язки отримуються чисельними методами. Так,
у [9] запропоновано чисельно-наближений метод розв’язання задачi керування iнтегро-
диференцiальним рiвнянням i дослiджено збiжнiсть, стiйкiсть i точнiсть методу.

Iнтегро-диференцiальнi рiвняння Фредгольма з виродженим ядром i керуванням у ба-
нахових просторах не дослiджувалися, тому актуальною є задача про встановлення умов
керованостi, побудови в аналiтичному виглядi загальних розв’язкiв i вiдповiдних загальних
керувань iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз виродженим ядром у банахових i гiльберто-
вих просторах.

Для встановлення умов керованостi не всюди розв’язних iнтегро-диференцiальних рiв-
нянь iз керуванням у банахових i гiльбертових просторах буде застосовуватися загальна
теорiя дослiдженняне всюдирозв’язних операторних рiвнянь iз використаннямпроєкторiв,
узагальненого обернення операторiв у банахових просторах i псевдообернення нормально
розв’язних операторiв у гiльбертових просторах, яка розроблена в [10, 11].
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1. Постановка задачi. Нехай Bi, i = 1, 2, 3, — банаховi простори, I = [a, b] — скiн-
ченний промiжок. Позначимо через C(I,Bi), i = 1, 2, 3, банаховi простори неперервних
вектор-функцiй зi значеннями у вiдповiдних банахових просторах Bi, i = 1, 2, 3.

Розглянемо крайову задачу з керуванням для iнтегро-диференцiального рiвняння

ż(t)−
b∫
a

[
n∑
i=1

Pi(t)Wi(s)z(s) +

n∑
i=1

Qi(t)Vi(s)ż(s)

]
ds = f(t) +

b∫
a

K(t, s)u(s) ds. (1)

Як показано у [12], пiсля позначень операторних матриць

P (t) = [P1(t), . . . , Pn(t)] , Q(s) = [Q1(t), . . . , Qn(t)] ,

W (t) = col [W1(t), . . . ,Wn(t)] , V (s) = col [V1(s), . . . , Vn(s)] ,

рiвняння (1) набуває вигляду

(Lz)(t) : ≡ ż(t)−
b∫
a

[P (t)W (s)z(s) +Q(t)V (s)ż(s)]ds = f(t) +

b∫
a

K(t, s)u(s) ds, (2)

де оператор-функцiї P (t) i Q(t) дiють iз B1 у B2, сильно неперервнi з нормами |||P ||| =
= supt∈I ‖P (t)‖B1→B2 < ∞ i |||Q||| = supt∈I ‖Q(t)‖B1→B2 < ∞, а оператор-функцiї W (t)
i V (t) дiють iз B2 у B1, сильно неперервнi з нормами |||W ||| = supt∈I ‖W (t)‖B2→B1 < ∞
та |||V ||| = supt∈I ‖V (t)‖B2→B1 <∞, оператор-функцiя K(t, s) визначена у квадратi I × I
та дiє з банахового простору B1 у B1 за змiнною t i з банахового простору B3 у B3 —
за змiнною s, сильно неперервна по t, s, з нормою |||K||| = supt,s∈I ‖K(t, s)‖B1×B3 < ∞,
вектор-функцiї f(t) ∈ C(I,B2), u(t) ∈ C(I,B3) визначенi на тому ж промiжку I зi
значеннями у банахових просторах B2 i B3 з нормами |||f ||| = supt∈I ‖f(t)‖B2 i |||u||| =
= supt∈I ‖u(t)‖B3 .

Розв’язком z(t) iнтегро-диференцiального рiвняння з керуванням (2) будемо назива-
ти таку пару вектор-функцiй z(t) та u(s), якi задовольняють рiвняння (2). При цьо-
му z(t) ∈ C1(I,B2), ż(t) ∈ C(I,B2), де C1(I,B2) — банаховий простiр неперервно-
диференцiйовних вектор-функцiй з нормою |||z||| =

∑1

k=0
sup
t∈I

{∥∥z(k)(t)∥∥}, де z(k)(t) —

k -та похiдна вiд z(t). Похiдну ż(t) будемо розумiти в сенсi [13, c. 140].
Метою цiєї роботи є: отримати умови iснування та зображення загальних розв’язкiв

z(t) рiвняння (2), а також знайти зображення загального керування u(t), при якому такi
розв’язки iснують.

2. Попереднi вiдомостi. Для досягнення поставленої мети необхiдно отримати умови
розв’язностi та загальний вигляд розв’язкiв рiвняння (2) без керування (u(s) = 0).

Замiною ż(t) = y(t) або

z(t) =

t∫
a

y(s)ds+ c2, c2 ∈ B2, (3)
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рiвняння (2) без керування (u(s) = 0) зводимо до iнтегрального рiвняння [12]

(L1y)(t) := y(t)−M(t)

b∫
s

N(s)y(s)ds = g(t), (4)

де

M(t) =
[
P (t), Q(t)

]
, N(s) = col

[
W̃ (s), V (s)

]
, (5)

g(t) = f(t) + P (t)Wc2, W̃ (s) =

b∫
s

W (τ)dτ, W = W̃ (a). (6)

Нехай

D = IB1×B1 −
b∫
a

N(s)M(s) ds, D : B1 ×B1 → B1 ×B1,

— узагальнено оборотний оператор. Позначимо обмеженi проєктори [14] PN(D) : B1 ×
× B1 → N(D) — на нуль-простiр N(D) та PYD : B1 × B1 → YD — на пiдпростiр YD =
= B1 ×B1 	R(D) оператора D, а D− — обмежений узагальнено обернений оператор до
оператора D [11].

Надалi клас обмежених узагальнено оборотних операторiв, якi дiють iз банахового
простору X у банаховий простiр Y, будемо позначати GI(X,Y) (generalized inverse).

Оскiльки оператор D — це (2× 2)-вимiрна операторна матриця, то проєктори PN(D),
PYD — це теж (2× 2)-вимiрнi операторнi матрицi, якi мають структуру

PN(D) =

[
p11 p12

p21 p22

]
, PYD =

[
p̃11 p̃12

p̃21 p̃22

]
. (7)

Вiдомо [15], що при виконаннi умови

PYD

b∫
a

N(s)g(s)ds = PYD

b∫
a

N(s)[f(s) + P (s)Wc2]ds = 0 (8)

i лише при нiй iнтегральне рiвняння (4) має сiм’ю розв’язкiв

y(t) =M(t)PN(D)

[
ĉ1

ĉ1

]
+
(
L−1 g

)
(t), (9)

де ĉ1 — довiльний елемент банахового простору B1, L
−
1 — узагальнено обернений опе-

ратор до iнтегрального оператора L1, дiя якого на вектор-функцiю g(t) вiдбувається за
правилом (

L−1 g
)
(t) = g(t) +M(t)D−

b∫
a

N(s)g(s) ds.
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З урахуванням структури операторної матрицi M(t) (5) та проєктора PN(D) (7) розв’я-
зок (9) запишемо у виглядi

y(t) =
[
P (t)p11 +Q(t)p21, P (t)p12 +Q(t)p22

][ĉ1
ĉ1

]
+
(
L−1 g

)
(t)

або

y(t) = X1(t)ĉ1 +
(
L−1 g

)
(t), (10)

де X1(t) = P (t)(p11 + p12) +Q(t)(p21 + p22).
Для знаходження значення c2 ∈ B2, при якому умова (8) розв’язностi iнтегрального

рiвняння (4) буде виконуватися, отримаємо операторне рiвняння

Sc2 = f0, (11)

де

S = PYD

b∫
a

N(s)P (s)Wds, S : B2 → B1 ×B1,

f0 = −PYD

b∫
a

N(s)f(s)ds, f0 ∈ B1 ×B1.

(12)

Нехай оператор S узагальнено оборотний, а отже, нормально розв’язний. Тодi iснують
обмеженi проєктори PN(S) : B2 → N(S), PYS : B1 × B1 → YS i обмежений узагальнено
обернений оператор S− : B1 ×B1 → B2 до оператора S.

Операторне рiвняння (11) розв’язне тодi й лише тодi, коли виконується умова [11]

PYSf0 = −PYSPYD

b∫
a

N(s)f(s)ds = 0,

при виконаннi якої рiвняння (11) має сiм’ю розв’язкiв

c2 = PN(S)ĉ2 + S−f0, (13)

де ĉ2 — довiльний елемент банахового простору B2.
Враховуючи (13), пiдставимо g(s) iз (6) у розв’язок (10) iнтегрального рiвняння (4):

y(t) = X1(t)ĉ1 +
(
L−1
[
f + PW

{
PN(S)ĉ2 + S−f0

}])
(t) =

= X1(t)ĉ1 +
(
L−1 P

)
(t)WPN(S)ĉ2 +

(
L−1 f

)
(t) +

(
L−1 P

)
(t)WS−f0.

Тодi, враховуючи замiну (3) та значення c2 з (13), отримаємо загальний розв’язок
iнтегро-диференцiального рiвняння (2) без керування (u(s) = 0)

z(t) =

t∫
a

y(s)ds+ c2 =
[
X1(t), X2(t)

][ĉ1
ĉ2

]
+
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+
(
L̃−1 f

)
(t) +

(
L̃−1 P

)
(t)WS−f0 + S−f0,

де

(
L̃−1 f

)
(t) =

t∫
a

(
L−1 f

)
(s)ds,

(
L̃−1 P

)
(t) =

t∫
a

(
L−1 P

)
(s)ds,

X1(t) =

t∫
a

X1(s)ds,

X2(t) =
(
L̃−1 P

)
(t)WPN(S) + PN(S).

(14)

За аналогiєю [16] можна показати, що оператор

(
L−f

)
(t) =

(
L̃−1 f

)
(t)−

[(
L̃−1 P

)
(t)W + IB2

]
S−PYD

b∫
a

N(s)f(s)ds (15)

є узагальнено оберненим оператором до iнтегро-диференцiального оператора L (2). Тодi
загальний розв’язок iнтегро-диференцiального рiвняння (2) без керування (u(s) = 0) буде
мати вигляд

z(t) =
[
X1(t), X2(t)

][ĉ1
ĉ2

]
+
(
L−f

)
(t), (16)

де ĉ1 — довiльний елемент банахового простору B1, ĉ2 — довiльний елемент банахового
простору B2.

Таким чином, для iнтегро-диференцiального рiвняння без керування (2) справедлива
така теорема.

Теорема 1 [12]. Нехай оператори D : B1 → B1 i S : B2 → B1 узагальнено оборотнi.
Тодi iнтегро-диференцiальне рiвняння без керування (2) розв’язне для тих i лише тих f(t) ∈
∈ C([a, b],B2), якi задовольняють умову

PYSPYD

b∫
a

N(s)f(s)ds = 0, (17)

i при цьому має сiм’ю розв’язкiв (16).
3. Основний результат. 3.1. Iнтегро-диференцiальнi рiвняння з керуванням у банахо-

вих просторах. Нехай iнтегро-диференцiальне рiвняння (2) без керування (u(s) = 0) не
має розв’язкiв при довiльнiй функцiї f(t) ∈ C(I,B2), тобто умова (17) не виконується:

PYSPYD

b∫
a

N(s)f(s)ds 6= 0.
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Знайдемо умову розв’язностi, зображення загального розв’язку iнтегро-диференцiаль-
ного рiвняння з керуванням (2) та загальний вигляд керування, при якому цей розв’язок
iснує.

Нехай оператори D ∈ GI(B1 ×B1,B1 ×B1) та S ∈ GI(B2,B1 ×B1). Тодi нормально
розв’язне рiвняння (2) за теоремою 1 має розв’язок для тих i лише тих правих частин, якi
задовольняють умову [11, 15]

PYSPYD

b∫
a

N(s)

f(s) + b∫
a

K(s, τ)u(τ)dτ

ds = 0. (18)

З рiвняння (18) маємо

PYSPYD

b∫
a

N(s)

b∫
a

K(s, τ)u(τ) dτ ds = −PYSPYD

b∫
a

N(s)f(s) ds.

Змiнивши у лiвiй частинi порядок iнтегрування та позначивши

T (s) = PYSPYD

b∫
a

N(τ)K(τ, s)dτ,

отримаємо операторне рiвняння
b∫
a

T (s)u(s)ds = PYSf0, (19)

де елемент f0 визначений рiвнiстю (12).
Для розв’язання рiвняння (19) вiдносно u(s) позначимо через {ϕi}∞i=1 систему базисних

векторiв банахового простору C(I,B3), з яких утворимо оператор-функцiю

Φ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t), . . . , ϕi(t), . . .).

Розв’язок рiвняння (19) будемо шукати у виглядi

u(s) = Φ(s)c3, (20)

де c3 ∈ B3 — сталий вектор.
Пiдставивши (20) у (19), отримаємо операторне рiвняння вiдносно сталого вектора c3 :

Uc3 = PYSf0, (21)

де

U =

b∫
a

T (s)Φ(s)ds, U : B3 → B2.

Нехай оператор U — узагальнено оборотний, а отже, нормально розв’язний. Тодi iсну-
ють [14] обмеженi проєктори: PN(U) : B3 → N(U), який проєктує банаховий простiр B3
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на нуль-простiр N(U) оператора U, PYU : B2 → YU , який проєктує банаховий простiр
B2 на пiдпростiр YU = B2 	 R(U) i обмежений узагальнено-обернений оператор U− :
B2 → B3 [11].

Рiвняння (21) має розв’язок для тих i лише тих f(t) ∈ B1, якi задовольняють умову

PYUPYSf0 = −PYUPYSPYD

b∫
a

N(s)f(s) ds = 0, (22)

при виконаннi якої воно має сiм’ю розв’язкiв

c3 = PN(U)ĉ3 + U−PYSf0, (23)

де ĉ3 —- довiльний вектор банахового простору B3.
Пiдставивши (23) у (20), отримаємо сiм’ю керувань

u(s) = Φ(s)PN(U)ĉ3 + Φ(s)U−PYSf0, (24)

при яких за теоремою 1 рiвняння (2) буде мати сiм’ю розв’язкiв

z(t) =
[
X1(t), X2(t)

][ĉ1
ĉ2

]
+

L−
f +

b∫
a

K(·, s)u(s)ds

(t) =

=
[
X1(t), X2(t)

][ĉ1
ĉ2

]
+
(
L−f

)
(t) +

L− b∫
a

K(·, s)u(s) ds

(t), (25)

де оператор L− дiє на функцiю

h(t) =

b∫
a

K(t, s)u(s) ds

за правилом (15):L− b∫
a

K(·, s)u(s)ds

(t) =

L̃−1 b∫
a

K(·, s)u(s) ds

(t)−

−
[(
L̃−1 P

)
(t)W + IB2

]
S−PYD

b∫
a

N(s)

b∫
a

K(s, τ)u(τ) dτ ds.

Пiдставивши (24) у (25), будемо мати

z(t) =
[
X1(t), X2(t)

][ĉ1
ĉ2

]
+
(
L−f

)
(t)+

+

L− b∫
a

K(·, s)
[
Φ(s)PN(U)ĉ3 + Φ(s)U−PYSf0

]
ds

(t).
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Позначимо

[KΦ](t) =

b∫
a

K(t, s)Φ(s) ds.

Тодi пiсля перетворень отримаємо

z(t) =
[
X1(t), X2(t),

(
L−[KΦ]

)
(t)PN(U)

]
ĉ1

ĉ2

ĉ3

+

+
(
L−f

)
(t) +

(
L−[KΦ]

)
(t)U−PYSf0,

де ĉi ∈ Bi, i = 1, 3, — довiльнi сталi елементи вiдповiдних банахових просторiв,

(
L−[KΦ]

)
(t) =

(
L̃−1 [KΦ]

)
(t)−

[(
L̃−1 P

)
(t)W + IB2

]
S−PYD

b∫
a

N(s) [KΦ] (s) ds.

Таким чином, для iнтегро-диференцiального рiвняння (2) з керуванням справедлива
така теорема.

Теорема 2. Нехай D ∈ GI(B1×B1,B1×B1), S ∈ GI(B2,B1×B1) та U ∈ GI(B3,B2).
Тодi при виконаннi умови (22) i лише при нiй iнтегро-диференцiальне рiвняння (2) з керу-

ванням має сiм’ю розв’язкiв

z(t) =
[
X1(t), X2(t), X3(t)

]
ĉ1

ĉ2

ĉ3

+
(
L−f

)
(t) +

(
L−[KΦ]

)
(t)U−PYSf0,

де X1(t), X2(t) визначенi рiвностями (14), X3(t) = (L−[KΦ])(t)PN(U), ĉi ∈ Bi, i = 1, 3, —
довiльнi сталi.

При цьому воно має сiм’ю допустимих керувань

u(s) = Φ(s)PN(U)ĉ3 + Φ(s)U−PYSf0.

Зауваження 1. Увипадку, коли PYUPYSPYD = 0, iнтегральне рiвняння (2) з керуванням
буде розв’язним при довiльнiй функцiї f(t).

Зауваження 2. Якщо PN(U) = 0, то операторне рiвняння (21) буде n-нормальним [1]
(dimkerU = 0).

У цьому випадку iнтегро-диференцiальне рiвняння (2) з керуванням при виконаннi
умови (22) буде мати сiм’ю розв’язкiв

z(t) =
[
X1(t), X2(t)

][ĉ1
ĉ2

]
+
(
L−f

)
(t) +

(
L−[KΦ]

)
(t)U

(−1)
l PYSf0

при єдиному керуваннi
u(s) = Φ(s)U

(−1)
l PYSf0,

де U (−1)
l — лiвий обернений оператор до оператора U [17].
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Зауваження 3. Якщо PN(S) = 0, то операторне рiвняння (11) буде n-нормальним [1]
(dimkerS = 0).

Тодi операторне рiвняння (11) при виконаннi умови (17) буде мати єдиний розв’язок

c2 = S
(−1)
l f0,

де S(−1)
l — лiвий обернений оператор до оператора U [17].
У цьому випадку X2(t) =

(
L̃−1 P

)
(t)WPN(S) + PN(S) = 0 та iнтегро-диференцiальне

рiвняння (2) з керуванням при виконаннi умови (22) буде мати сiм’ю розв’язкiв

z(t) =
[
X1(t), X3(t)

][ĉ1
ĉ3

]
+
(
L−f

)
(t) +

(
L−[KΦ]

)
(t)U−PYSf0.

При цьому воно має сiм’ю допустимих керувань

u(s) = Φ(s)PN(U)ĉ3 + Φ(s)U−PYSf0.

3.2. Iнтегро-диференцiальнi рiвняння з керуванням у скiнченновимiрних гiльбертових
просторах. Далi розглянемо критерiй iснування керувань для iнтегро-диференцiальних
рiвнянь Фредгольма з виродженим ядром у гiльбертових просторах. У цьому випадку
запропонований метод дослiдження можна уточнити та конкретизувати.

Розглянемо iнтегро-диференцiальне рiвняння Фредгольма з виродженим ядром i керу-
ванням

(Lz)(t) :≡ ż(t)−
b∫
a

[P (t)W (s)z(s) +Q(t)V (s)ż(s)]ds =

= f(t) +

b∫
a

K(t, s)u(s) ds, (26)

де P (t) i Q(t) — (n ×m)-вимiрнi матрицi, а W (t) та V (t) — (m × n)-вимiрнi матрицi,
K(t, s) — (n× q)-вимiрна матриця, визначена у квадратi I × I, f(t) — (n× 1)-вимiрний
вектор-стовпчик, u(t) — (q× 1)-вимiрний вектор-стовпчик, елементи яких належать про-
стору L2[a, b].

Уцьому пiдпунктi отримаємо умови iснування й побудови загального розв’язку iнтегро-
диференцiального рiвняння з керуванням та встановимо вигляд загального керування, при
якому цi розв’язки iснують.

Розв’язком z(t) iнтегро-диференцiального рiвняння з керуванням (26) будемо називати
пару вектор-функцiй z(t) i u(s), якi задовольняють рiвняння (26). При цьому

z(t) ∈ D2

(
[a, b],Rn

)
, ż(t) ∈ L2

(
[a, b],Rn

)
, u(s) ∈ L2

(
[a, b],Rq

)
.

Для вирiшення поставленої мети необхiдно отримати умови розв’язностi й загальний
вигляд розв’язкiв рiвняння (26) без керування (u(s) = 0) в евклiдових просторах. Для її
розв’язку застосуємо теорiю псевдообернених операторiв [10, 11].
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Пiсля традицiйної замiни ż(t) = y(t) або

z(t) =

t∫
a

y(s)ds+ c, c ∈ Rn, (27)

та позначень (5), (6) iнтегро-диференцiальне рiвняння (26) без керуванням (u(s) = 0)
зводимо до iнтегрального рiвняння

(L1y)(t) := y(t)−M(t)

b∫
s

N(s)y(s) ds = g(t), (28)

де M(t) та N(s) вiдповiдно— (n×2m)- та (2m×n)-вимiрнi матрицi, що мають вигляд (5),

g(t) = f(t) + P (t)Wc, W =

b∫
a

W (s) ds. (29)

Тодi D = I2m − A, A =

∫ b

a
N(s)M(s) ds та ортопроєктори PN(D), PN(D∗) [11, c. 61]

будуть (2m× 2m)-вимiрними матрицями.
Нехай rankD = n1. Позначимо через PNr(D) (2m × r)-вимiрну матрицю, яка скла-

дена з r = 2m − n1 лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроєктора PN(D), через
PNr(D∗) — (r×2m)-вимiрну матрицю, яка складена з r лiнiйно незалежних рядкiв матрицi-
ортопроєктора PN(D∗), а через D+ — псевдообернену матрицю до матрицi D.

Вiдомо [11], що при виконаннi r лiнiйно незалежних умов

PNr(D∗)

b∫
a

N(s)g(s)ds = PNr(D∗)

b∫
a

N(s)
[
f(s) + P (s)Wc

]
ds = 0 (30)

i лише при них iнтегральне рiвняння (28) має сiм’ю r лiнiйно незалежних розв’язкiв

y(t) =M(t)PNr(D)ĉr +
(
L+
1 g
)
(t), (31)

де ĉr — довiльний елемент евклiдового простору Rr, L+
1 — псевдообернений за Муром –

Пенроузом оператор до iнтегрального оператора L, який має вигляд [11, c. 261]

(
L+
1 g
)
(t) = g(t) +M(t)

b∫
a

[
D+N(s)− α̃(−1)M∗(s)

]
g(s) ds+

+
[
M(t)α̃(−1)β̃(−1) −N∗(t)β̃(−1)

] b∫
a

N(s)g(s) ds,

де
α̃(−1) = PNr(D)α

−1P ∗Nr(D), β̃(−1) = P ∗Nr(D∗)β
−1PNr(D∗)
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— (2m× 2m)-вимiрнi матрицi,

α =

b∫
a

X∗r (t)Xr(t)dt, β =

b∫
a

Y ∗r (t)Yr(t)dt

— самоспряженi невиродженi (r × r)-вимiрнi матрицi Грама,

Xr(t) =M(t)PNr(D), Yr(t) = N∗(t)P ∗Nr(D∗)

—повнi системи лiнiйно незалежних вектор-функцiй, якi складають базиси нуль-просторiв
N(L1) та N

(
L∗1
)
iнтегральних операторiв L1 та L∗1 вiдповiдно.

Для знаходження значення c ∈ Rn, при якому умова (30) розв’язностi iнтегрального
рiвняння (28) буде виконуватись, отримаємо алгебраїчне рiвняння

Sc = f0, (32)

де

S = PNr(D∗)

b∫
a

N(s)P (s)W ds, S : Rn → Rr,

f0 = −PNr(D∗)

b∫
a

N(s)f(s) ds = 0, f0 ∈ Rr.

Нехай rankS = n2. Позначимо через PNµ(S) (n× µ)-вимiрну матрицю, яка складена з
µ = n − n2 лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроєктора PN(S), через PNν(S∗) —
(ν × r)-вимiрну матрицю, яка складена з ν = r − n2 лiнiйно незалежних рядкiв матрицi-
ортопроєктора PN(S∗), та через S+ : Rr → Rn — псевдообернену матрицю до матрицi S.

Алгебраїчнене рiвняння (32) розв’язне тодi й лише тодi, коли виконуються умови [11]

PNν(S∗)f0 = −PNν(S∗)PNr(D∗)

b∫
a

N(s)f(s) ds = 0, (33)

при виконаннi яких воно має µ-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

c = PNµ(S)ĉµ + S+f0, (34)

де ĉµ — довiльний елемент евклiдового простору Rµ.
Оскiлькиматрицi PNν(S∗) та PNr(D∗) маютьповнi ранги: rankPNν(S∗) = ν, rankPNr(D∗) =

= r i ν ≤ r, то за нерiвнiстюСильвестра [18, c. 31] rank
(
PNν(S∗)PNr(D∗)

)
= ν. Таким чином,

умова (33) складається з ν лiнiйно незалежних умов.
Враховуючи (34), пiдставимо g(s) = f(s)+P (s)W

[
PNµ(S)ĉµ+S

+f0
]
з (29) у розв’язок (31)

iнтегрального рiвняння (28):

y(t) =M(t)PNr(D)ĉr +
(
L+
1

[
f + PW

{
PNµ(S)ĉµ + S+f0

}])
(t) =
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=M(t)PNr(D)ĉr +
(
L+
1 P
)
(t)WPNµ(S)ĉµ +

(
L+
1 f
)
(t) +

(
L+
1 P
)
(t)WS+f0.

Тодi, використовуючи замiну (27), отримуємо загальний розв’язок iнтегро-диферен-
цiального рiвняння (26) без керування (u(s) = 0) :

z(t) =

t∫
a

y(s)ds+ c =
[
X1(t), X2(t)

][ĉr
ĉµ

]
+

+
(
L̃+
1 f
)
(t) +

(
L̃+
1 P
)
(t)WS+f0 + S+f0,

де

X1(t) =

t∫
a

M(s)PNr(D)ds, X2(t) =
(
L̃+
1 P
)
(t)WPNµ(S) + PNµ(S),

(
L̃+
1 f
)
(t) =

t∫
a

(
L+
1 f
)
(s)ds,

(
L̃+
1 P
)
(t) =

t∫
a

(
L+
1 P
)
(s)ds.

(35)

Таким чином, для iнтегро-диференцiального рiвняння без керування справедлива така
теорема.

Теорема 3. Нехай rankD = n1 i rankS = n2. Тодi iнтегро-диференцiальне рiвняння без
керування (26) розв’язне для тих i лише тих f(t) ∈ L2

(
[a, b],Rn

)
, якi задовольняють ν

лiнiйно незалежнi умови

PNν(S∗)PNr(D∗)

b∫
a

N(s)f(s) ds = 0,

при виконаннi яких воно має сiм’ю розв’язкiв

z(t) =
[
X1(t), X2(t)

][ĉr
ĉµ

]
+
(
L̃+
1 f
)
(t) +

(
L̃+
1 P
)
(t)WS+f0 + S+f0.

Припустимо, що

PNν(S∗)PNr(D∗)

b∫
a

N(s)f(s)ds 6= 0,

тобто рiвняння (26) без керування не має розв’язкiв. Знайдемо умови iснування керування,
при якому рiвняння (26) буде мати розв’язки.

За теоремою 3 маємо, що iнтегро-диференцiальне рiвняння з керуванням (26) має
розв’язок для тих i лише тих правих частин, якi задовольняють ν лiнiйно незалежнi умо-
ви [11]

PNν(S∗)PNr(D∗)

b∫
a

N(s)

f(s) + b∫
a

K(s, τ)u(τ) dτ

ds = 0. (36)
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З рiвняння (36) отримаємо рiвняння вiдносно керування u(s) :

b∫
a

Ψ(s)u(s)ds = PNν(S∗)f0, (37)

де

Ψ(s) = PNν(S∗)PNr(D∗)

b∫
a

N(τ)K(τ, s)dτ

— (ν × q)-вимiрна матриця.
Розв’язок рiвняння (37) будемо шукати у виглядi

u(s) = Ψ∗(s)c1, (38)

де Ψ∗(s) — (q×ν)-вимiрна матриця, транспонована до матрицi Ψ(s), c1 ∈ Rν —невiдомий
вектор, який треба знайти.

Пiвдставивши (38) у (37), отримаємо алгебраїчне рiвняння

Hc1 = PNν(S∗)f0, (39)

де

H =

b∫
a

Ψ(s)Ψ∗(s)ds

— (ν × ν)-вимiрна матриця.
Нехай rankH = n3. Позначимо через PNp(H) (ν × p)-вимiрну матрицю, яка скла-

дена з p = ν − n3 лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроєктора PN(H), а через
PNp(H∗) — (p× ν)-вимiрну матрицю, яка складена з p лiнiйно незалежних рядкiв матрицi-
ортопроєктора PN(H∗).

Алгебраїчна система (39) має розв’язок вiдносно вектора c1 ∈ Rν тодi й лише тодi,
коли виконується умова

PNp(H∗)PNν(S∗)f0 = −PNp(H∗)PNν(S∗)PNr(D∗)

b∫
a

N(s)f(s) ds = 0, (40)

при виконаннi якої вона має p-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

c1 = PNp(H)ĉp +H+PNν(S∗)f0, (41)

де ĉp — довiльний елемент евклiдового простору Rp, H+ — псевдообернена за Муром –
Пенроузом матриця до матрицi H [10, 11].

Оскiльки матрицi PNp(H∗) i
(
PNν(S∗)PNr(D∗)

)
мають повнi ранги: rankPNp(H∗) = p,

rank(PNν(S∗)PNr(D∗)) = ν i p ≤ ν, то за нерiвнiстю Сильвестра [18, c. 31]

rank
(
PNp(H∗)PNν(S∗)PNr(D∗)

)
= p.

Таким чином, умова (40) складається з p лiнiйно незалежних умов.
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Пiсля пiдстановки (41) у (38) отримаємо p-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних
керувань

u(s) = Ψ∗(s)PNp(H)ĉp + Ψ∗(s)H+PNν(S∗)f0, (42)

при яких iнтегро-диференцiальне рiвняння (26) буде мати сiм’ю розв’язкiв

z(t) =
[
X1(t), X2(t)

][ĉr
ĉµ

]
+

+

L̃+
1

f(·) +
b∫
a

K(·, s)u(s)ds


(t) +

+
(
L̃+
1 P
)
(t)WS+f0 + S+f0. (43)

Пiдставивши (42) у (43), одержимо

z(t) =
[
X1(t), X2(t)

][ĉr
ĉµ

]
+

+

L̃+
1

f(·) +
b∫
a

K(·, s)
[
Ψ∗(s)PNp(H)ĉp + Ψ∗(s)H+PNν(S∗)f0

]
ds


(t) +

+
(
L̃+
1 P
)
(t)WS+f0 + S+f0.

Позначивши

[KΨ∗] (t) =

b∫
a

K(t, s)Ψ∗(s) ds,

пiсля перетворень будемо мати

z(t) =
[
X1(t), X2(t), X3(t)

]
ĉr

ĉµ

ĉp

+
(
L̃+
1 f
)
(t) +

+
(
L̃+
1 [KΨ∗]

)
(t)H+PNν(S∗)f0 +

(
L̃+
1 P
)
(t)WS+f0 + S+f0,

де X3(t) =
(
L̃+
1 [KΨ∗]

)
(t)PNp(H), ĉr ∈ Rr, ĉµ ∈ Rµ, ĉp ∈ Rp, — довiльнi сталi,

(
L̃+
1 [KΨ

∗]
)
(t) =

t∫
a

(
L+
1 [KΨ

∗]
)
(s) ds, (44)
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(
L+
1 [KΨ∗]

)
(t) = [KΨ∗] (t) +M(t)

b∫
a

[
D+N(s)− α̃(−1)M∗(s)

]
[KΨ∗] (s) ds +

+
[
M(t)α̃(−1)β̃(−1) −N∗(t)β̃(−1)

] b∫
a

N(s)[KΨ∗] (s) ds.

Таким чином, справедлива така теорема.
Теорема 4. Нехай rankD = n1, rankS = n2, rankH = n3.
Тодi при виконаннi p лiнiйно незалежних умов (40) i лише при них iнтегро-диференцiальне

рiвняння з керуванням (26) має сiм’ю r+µ+p, r = 2m−n1, µ = n−n2, p = ν−n3 розв’язкiв

z(t) =
[
X1(t), X2(t), X3(t)

]
ĉr

ĉµ

ĉp

+
(
L̃+
1 f
)
(t) +

+
(
L̃+
1 [KΨ∗]

)
(t)H+PNν(S∗)f0 +

(
L̃+
1 P
)
(t)WS+f0 + S+f0,

де ĉr ∈ Rr, ĉµ ∈ Rµ та ĉp ∈ Rp — довiльнi сталi,
(
L̃+
1 f
)
(t),

(
L̃+
1 P
)
(t) визначенi формула-

ми (35), а
(
L̃+
1

[
KΨ∗

])
(t) —формулою (44).

При цьому рiвняння (26) має p-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних допустимих ке-
рувань

u(s) = Ψ∗(s)PNp(H)ĉp + Ψ∗(s)H+PNr(D∗)f0.

Зауваження 4. Якщо rankH = ν (PN(H) ≡ 0, PN(H∗) ≡ 0), то матриця H буде мати
обернену H−1, а рiвняння (39) — єдиний розв’язок c1 = H−1PNν(S∗)f0. У цьому випадку
iнтегро-диференцiальне рiвняння з керуванням (26) буде мати сiм’ю r + µ, r = 2m − n1,
µ = n− n2 розв’язкiв

z(t) =
[
X1(t), X2(t)

][ĉr
ĉµ

]
+
(
L̃+
1 f
)
(t) +

+
(
L̃+
1 [KΨ∗]

)
(t)H−1PNν(S∗)f0 +

(
L̃+
1 P
)
(t)WS+f0 + S+f0

при єдиному керуваннi
u(s) = Ψ∗(s)H−1PNν(S∗)f0.
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