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In this paper, we investigate the optimal control problem for the system of differential inclusions with
rapidly oscillating coefficients on a semiaxis. We apply the averaging method to the study of this object.
We substantiate the solvability of the original exact problem and the corresponding averaged problem. We
prove the convergence of optimal controls and optimal trajectories of solutions of the exact problem to
optimal control and optimal trajectory of solutions of the averaged problem. We show that optimal control
of the averaged problem is almost optimal for the original exact problem.

Дослiджено задачу оптимального керування системою диференцiальних включень iз швидкоко-
ливними коефiцiєнтами на пiвосi. До вивчення такого об’єкту застосовано метод усереднення.
Обґрунтовано розв’язнiсть вихiдної точної та вiдповiдної їй усередненої задач. Доведено збiжнiсть
оптимальних керувань i оптимальних траєкторiй розв’язкiв точної задачi до оптимального керуван-
ня i оптимальної траєкторiї усередненої задачi. Показано, що оптимальне керування усередненої
задачi є “майже” оптимальним для точної задачi.

1. Вступ. Розвиток теорiї диференцiальних включень як природного узагальнення ди-
ференцiального рiвняння значною мiрою викликано численним застосуванням. Велику
кiлькiсть задач iз механiки, електротехнiки, теорiї автоматичного керування описують та-
кi об’єкти. Зараз широко розвиненi напрями дослiджень диференцiальних включень. Їхнiй
розгляд iз самого початку вимагає узагальнення поняття розв’язку. На початку 60-х ро-
кiв минулого столiття з’явився цикл робiт Т. Важевського [1, 2] i А. Ф. Фiллiпова [3],
в яких розглянуто рiзнi означення розв’язкiв диференцiальних включень, вказано умови
їхнього застосування, отримано принциповi результати про їхнє iснування i властивостi.
Одним iз найбiльш важливих результатiв цих робiт було встановлення зв’язку диференцi-
альних включень iз задачами оптимального керування. Природно, при цьому виникають
усi проблеми, властивi звичайним диференцiальним рiвнянням — це теореми iснування
розв’язку, продовжуваностi розв’язку, обмеженостi, неперервної залежностi вiд початко-
вих умов i параметрiв та iн. Багатозначнiсть, зi свого боку, породжує ряд специфiчних
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проблем, таких як замкненiсть, опуклiсть сiм’ї розв’язкiв, iснування граничних розв’язкiв,
видiлення розв’язкiв iз заданими властивостями та багато iнших. Проте добре розвинений
апарат математичного аналiзу стосовно багатозначнихфункцiй дає можливiсть вирiшувати
цi проблеми.

Для дослiдження задач керування диференцiальнимирiвняннями та включеннями iснує
багато пiдходiв, зокрема широко застосовуються асимптотичнi методи. Серед них вар-
то видiлити метод усереднення, строге математичне обґрунтування якого запропонували
М. М. Крилов i М. М. Боголюбов. У роботах Плотнiкова та його школи (див., наприклад,
[4]) дано строге обґрунтування методу усереднення до задач керування. У [5] висвiтлено
обґрунтування методу усереднення, зокрема для звичайних диференцiальних включень,
включень iз частинними похiдними, включень iз похiдною Хукухари. У [6] спочатку про-
водилось усереднення за часом, що явно входить у систему, при цьому функцiя керування
вважалася параметром i за нею усереднення не проводилося. При цьому авторам довелося
накладати умову асимптотичної сталостi на функцiю керування. У [7] застосовано пiдхiд
iз [6] до розв’язання задачi оптимального керування на скiнченному часовому iнтервалi,
проте при цьому знято досить жорстку умову асимптотичної сталостi. У [8] отримано ана-
логiчнi до [7] результати на пiвосi. У [9] застосовано метод усереднення до розв’язання
задачi оптимального керування iз швидкоколивними змiнними, лiнiйної за керуванням, на
скiнченному iнтервалi. Об’єктом керування при цьому виступає система диференцiальних
включень iз лiпшицевою за фазовою змiнною правою частиною. Також задачi оптималь-
ного керування на пiвосi в рiзних задачах зi збуреннями вивчалися в [10 – 17].

У цiй роботi метод усереднення застосовується для дослiдження задачi оптимального
керування iз швидкоколивними змiнними системою диференцiальних включень на пiв-
осi. Зокрема, за допомогою прямого методу варiацiйного числення доведено розв’язнiсть
вихiдної та усередненої задач. Обґрунтовано збiжнiсть оптимальних керувань i оптималь-
них траєкторiй розв’язкiв точної задачi до оптимального керування i траєкторiї усередненої
задачi. При цьому показано, що оптимальне керування усередненої задачi є “майже опти-
мальним” для точної задачi, тобто з точнiстю до малого параметра ε реалiзується мiнiмум
критерiю якостi.

2. Постановка задачi. Умови на параметри задачi. Розглянемо задачу оптимального
керування системою диференцiальних включень на пiвосi з малим параметром i швидко
осцилюючими коефiцiєнтами

ẋ ∈ f

(
t

ε
, x

)
+ f1(x)u(t), x(0, u(0)) = x0 (1)

iз критерiєм якостi

Jε[x, u] =

∞∫
0

(
e−jtA(t, xε(t)) + u2(t)

)
dt → inf . (2)

Тут ε > 0 — малий параметр, j > 0 — фiксована стала, що характеризує дисконт, x —
фазовий вектор у Rd, u(t) — m-вимiрний вектор керування, який набирає значень у деякiй
множинi U ⊂ Rm.

Нехай для багатозначної функцiї f iснує рiвномiрно за x ∈ Rd середнє

lim
s→∞

1

s

s∫
0

f(t, x) dt = f0(x), (3)
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де iнтеграл вiд багатозначної функцiї розумiємо в сенсi Аумана [18], а межу багатозначної
функцiї розумiємо в сенсi Хаусдорфа.

Задачi оптимального керування на пiвосi (1), (2) ставиться у вiдповiднiсть усереднена
задача керування:

ẏ ∈ f0(y) + f1(y)u(t), y(0, u(0)) = x0 (4)

iз критерiєм якостi

J0[x, u] =

∞∫
0

(
e−jtA(t, y(t)) + u2(t)

)
dt → inf . (5)

Для задачi (1), (2) i вiдповiдної їй усередненої задачi (4), (5) будемо вважати виконаними
такi умови:

Умова 1. Допустимими керуваннями будемо вважати m-вимiрнi вектор-функцiї u(·) ∈
∈ L2([0,∞)), що набирають значень у замкненiй, опуклiй множинi U ⊂ Rm, при цьому
вважаємо також, що 0 ∈ U.

Умова 2. Функцiя A(t, s) визначена при t ≥ 0, x ∈ Rd, u ∈ U, вимiрна по t i неперервна
по x, причому

∃C > 0 : A(t, x) ≥ −C,

i задовольняє при x ∈ Rd умову росту

∃K > 0 : |A(t, x)| ≤ K (1 + |x|p)

для кожного t ≥ 0 i x ∈ Rd, p ≥ 0.

Умова 3. Багатозначнафункцiя f(t, x)
(
f : Q = {t ≥ 0, x ∈ Rd} → conv

(
Rd

))
визначена

i неперервна в метрицi Хаусдорфа за сукупнiстю змiнних в Q, а матричнозначна функцiя
f1(x) неперервна по x ∈ Rd i виконуються такi умови:

1) f(t, x) в областi Q задовольняє умову лiнiйного зростання по x iз константами L1

та L2, тобто
∥f(t, x)∥+ := sup

ξ∈F (t,x)
∥ξ∥ ≤ L1 + L2|x| ∀(t, x) ∈ Q;

f1(x) в областi Rd задовольняє умову лiнiйного зростання за x iз константами L3 та L4,
тобто

|f1(x)| ≤ L3 + L4|x|,

де

j > L2p; (6)

2) f(t, x) i f1(x) в областi визначення задовольняють умову Лiпшиця по x рiвномiрно
по t iз константами K1, K2 > 0 вiдповiдно.

Умова 4. Середнє значення багатозначної функцiї f у сенсi границi (3) є однозначною
неперервною функцiєю.
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3. Аналiз множини допустимих пар. Обґрунтуємо результат стосовно розв’язностi зада-
чi (1), (2), (4), (5).

Лема (про iснування розв’язку задачi (1), (2)). При виконаннi умов 1 – 3 розв’язок задачi
оптимального керування (1), (2) iснує.

Доведення. Обґрунтування проведемо у кiлька крокiв. Зафiксуємо ε > 0.

Крок 1. Iснування розв’язку задачi Кошi (1).
З умов 1, 3 та теореми 1 iз [19] випливає, що для кожного допустимого керування u(t)

розв’язок x(t, u) задачi Кошi (1) iснує на [0,+∞) та є абсолютно неперервною функцiєю.
Тому множина допустимих пар задачi (1), (2) є непорожньою.

Крок 2. Покажемо, що функцiонал у (2) досягає скiнченного екстремуму. Спочатку
виведемо апрiорну оцiнку для x(t). Оскiльки x — абсолютно неперервна функцiя, то
t 7→ |x(t)| — абсолютно неперервна i d

dt
|x(t)| ≤ |ẋ(t)| м.с.

Тому будемо мати

d

dt
|x(t)| ≤ |ẋ(t)| ≤ ∥f(t, x)∥+ + |f1(x)||u(t)| ≤

≤ L1 + L2|x(t)|+ (L3 + L4|x(t)|)|u(t)|.

Звiдси

|x(t)| ≤ |x(0)|+
t∫

0

(L1 + L2|x(s)|+ (L3 + L4|x(s)|)|u(s)|)ds ≤

≤ |x(0)|+ L1t+ L3t
1/2∥u∥L2 +

t∫
0

(L2 + L4|u(s)|)|x(s)|ds. (7)

Застосуємо нерiвнiсть Гронуолла i отримаємо

|x(t)| ≤
(
|x(0)|+ L1t+ L3t

1/2||u||L2

)
e

t∫
0

(L2+L4|u(s)|)ds
=

=
(
|x(0)|+ L1t+ L3t

1/2∥u∥L2

)
eL2t+L4t1/2∥u∥L2 .

Використавши нерiвнiсть Юнга, в результатi будемо мати

|x(t)| ≤
(
|x(0)|+ L1t+ L3t

1/2∥u∥L2

)
e
L2t+

δ
2
L2
4t+

1
2δ

∥u∥2L2 (8)

для досить малого δ > 0.

Такимчином, враховуючинерiвнiсть (6) та оцiнку (8), дляфункцiоналу якостi одержимо

|Jε[x, u]| ≤
∞∫
0

e−jt (K(1 + |x|p)) dt+
∞∫
0

u2(t)dt < ∞.

Отже, критерiй якостi (2) має сенс для всiх допустимих керувань.
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Крок 3. Нехай {(un, xn) ∈ Ξ}n∈N — мiнiмiзуюча послiдовнiсть задачi (1), (2), де Ξ —
множина допустимих пар задачi (1), (2):

Ξ =
{
(u, x) : u задовольняє умову 1,

x є розв’язком задачi Кошi (1) для всiх допустимих u
}
.

Оскiльки згiдно з умовою 2 Jε[x, u] ≥ −C/j, то

lim
n→∞

Jε[xn, un] = inf
(u,x)∈Ξ

Jε[x, u] = aε ∈ (−∞,+∞).

Завдяки умовам для функцiї A(t, x(t)) будемо мати, що

∞∫
0

u2n(t) dt ≤ aε −
∞∫
0

e−jtA(t, x(t))dt+ 1 ≤ aε +
C

j
+ 1 =: Cε

1 .

Звiдки маємо обмеженiсть, а тому й слабку збiжнiсть деякої пiдпослiдовностi з {un}n∈N
(для якої для спрощення, не обмежуючи загальностi, залишимо тiж позначення) до деякого
елемента u∗ у просторi L2([0,∞)). Належнiсть u∗ множинi U для кожного t ≥ 0 випливає
з леми Мазура.

Згiдно з оцiнкою (8) та слабкою збiжнiстю послiдовностi {un}n∈N у просторi L2([0,∞))
будемо мати рiвномiрну обмеженiсть послiдовностi {xn}n∈N на кожному скiнченному
iнтервалi [0, T ], тобто ∃L > 0 :

|xn(t)| ≤ L, t ∈ [0, T ]. (9)

Далi для довiльних t1 < t2, t1, t2 ∈ [0, T ], використовуючи (7) та (9), одержуємо

|xn(t2)− xn(t1)| ≤
t2∫

t1

(L1 + L2 L)ds+

t2∫
t1

(L3 + L4 L)|un(s)|ds ≤

≤ (L1 + L2 L)(t2 − t1) + (L3 + L4 L)(t2 − t1)
1/2

 t2∫
t1

|un(s)|2ds

1/2

.

З останньої нерiвностi випливає рiвностепенева неперервнiсть послiдовностi {xn}n∈N на
кожному [0, T ]. За теоремою Арцела маємо рiвномiрну збiжнiсть послiдовностi {xn}n∈N (а
точнiше, її пiдпослiдовностi) до деякого елемента x∗ на кожному [0, T ], тим самим маємо
поточкову збiжнiсть {xn}n∈N на (0,+∞). За допомогою мiркувань, аналогiчних до [9]
(теорема 3) можна показати, що x∗ — це розв’язок задачi Кошi (1). Тому

(
u∗(t), x∗(t)

)
∈

∈ Ξ. Завдяки напiвнеперервностi знизу норми в просторi L2([0,∞)), властивостям функцiї
A(t, x(t)), поточковiй збiжностi послiдовностi xn(t) й оцiнцi (8), застосувавши теорему
Лебега, будемо мати

inf
(u,x)∈Ξ

Jε[x, u] = lim
n→∞

Jε[xn, un] = lim
n→∞

Jε[xn, un] =
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= lim
n→∞

 ∞∫
0

e−jtA(t, xn(t))dt+

∞∫
0

u2n(t)dt

 ≥

≥
∞∫
0

e−jtA (t, x∗(t)) dt+

∞∫
0

(u∗)2 (t)dt = Jε [x
∗, u∗] .

Таким чином, пара
(
u∗(t), x∗(t)

)
є оптимальною для задачi (1), (2).

Зауваження 1. Завдяки властивостям метрики Хаусдорфа умова 3 виконується для усе-
редненої функцiї f0(x) iз тими ж сталими, що й для функцiї f(t, s). Дiйсно,

∀ξ ∈ F (t, x) : |ξ| ≤ L1 + L2|x|.

Враховуючи, що

distH

1

s

s∫
0

f(t, x)dt, f0(x)

 → 0, s → ∞,

маємо, що ∀ε > 0

∃s0 : ∀s ≥ s0 f0(x) ∈ Oε

1

s

s∫
0

f(t, x)dt

.

Далi одержуємо

|f0(x)| ≤

∥∥∥∥∥∥1s
s∫

0

f(t, x)dt

∥∥∥∥∥∥
+

+ ε ≤

≤ 1

s

s∫
0

∥f(t, x)∥+dt+ ε ≤ L1 + L2|x|+ ε.

Звiдси бачимо, що п. 1) умови 3 виконується. Аналогiчними мiркуваннями приходимо до
висновку щодо виконання умови Лiпшиця для f0(x) з константою K1.

Тому при виконаннi умови 4 можемо зробити висновок про iснування та єдинiсть
розв’язку задачi Кошi (4) на пiвосi.

Крiм того, завдяки лемi можна отримати висновок про iснування розв’язку для усеред-
неної задачi (4), (5).

4. Зв’язок мiж оптимальними керуваннями, оптимальними траєкторiями й оптимальними
значеннями критерiїв якостi точної та усередненої задач. В подальшому результатi обґрун-
товано збiжнiсть оптимальних керувань, оптимальних траєкторiй i оптимальних значень
критерiю якостi точної задачi (1), (2) до вiдповiдних параметрiв усередненої задачi (4), (5).

Теорема. Нехай
(
x∗ε(t), u

∗
ε(t)

)
— розв’язок задачi (1), (2). Тодi для деякого розв’язку(

y∗(t), u∗(t)
)
задачi (4), (5) маємо

1) J∗
ε → J∗

0 , ε → 0, де

J∗
ε = inf

(x,u)∈Ξ1

Jε[x, u], J∗
0 = inf

(x,u)∈Ξ2

J0[x, u],

Ξ1, Ξ2 — множини допустимих пар задач (1), (2) i (4), (5) вiдповiдно;
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2) для кожного η > 0 iснує ε0 = ε0(η) таке, що при 0 < ε < ε0 маємо

|J∗
ε − J [x∗ε, u

∗]| < η,

де x∗ε — розв’язок задачi Кошi (1);
3) iснує послiдовнiсть εn → 0, n → ∞, така, що

x∗εn → y(t) (10)

рiвномiрно на кожному вiдрiзку [0, T ] для довiльного T > 0, а

u∗εn
w−→ u∗ (11)

слабко в L2([0,∞)).
Якщо при цьому усереднена задача (4), (5) має єдиний розв’язок, то збiжностi (10), (11)
мають мiсце при всiх ε → 0.

Доведення. Згiдно з лемою розв’язки для задач (1), (2) та (4), (5) iснують.
Для довiльного ε > 0 розглянемо

Jε [x
∗
ε, u

∗
ε] ≤ Jε [x

∗
ε, 0] .

Завдяки умовi 2 маємо
∞∫
0

e−jtA(t, xε(t))dt ≥ −C

j
. (12)

При u = 0 для розв’язку xε(t) задачi Кошi (1) завдяки оцiнцi (8) отримуємо

|xε(t)| ≤ (|xε(0)|+ L1t) e
L2t+

δ
2
L2
4t, t ≥ 0,

а тому з умови 2 та (6) будемо мати

Jε[xε, 0] =

∞∫
0

e−jtA(t, xε(t))dt ≤

≤
∞∫
0

e−jtK
(
1 + (|xε(0)|+ L1t)

peL2tp+
δ
2
L2
4tp

)
dt ≤ c2. (13)

З (12) та (13), у свою чергу, маємо
∞∫
0

|u∗ε(t)|
2 dt ≤ c2 +

C

j
=: c3, (14)

де c3 не залежить нi вiд ε, нi вiд u.
Тому послiдовнiсть u∗ε слабко компактна в L2([0,+∞)).
Нехай u∗εn — слабко збiжна до u0 послiдовнiсть оптимальних керувань, де u0 —

допустиме керування для задачi (4), (5). Нехай x0(t) — розв’язок задачi Кошi (4) з u(t) =
= u0(t). Оскiльки зi слабкої збiжностi в L2([0,∞)) випливає слабка збiжнiсть у L2([0, T ])
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для довiльного T > 0, то з теореми 3 iз [9] одержуємо, що розв’язок x∗εn(t) задачi Кошi (1)
рiвномiрно на [0, T ] прямує до x0(t) при εn → 0. Завдяки довiльностi T звiдси випливає
поточкова збiжнiсть x∗εn(t) до x0(t) при кожному t ≥ 0.

Аналогiчний результат отримуємо для розв’язкiв x∗εn
(
t, u∗

)
i y∗(t) задач Кошi (1) та (4)

вiдповiдно.
Тодi, з точнiстю до пiдпослiдовностi (див. [8]),

J∗
εn ≤ J∗

0 + Jεn [x
∗
εn , u

∗]− J0[y
∗, u∗]. (15)

Але

∣∣Jεn [x∗εn , u∗]− J0[y
∗, u∗]

∣∣ ≤ ∞∫
0

e−jt
∣∣A (

t, x∗εn (t, u
∗)−A (t, y∗(t))

)∣∣ dt → 0, εn → 0, (16)

згiдно з теоремою Лебега, оцiнкою (8) й умовами росту A(t, x) по x. З iншого боку,

J∗
0 ≤ J∗

εn + J0
[
y∗, u∗εn

]
− Jεn

[
x∗εn , u

∗
εn

]
. (17)

Розглянемо допомiжнi системи

żεn ∈ f(t, zεn) + f1(zεn)u
∗
εn

i

ẋ0 = f0(x0) + f1(x0)u0.

Застосувавши до них теорему 3 з [9], отримаємо, що zn(t) рiвномiрно на [0, T ] i поточково
на пiвосi t ≥ 0 прямує до x0(t) при εn → 0. Звiдси та зi збiжностi x∗εn(t) до x0 одержимо

x∗εn(t)− zεn → 0, εn → 0,

для кожного t ≥ 0.
Тому

∣∣Jεn[x∗εn , u∗εn]− J0
[
x0, u

∗
εn

]∣∣ ≤ ∞∫
0

e−jt|A(t, x∗εn(t))−A(t, x0(t))|dt+

+

∞∫
0

e−jt|A(t, zεn(t))−A(t, x0(t))|dt → 0, εn → 0, (18)

згiдно з теоремою Лебега, оцiнками (8), (14) й умовами росту A(t, x) по x. Iз (15), (17),
(18) випливає, що

J∗
εn → J∗

0 , εn → 0.

Аналогiчно до мiркувань iз [8] приходимо до висновку, що

J∗
ε → J∗

0 , ε → 0. (19)

Звiдси маємо твердження 1) теореми.
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Покажемо, що u0 — оптимальне керування усередненої задачi. Дiйсно,

J∗
εn =

∞∫
0

e−jtA
(
t, x∗εn(t)

)
dt+

∞∫
0

∣∣u∗εn(t)∣∣2 dt. (20)

Враховуючи тепер умову напiвнеперервностi знизу норми в L2([0,+∞)), (19), теорему
Лебега i переходячи до границi в (20) при εn → 0, маємо

J∗
0 =

∞∫
0

e−jtA(t, x0(t))dt+ lim
εn→0

∞∫
0

∣∣u∗εn(t)∣∣2 dt ≥
≥

∞∫
0

e−jtA(t, x0(t))dt+

∞∫
0

|u0(t)|2dt.

Звiдси випливає оптимальнiсть пари (x0, u0), що й доводить твердження 3) теореми.
Для доведення твердження 2) вiдзначимо, що∣∣J∗

ε − Jε
[
x∗εn , u0

]∣∣ ≤ |J∗
ε − J∗

0 |+
∣∣J0[x0, u0]− Jε

[
x∗εn , u0

]∣∣ .
Розглянемо допомiжнi системи

ẋε ∈ f

(
t

ε
, xε

)
+ f1(xε)u0(t) (21)

i

ẏ0 = f0(y) + f1(y)u0(t). (22)

Застосуємо теорему 3 з [9] до систем (21), (22), аналогiчно до (16) отримаємо

J0[x0, u0]− Jε
[
x∗εn , u0

]
→ 0, ε → 0.

Звiдси та з твердження 1) теореми одержимо твердження 2).
Якщо усереднена задача (4), (5) має єдиний розв’язок, то з наведених вище мiркувань

випливає, що з довiльної послiдовностi
(
x∗εn , u

∗
εn

)
видiляється збiжна пiдпослiдовнiсть i всi

такi пiдпослiдовностi збiгаються до однiєї й тiєї ж межi. Звiдси маємо останнє твердження
теореми.
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