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We obtain the coefficient necessary and sufficient conditions for the existence of solutions of weakly
nonlinear boundary-value problems for systems of ordinary differential equations with pulse action at
fixed times and develop an iterative algorithm for construction of these solutions.

Отримано коефiцiєнтнi необхiднi й достатнi умови iснування та iтерацiйний алгоритм побудови
розв’язкiв слабконелiнiйних крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь iз
iмпульсною дiєю у фiксованi моменти часу.

1. Лiнiйнi крайовi задачi. Знайдемо критерiй iснування та структуру загального розв’язку
лiнiйних неоднорiдних крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь iз
iмпульсною дiєю у фiксованi моменти часу

ż = A(t)z + ϕ(t), t 6= τi, ∆z|t=τi = Siz(τi − 0) + ai, (1)

lz = α, τi, t ∈ [a, b]. (2)

Прийнято такi припущення та позначення [1, 2]: A(t), ϕ(t) — (n×n)-вимiрнi матричнi
та (n× 1)-вимiрнi векторнi функцiї, компоненти яких належать просторовi C([a, b]\{τi}I)
неперервних чи кусково-неперервних на [a, b]\{τi} функцiй, що мають розриви першого
роду за t при t = τi ; Si — (n × n)-вимiрнi сталi матрицi такi, що (E + Si) невиродженi;
ai — n-вимiрний вектор-стовпець констант

ai ∈ Rn, −∞ < a < τ1 < . . . < τi < . . . < τp < b < +∞, i = 1, . . . , p,

l = col (l1, . . . , lm) — лiнiйний обмежений m-вимiрний векторний функцiонал;

α = col (α1, . . . , αm) ∈ Rm.

Позначимо через X(t) нормальну X(a) = E фундаментальну матрицю вiдповiдної (1)
однорiдної ϕ(t) = 0, ai = 0 системи з iмпульсною дiєю, а як матрицю Кошi K(t, τ) задачi
Кошi для цiєї системи вiзьмемо [1] таку:

K(t, τ) =

X(t)X−1(τ) при 0 ≤ τ ≤ t ≤ T,

0 при 0 ≤ t < τ ≤ T.

Нехай Q = lX(•) — (m × n)-вимiрна матриця, отримана пiдстановкою до крайових
умов матрицi X(t), а Q+ — єдина псевдообернена до неї (n × m)-вимiрна матриця [2].
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Позначимо через PQ (n×n)-вимiрну матрицю (ортопроєктор P 2
Q = PQ = P ∗Q ), що проєктує

Rn на нуль-простiр N(Q) матрицi Q : PQ : Rn → N(Q); аналогiчно PQ∗ — (m×n)-вимiрна
матриця: Rm → N(Q∗). Далi позначимо через PQr (n × r)-вимiрну матрицю, стовпцi
якої — r -лiнiйно незалежнi стовпцi матрицi PQ(r = n− n1, n1 = rankQ); PQ∗

d
— (d×m)-

вимiрна матриця, рядки якої — d-лiнiйно незалежнi рядки матрицi PQ∗(d = m − n1),
Xr(t) = X(t)PQr .

Справедливе таке твердження.
Теорема 1. Нехай лiнiйна неоднорiдна крайова задача (1), (2) з iмпульсною дiєю задо-

вольняє вказанi вище умови й rankQ = n1 ≤ min(n,m). Тодi вiдповiдна (1), (2) однорiдна
ϕ(t) = 0, ai = 0, α = 0 крайова задача має r = n−n1 i лише r лiнiйно незалежних розв’язкiв.
Неоднорiдна крайова задача (1), (2) розв’язна для тих i тiльки тих ϕ(t) ∈ C([a, b]\{τi}I),
ai ∈ Rn, α ∈ Rm, якi задовольняють умову

PQ∗
d

α− l
b∫
a

K(•, τ)ϕ(τ)dτ − l
P∑
i=1

K(•, τi + 0)ai

 = 0, (3)

i при цьомумає r -параметричну сiм’ю розв’язкiв z0(t, cr) на просторi C1([a, b]\{τi}I) кусково-
неперервно-диференцiйовних вектор-функцiй, що мають розриви першого роду за t при t = τi :

z0(t, cr) = Xr(t)cr +

(
G

[
ϕ

ai

]
(t) +X(t)Q+α

)
, (4)

де
(
G

[
∗
∗

])
(t) — узагальнений оператор Грiна крайової задачi (1), (2), що має вигляд

(
G

[
ϕ

ai

])
(t)

def
=

 b∫
a

K(t, τ) ∗ dτ −X(t)Q+l

b∫
a

K(•, τ) ∗ dτ,

p∑
t=1

K(t, τi + 0) ∗ −X(t)Q+l

p∑
i=1

K(•, τi + 0)∗

][
ϕ(τ)

ai

])
(t).

Доведення теореми проводиться аналогiчно до [3], а у випадку перiодичної крайової
задачi (1), (2) m = n, lz = z(0) − z(T ), α = 0, τi+p = τi + T з теореми 1 випливає
встановлений у [4] факт.

2. Слабконелiнiйнi крайовi задачi. Розглянемо крайову задачу

ż = A(t)z + ϕ(t) + εZ(z, t, ε), t 6= τi ∈ [a, b],

∆z|t=τi = Siz(τi − 0) + ai + εJi(z(τi − 0, ε), ε), (5)

lz = α+ εJ(z(•, ε), ε), i = 1, . . . , k.

Знайдемо умови iснування й алгоритм побудови розв’язку

z(t, ε) : z(•, ε) ∈ C1([a, b]\{τi}I), z(t, •) ∈ C[0, ε0],
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задачi (5), який перетворюється при ε = 0 на породжуючий розв’язок z0(t, c) (4) породжую-
чої крайової задачi (1), (2),що отримується з (5) при ε = 0. Прицьомуприродноприпустити,
що виконуються умови теореми 1. Крiм того, нелiнiйна n-вимiрна вектор-функцiя Z(z, t, ε)
така, що

Z(•, t, ε) ∈ C1[‖z − z0‖ < q], Z(z, •, ε) ∈ C([a, b]\{τi}I), Z(z, t, •) ∈ C[0, ε0],

Ji(z(τi − 0, ε), ε), J(z(•, ε), ε) — нелiнiйнi n- i m-вимiрнi векторнi функцiонали, за пер-
шим аргументом z неперервно-диференцiйовнi (за Фреше), а як вектор-функцiї другого
аргументу — неперервнi за ε ∈ [0, ε0].

Необхiдну умову iснування шуканого розв’язку крайової задачi (5) встановлює така
теорема.

Теорема 2. Нехай слабконелiнiйна крайова задача (5) iз iмпульсною дiєю у фiксованi мо-
менти часу має розв’язок z(t, ε) : z(•, ε) ∈ C1([a, b]\{τi}I), z(t, •) ∈ [0, ε0], який перетворю-
ється при ε = 0 на один iз розв’язкiв z0 = z0(t, cr) породжуючої для (5) крайової задачi (1),
(2) з константою cr = c∗r ∈ Rr, r = n − rankQ = n − n1. Тодi векторна константа c∗r
задовольняє рiвняння F

(
c∗r
)

= 0, де рiвняння

F (cr) = PQ∗
d

J(z0(•, cr), 0)− l
b∫
a

K(•, τ)Z(z0(τ, cr), τ, 0)dτ−

−l
p∑
i=1

K(t, τi + 0)Ji(z0(τi − 0, cr), 0)

}
= 0 (6)

називатимемо рiвнянням для породжуючих констант крайової задачi (5) iз iмпульсною дiєю.
Доведення проводиться методом вiд супротивного з використанням теореми 1 i анало-

гiчно до доведення вiдповiдних теорем для перiодичних крайових задач iз iмпульсною дiєю
[4] i для крайових задач [2, 5, 6]. Рiвняння (6) при цьому переходить у ранiше одержанi
рiвняння для породжуючих констант вiдповiдних крайових задач.

Знайдемодостатнi умови iснуванняшуканого розв’язку крайової задачi (5). Здiйснюючи
у (5) замiну змiнних

z(t, ε) = z0 (t, c∗r) + x(t, ε),

приходимо до задачi вiдшукання розв’язку x(t, ε) : x(•, ε) ∈ C1([a, b]\{τi}I),

x(t, •) ∈ C[0, ε0], x(t, 0) = 0

крайової задачi

ẋ = A(t)x+ εZ (z0 (t, c∗r) + x(t, ε), t, ε) , t 6= τi,

∆x|t=τi = Six(τi − 0) + εJi (z0 (τi − 0, c∗r) + x(τi − 0, ε), ε) , (7)

lx = εJ (z0 (•, c∗r) + x(•, ε)ε) .

Враховуючи умови на нелiнiйностi, маємо такi розклади в околi x = 0, ε = 0 :

Z(z0 + x, t, ε) = Z(z0, t, 0) +A1(t)x+R(x, t, ε),
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A1(t) =
∂Z(z, t, 0)

∂z

∣∣∣∣
z=z0(t,c∗r)

, R(0, t, 0) = 0,
∂R(0, t, 0)

∂x
= 0,

Ji (z0 (τi − 0, c∗r) + x (τi − 0, ε) , ε) = Ji (z0(τi − 0, c∗r), 0) +A1ix(τi − 0, ε+Ri (x(τi − 0, ε), ε),

A1i =
∂Ji(z, 0)

∂z

∣∣∣∣
z=z0(τi−0,c∗r)

, Ri(0, 0) = 0,
∂Ri(0, 0)

∂x
= 0,

J (z0 (•, c∗r) + x(•, ε), ε) = J (z0 (•, c∗r) , 0) + l1x(•, ε) +R0(x(•, ε), ε),

l1x(•, ε) — лiнiйна частина векторного функцiонала

J (z0 (•, c∗r) + x(•, ε), ε) , R0(0, 0) = 0,
∂R0(0, 0)

∂x
= 0.

З урахуванням розкладу нелiнiйностей для знаходження розв’язку крайової задачi (5) за
аналогiєю з [2 – 4] приходимо до такої еквiвалентної операторної системи:

x(t, ε) = Xr(t)c+ x(1)(t, ε),

B0c = −PQ∗
d

l1x(1)(•, ε) +R0(x(•, ε), ε)− l
b∫
a

K(•, τ)
[
A1(τ)x(1)(τ, ε) +R(x(τ, ε), τ, ε)

]
dτ−

−l
p∑
i=1

K(•, τi + 0)
[
A1ix

(1)(τi − 0, ε) +Ri(x(τi − 0, ε), ε)
]}

,

x(1)(t, ε) = εX(t)Q+
[
J (z0 (•, c∗r) , 0) + l1

(
Xr(•)c+ x(1)(•, ε)

)
+R0(x(•, ε), ε)

]
+

+

G

Z (z0(τ, c

∗
r), τ, 0) +A1(τ)

(
Xr(τ)c+ x(1)(τ, ε)

)
+R(x, τ, ε)

Ji (z0(τi − 0, c∗r), 0) +A1i

(
Xr(τi − 0)c+ x(1)(τi − 0, ε)

)
+

+Ri(x(τi − 0), ε)


(t),

де

B0 = PQ∗
d

l1Xr(•)− l
b∫
a

K(•, τ)A1(τ)Xr(τ)dτ − l
p∑
i=1

K(•, τi + 0)A1iX(τi − 0)


— (d× r)-вимiрна матриця r = n− n1, d = m− n1, n1 = rankQ.

Позначимо через PB0 (r × r)-вимiрну матрицю (ортопроєктор), що проєктує Rr на
N(B0), а через PB∗

0
— (d × d)-вимiрну матрицю, що проєктує Rd на N(B∗0). Тодi для

розв’язування отриманої операторної системи застосуємо метод простих iтерацiй [5, 6].
Таким чином, справедлива така теорема.
Теорема 3. Нехай крайова задача (7) задовольняє наведенi вище умови так, що rankQ =

= n1, i вiдповiдна породжуюча крайова задача (1), (2) за умови (3) d = m − n1 i тiльки за
цiєї умови має r -параметричну сiм’ю r = n − n1 породжуючих розв’язкiв z0(t, cr) (4). Тодi
для кожного значення вектора cr = c∗r ∈ Rr, що задовольняє рiвняння (6) для породжуючих
констант, за умови

PB0 = 0, PB∗
0
PQ∗

d
= 0
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крайова задача (7) має єдиний розв’язок x(t, ε) : x(t, •) ∈ C[0, ε0], який перетворюється на
нуль при ε = 0. Цей розв’язок можна визначити за допомогою iтерацiйного процесу, що
збiгається на [0, ε∗]:

ck = −B+
0 PQ∗

d

{
l1x

(1)
k (•, ε) +R0(xk(•, ε), ε)−

− l
b∫
a

K(•, τ)
[
A1(τ)x

(1)
k (τ, ε) +R(xk(τ, ε), τ, ε)

]
dτ−

− l
p∑

k=1

K(•, τi + 0)
[
A1ix

(1)
k (τi − 0, ε) +Ri(xk(τi − 0, ε), ε)

]}
,

x
(1)
k+1(t, ε) = εX(t)Q+

[
J (z0 (•, c∗r) , 0) + l1

(
Xr(•)ck + x

(1)
k (•, ε)

)
+R0(xk(•, ε), ε)

]
+

+ ε

G

Z (z0(τ, c

∗
r), τ, 0) +A1(τ)

(
Xr(τ)ck + x

(1)
k (τ, ε)

)
+R(xk, τ, ε)

Ji (z0(τi − 0, c∗r), 0) +A1i

(
Xr(τi − 0)ck + x

(1)
k (τi − 0, ε)

)
+

+Ri(xk(τi − 0), ε)


(t), (8)

xk+1(t, ε) = Xr(t)ck + x
(1)
k+1(t, ε), x

(1)
0 = x0 = 0, k = 0, 1, 2, . . . .

Крайова задача (5) має при цьому єдиний розв’язок z(t, •) ∈ C[0, ε∗], який при ε = 0 перетво-
рюється на породжуючий z0 (t, c∗r) (5) i визначається за допомогою iтерацiйного процесу (8)
та формули zk(t, ε) = z0 (t, c∗r) + xk(t, ε), k = 0, 1, 2, . . . .

Автори висловлюють подяку проф. О. А. Бойчуку за увагу до роботи.
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