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For a fourth-order equation with lowest terms, a boundary-value problem in a rectangular domain is
considered. The uniqueness of solution of the stated problem is proved by the method of integrals of
energy. The solution is expressed in terms of the constructed Green’s function. Substantiating the uniform
convergence, we establish that a “small denominator” differs from zero.

Для рiвняння четвертого порядку з молодшими членами розглянуто одну крайову задачу в
прямокутнiй областi. Єдинiсть розв’язку поставленої задачi доведено методом iнтегралiв енер-
гiї. Розв’язок одержано за допомогою побудованої функцiї Грiна. При обґрунтуваннi рiвномiрної
збiжностi встановлено вiдмiннiсть вiд нуля “малого знаменника”.

Вступ. Вивчення багатьох задач з газової динамiки, теорiї пружностi, теорiї пластин i
оболонок зводиться до розгляду задач у диференцiальних рiвняннях iз частинними по-
хiдними високих порядкiв. Для фiзичних додаткiв викликають велику зацiкавленiсть i
диференцiальнi рiвняння четвертого порядку [1 – 4]. Монографiю [5] присвячено класифi-
кацiї диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними четвертого порядку i розв’язанню
крайових задач для таких рiвнянь. У [6 – 11] вивчено ряд коректних крайових задач для
рiвнянь третього порядку з кратними характеристиками. У [12] розглянуто задачу для
неоднорiдного рiвняння четвертого порядку з одним молодшим членом. У [13] розв’язано
задачу з початковими i граничними умовами для рiвняння коливання балки, в якiй бал-
ку затиснуто на кiнцях у масивнi лещата. У [14] вивчено крайову задачу для рiвняння
високого порядку з кратними характеристиками методом побудови функцiї Грiна. У [15]
за допомогою методу Фур’є дослiджено задачу для рiвняння четвертого порядку, що має
сингулярний коефiцiєнт.

Постановка задачi. Розглянемо загальне рiвняння четвертого порядку вигляду

Uxxxx − Uyy +A1Uxxx +A2Uxx +A3Ux +A4Uy +A5U = 0,

де Ai ∈ R, i = 1, 5. Замiною U = ue−
A1
4
x+

A4
2
y це рiвняння можна звести до рiвняння

uxxxx + a1uxx + a2ux + a3u− uyy = 0, (1)
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де

a1 = A2 −
3A2

1

8
, a2 = A3 +

A3
1

8
− A1A2

2
, a3 =

A2
1A2

16
− 3A4

1

256
− A1A3

4
+
A2

4

4
+A5.

Дляцього рiвняння в областi Ω = {(x, y) : 0 < x < p, 0 < y < q} розглянемо таку задачу.
Задача A1 . Знайти функцiю з класу u(x, y) ∈ C4,2

x,y(Ω) ∩ C3,1
x,y(Ω̄), яка задовольняє в

областi Ω рiвняння (1) i такi крайовi умови:

u(x, 0) = 0, u(x, q) = 0, 0 ≤ x ≤ p, (2)

u(0, y) = ψ1(y), u(p, y) = ψ2(y),

uxx(0, y) = ψ3(y), uxx(p, y) = ψ4(y), 0 ≤ y ≤ q, (3)

де ψi(y) ∈ C3[0, q], i = 1, 4, — заданi функцiї, причому

ψi(0) = ψi(q) = ψ′′i (0) = ψ′′i (q) = 0, i = 1, 4. (4)

Зазначимо, що рiвняння (1) розглянуто в роботi [12] у випадку a1 = a2 = 0, a3 =
= −c(x, t), а в роботах [13 – 15] — у випадку a1 = a2 = a3 = 0. В роботах [12 – 15]
розглянуто випадок ψi(x) = 0 з початковим умовою, вiдмiнною вiд нуля.

Основнi результати.
Теорема єдиностi. Якщо задача A1 має розв’язок, то при виконаннi умов a1 ≤ 0, a3 ≥ 0

вiн єдиний.
Теорема iснування. Якщо функцiї ψi(y) належать C3[0, q], i = 1, 4, i виконуються умови

узгодження ψi(0) = ψi(q) = ψ′′i (0) = ψ′′i (q) = 0, i = 1, 4, i a3 ≥ 4p4K4(2|a1|+ |a2|)4−
π2

q2
, то

розв’язок задачi A1 iснує (K — вiдома стала).
Доведення отриманих результатiв. Доведення теореми єдиностi. Припустимо оберне-

не: нехай задача A1 має два розв’язки u1(x, y) i u2(x, y). Тодi функцiя u(x, y) = u1(x, y)−
− u2(x, y) задовольняє рiвняння (1) i однорiднi крайовi умови. Доведемо, що u(x, y) ≡ 0 в
Ω̄. В областi Ω справедлива тотожнiсть

uL[u] ≡ 0

або

∂

∂x

(
uuxxx − uxuxx + a1uux +

1

2
a2u

2

)
+ u2xx − a1u2x + a3u

2 − ∂

∂y
(uuy) + u2y = 0. (5)

Iнтегруючи тотожнiсть (5) за областю Ω i враховуючи однорiднi крайовi умови, отри-
муємо

p∫
0

q∫
0

u2xx(x, y)dxdy − a1

p∫
0

q∫
0

u2x(x, y)dxdy + a3

p∫
0

q∫
0

u2(x, y)dxdy +

p∫
0

q∫
0

u2y(x, y)dxdy = 0,

звiдси u(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ Ω̄.
Теорему єдиностi доведено.
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Доведення теореми iснування. Розв’язок задачi A1 шукаємо у виглядi

u(x, y) = X(x)Y (y). (6)

Пiдставляючи (6) в (1), роздiляючи змiннi вiдносно X(x), Y (y) i враховуючи граничнi
умови (2), (3), отримуємо такi задачi:Y

′′(y) + λY (y) = 0,

Y (0) = Y (q) = 0,
(7)

X
IV (x) + a1X

′′(x) + a2X
′(x) + (a3 + λ)X(x) = 0,

X(0) = ψ1n, X(p) = ψ2n, X ′′(0) = ψ3n, X ′′(p) = ψ4n,
(8)

де λ — параметр роздiлення, ψin =
2

q

∫ q

0
ψin(η) sin

πn

q
η dη, i = 1, 4.

Вiдомо [16], що нетривiальний розв’язок задачi (7) iснує тiльки при λ = λn =

(
πn

q

)2

,

n = 1, 2, 3, . . . . Цi числа є власними значеннями задачi (7), а вiдповiднi їм власнi функцiї
мають вигляд

Yn(y) = sin
πn

q
y, n = 1, 2, 3, . . . . (9)

Пiсля роздiлення змiнних ми отримали задачуX
IV (x) + a1X

′′(x) + a2X
′(x) + a3nX(x) = 0,

X(0) = ψ1n, X(p) = ψ2n, X ′′(0) = ψ3n, X ′′(p) = ψ4n,
(10)

де a3n = a3 + λn.

Введемо позначення

V (x) = X(x)− ρ(x), (11)

де

ρn(x) = ψ1n +

(
ψ2n − ψ1n

p
− 2ψ3n + ψ4n

6
p

)
x+

ψ3n

2
x2 +

ψ4n − ψ3n

6p
x3. (12)

Пiдставляючи (10), (11) у (8), одержуємо задачуV
IV + a3nV = a3nf(x)− a1V ′′ − a2V ′,

V (0) = V (p) = V ′′(0) = V ′′(p) = 0,
(13)

де

fn(x) = − a1
a3n

ψ3n −
a1
a3n

ψ4n − ψ3n

p
x− a2

a3n

ψ2n − ψ1n

p
+
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+
a2
a3n

2ψ3n + ψ4n

6
p− a2

a3n
ψ3nx−

a2
a3n

ψ4n − ψ3n

2p
x2 − ψ1n−

−
(
ψ2n − ψ1n

p
− 2ψ3n + ψ4n

6
p

)
x− ψ3n

2
x2 − ψ4n − ψ3n

6p
x3.

Згiдно з теоремою Гiльберта розв’язок шукаємо таким чином:

Vn(x) = a3n

p∫
0

Gn(x, ξ)fn(ξ)dξ −
p∫

0

Gn(x, ξ)
(
a1V

′′
n (ξ) + a2V

′
n(ξ)

)
dξ,

тут Gn(x, ξ) — функцiя Грiна для задачi (12):

Gn(x, ξ) =
1

2µ3n∆



[cos(µnp) sh(µnp) (cos (µn(ξ − p)) sh (µn(ξ − p))−

− sin (µn(ξ − p)) ch (µn(ξ − p))) +

+ sin (µnp) ch (µnp) (cos (µn(ξ − p)) sh (µn(ξ − p)) +

+ sin (µn(ξ − p)) ch (µn(ξ − p)))] cos (µnx) sh (µnx) +

+ [sin (µnp) ch (µnp) (cos (µn(ξ − p)) sh (µn(ξ − p))−

− sin (µn(ξ − p)) ch (µn(ξ − p)))−

− cos (µnp) sh (µnp) (cos (µn(ξ − p)) sh (µn(ξ − p)) +

+ sin (µn(ξ − p)) ch (µn(ξ − p)))] sin (µnx) ch (µnx) , 0 ≤ x < ξ,

[cos (µnp) sh (µnp) (cos (µnξ) sh (µnξ)− sin (µnξ) ch (µnξ)) +

+ sin (µnp) ch (µnp) (cos (µnξ) sh (µnξ) +

+ sin (µnξ) ch (µnξ))] cos (µn (x− p)) sh (µn (x− p)) +

+ [sin (µnp) ch (µnp) (cos (µnξ) sh (µnξ)− sin (µnξ) ch (µnξ))−
− cos (µnp) sh (µnp) (cos (µnξ) sh (µnξ) +

+ sin (µnξ) ch (µnξ))] sin (µn (x− p)) ch (µn (x− p)) , ξ < x ≤ p,

де ∆ = cos(2µnp)− ch(2µnp). Функцiя Gn(x, ξ) має такi властивостi:

∂4Gin(x, ξ)

∂x4
+ a3nGin(x, ξ) = 0, i = 1, 2,

G1n(0, ξ) = G2n(p, ξ) = G1nxx(0, ξ) = G2nxx(p, ξ) = 0,

G2n(ξ, ξ)−G1n(ξ, ξ) = 0, G2nx(ξ, ξ)−G1nx(ξ, ξ) = 0,

G2nxx(ξ, ξ)−G1nxx(ξ, ξ) = 0, G2nxxx(ξ, ξ)−G1nxxx(ξ, ξ) = 1. (14)

Запишемо визначник ∆ у виглядi

∆ = −e2µnp
(

1 + e−4µnp

2
− cos (2µnp) e

−2µnp
)
.
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Якщо введемо позначення ∆̄ =
1 + e−4µnp

2
− cos (2µnp) e

−2µnp, то отримаємо

∆ = −e2µnp∆̄.

Припустимо, що ∆̄ = 0. Тодi маємо

2 cos (2µnp) = e2µnp + e−2µnp.

Проте, оскiльки
e2µnp + e−2µnp > 2, µnp > 0,

i
2 cos (2µnp) ≤ 2,

одержуємо суперечнiсть. Отже,
∆̄ > 0.

Враховуючи, що ∆ = −e2µnp∆̄, маємо ∆ 6= 0.
Щоб знайти мiнiмальне значення ∆̄, пiдставимо найбiльше значення cos(2µnp), яке

дорiвнює 1. Тодi отримаємо нерiвнiсть

∆̄ ≥ 1

2

(
1− e−2µnp

)2
.

Права частина цiєї нерiвностi зростає при n→∞. Отже, ∆̄ набуває мiнiмальних значень
при n = 1 :

min
∣∣∆̄∣∣ = δ =

1

2

(
1− e

−
√
2 4

√
a3+

(
π
q

)2
p

)2

> 0. (15)

Iнтегруючи частинами другий iнтеграл в (13), маємо

Vn(x) = a3n

p∫
0

Gn(x, ξ)fn(ξ)dξ +

p∫
0

(a2Gnξ(x, ξ)− a1Gnξξ(x, ξ))Vn(ξ)dξ. (16)

Для зручностi введемо позначення

V0n(x) = a3n

p∫
0

Gn(x, ξ)fn(ξ)dξ i Ḡn(x, ξ) = a2Gnξ(x, ξ)− a1Gnξξ(x, ξ).

Тодi (15) набуває вигляду

V0n(x) = Vn(x)−
p∫

0

Ḡn(x, ξ)Vn(ξ)dξ (17)

i є iнтегральним рiвнянням Фредгольма другого роду. Легко показати, що iнтегральне
рiвняння (17) має розв’язок.
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Оцiнимо Gn(x, ξ) :

|Gn(x, ξ)| ≤ eµn(ξ+x)

2µ3ne
2µnp

∣∣∆̄∣∣ .
Вираз eµn(ξ+x) набуває максимального значення при x = ξ = p. Тодi оцiнка функцiї Грiна
має вигляд

|Gn(x, ξ)| ≤ K

µ3n
,

тут K =
1

2
∣∣∆̄∣∣ . Враховуючи (14), одержуємо K ≤ 1

2δ
.

Знайдемо першу i другу похiднi Gn(x, ξ) по ξ. Пiсля деяких обчислень одержимо

|Gnξ(x, ξ)| ≤
K

µ2n
, |Gnξξ(x, ξ)| ≤

2K

µn
.

Тодi маємо оцiнку для Ḡn(x, ξ) = a2Gnξ(x, ξ)− a1Gnξξ(x, ξ) у виглядi

∣∣Ḡn∣∣ ≤ |a1| |Gnξξ|+ |a2| |Gnξ| ≤ (2|a1|
µn

+
|a2|
µ2n

)
K.

Тепер знайдемо розв’язок рiвняння (16) за допомогою резольвенти

Vn(x) = V0n(x) +

p∫
0

Rn(x, ξ)V0n(ξ)dξ, (18)

де

Rn(x, ξ) =
∞∑
m=1

Ḡmn(x, ξ), Ḡmn(x, ξ) =

p∫
0

Ḡ1n(x, s)Ḡ(m−1)n(s, ξ)ds, m = 2, 3, . . . .

Оцiнимо розв’язок (17). Iз

Rn(x, ξ) = Ḡ1n(x, ξ) + Ḡ2n(x, ξ) + . . .+ Ḡmn(x, ξ) + . . .

отримуємо оцiнку

|Rn(x, ξ)| ≤
∣∣Ḡ1n(x, ξ)

∣∣+
∣∣Ḡ2n(x, ξ)

∣∣+ . . .+
∣∣Ḡmn(x, ξ)

∣∣+ . . . .

Для правої частини цiєї нерiвностi складемо мажоруючий ряд. Враховуючи

J = max
x∈[0,p]
n∈N

∣∣Ḡn(x, ξ)
∣∣ =

(
2|a1|
µ1

+
|a2|
µ21

)
K,

маємо ∣∣Ḡ1n(x, ξ)
∣∣ ≤ ∣∣Ḡn(x, ξ)

∣∣ ≤ (2|a1|
µn

+
|a2|
µ2n

)
K ≤ J,
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∣∣Ḡ2n(x, ξ)
∣∣ ≤ p∫

0

∣∣Ḡ1n(x, s)
∣∣ ∣∣Ḡ1n(s, ξ)

∣∣ ds ≤ J2p,

∣∣Ḡ3n(x, ξ)
∣∣ ≤ p∫

0

∣∣Ḡ1n(x, s)
∣∣ ∣∣Ḡ2n(s, ξ)

∣∣ ds ≤ J3p2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣Ḡmn(x, ξ)
∣∣ ≤ p∫

0

∣∣Ḡ1n(x, s)
∣∣ ∣∣Ḡ(m−1)n(s, ξ)

∣∣ ds ≤ Jmpm−1, i = 2, 3, . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Тодi мажоруючий ряд набуває вигляду

1

p

∞∑
m=1

(Jp)m.

Якщо справедлива нерiвнiсть Jp < 1, то цей ряд є нескiнченно спадною геометричною
прогресiєю.

Оскiльки

J = max
x∈[0,p]
n∈N

∣∣Ḡn(x, ξ)
∣∣ =

(
2|a1|
µ1

+
|a2|
µ21

)
K, µ1 =

1√
2

4

√
a3 +

(
π

q

)2

,

то для того щоб була справедливою нерiвнiсть Jp < 1, має виконуватися спiввiдношення(
2|a1|
µ1

+
|a2|
µ21

)
K <

1

p
.

Пiсля деяких перетворень маємо умову на коефiцiєнти рiвняння (1):

a3 > 4

(
2|a1|Kp+

|a2|
2|a1|

)4
−
(
π

q

)2
.

У цьому випадку для резольвенти знаходимо оцiнку∣∣Rn(x, ξ)
∣∣ ≤ J

1− Jp
.

Враховуючи умови (4), iнтегруємо частинами ψin три рази:

ψin = − q3

π3n3
2

q

q∫
0

ψi
′′′(η) cos

πn

q
ηdη = −

( q
π

)3ψ′′′in
n3

, i = 1, 4.

Звiдси отримуємо такi оцiнки:

|ψin| ≤
( q
π

)3 |ψ′′′in|
n3

, i = 1, 4. (19)
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Тодi, iнтегруючи V0n(x), пiсля деяких обчислень одержуємо оцiнку

|V0n(x)| ≤ a3n
µ4nn

3
H0, (20)

де

H0 = |B01n(x)|
∣∣ψ′′′1n∣∣+ |B02n(x)|

∣∣ψ′′′2n∣∣+ |B03n(x)|
∣∣ψ′′′3n∣∣+ |B04n(x)|

∣∣ψ′′′4n∣∣ <∞,
|B0in(x)| <∞, i = 1, 4.

Згiдно з (18), (19) маємо

|Vn(x)| ≤ |V0n(x)|+
p∫

0

|Rn(x, ξ)| |V0n(ξ)| dξ ≤ a3n
µ4nn

3

H0

1− Jp
.

Завдяки (6) i (9) розв’язок задачi A1 має вигляд

u(x, y) =

∞∑
n=1

(Vn(x) + ρn(x)) sin
πn

q
y. (21)

Перевiримо цей розв’язок на збiжнiсть:

|u(x, y)| ≤
∞∑
n=1

(|Vn(x)|+ |ρn(x)|) ≤
∞∑
n=1

(
a3n
µ4nn

3

H0

1− Jp
+
T0
n3

)
<∞;

тут
µn = O

(
n

1
2
)
, a3n = O

(
n2
)
,

a3n
µ4nn

3
= O

(
n− 3

)
, |ρn(x)| ≤ T0

n3

i

T0 =
( q
π

)3(∣∣∣∣p− xp
∣∣∣∣ ∣∣ψ′′′1n∣∣+

∣∣∣∣xp
∣∣∣∣ ∣∣ψ′′′2n∣∣+

∣∣∣∣x22 − x3

6p
− 2px

6

∣∣∣∣ ∣∣ψ′′′3n∣∣+

∣∣∣∣x36p
− px

6

∣∣∣∣ ∣∣ψ′′′4n∣∣) .
Покажемо можливiсть диференцiювання (21) за змiнною x. Маємо

V ′n(x) = V0n
′(x) +

p∫
0

Rnx(x, ξ)V0n(ξ)dξ.

Пiсля деяких обчислень знаходимо оцiнки∣∣V ′0n(x)
∣∣ ≤ a3n

µ3nn
3
H1, (22)

|Rnx(x, ξ)| ≤ 2Jµn
1− Jp

, (23)

де

H1 = |B11n(x)|
∣∣ψ′′′1n∣∣+ |B12n(x)|

∣∣ψ′′′2n∣∣+ |B13n(x)|
∣∣ψ′′′3n∣∣+ |B14n(x)|

∣∣ψ′′′4n∣∣ <∞,
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|B1in(x)| <∞, i = 1, 4.

Завдяки (20), (22) i (23) отримуємо оцiнку

∣∣V ′n(x)
∣∣ ≤ ∣∣V0n′(x)

∣∣+

p∫
0

|Rnx(x, ξ)| |V0n(ξ)| dξ ≤

≤ a3n
µ3nn

3

H1 + (2H0 −H1) Jp

1− Jp
.

Тодi, враховуючи ∣∣ρn′(x)
∣∣ ≤ T1

n3
,

де

T1 =

(
π

q

)3(1

p

∣∣ψ′′′1n∣∣+
1

p

∣∣ψ′′′2n∣∣+

∣∣∣∣x− x2

2p
− 2p

6

∣∣∣∣ ∣∣ψ′′′3n∣∣+

∣∣∣∣x22p
− p

6

∣∣∣∣ ∣∣ψ′′′4n∣∣) ,
маємо оцiнку

|ux(x, y)| ≤
∞∑
n=1

(∣∣V ′n(x)
∣∣+
∣∣ρn′(x)

∣∣) ≤
≤
∞∑
n=1

(
a3n
µ3nn

3

H1 + (2H0 −H1) Jp

1− Jp
+
T1
n3

)
<∞,

де a3n
µ3nn

3
= O

(
n−

5
2

)
.

Покажемо рiвномiрну збiжнiсть uxx(x, y). Пiсля деяких обчислень знаходимо оцiнку∣∣V0n′′(x)
∣∣ ≤ a3n

µ2nn
3
H2, (24)

де

H2 = |B21n(x)|
∣∣ψ′′′1n∣∣+ |B22n(x)|

∣∣ψ′′′2n∣∣+ |B23n(x)|
∣∣ψ′′′3n∣∣+ |B24n(x)|

∣∣ψ′′′4n∣∣ ,
|B2in(x)| <∞, i = 1, 4.

Функцiя Грiна має розрив за змiшаними частинними похiдними третього порядку. Тому
спочатку обчислимо Ḡmnxx(x, ξ), m = 2, 3, . . . . Для цього, враховуючи

G2nξξx(x, x)−G1nξξx(x, x) = 1,

обчислюємо

Ḡ2nxx(x, ξ) =
∂

∂x

 x∫
0

(a2G2nξx(x, ξ)− a1G2nξξx(x, ξ)) Ḡ1(s, ξ)ds+

+

p∫
x

(a2G1nξx(x, ξ)− a1G1nξξx(x, ξ)) Ḡ1(s, ξ)ds

 =
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=
(
a2 (G2nξx(x, x)−G1nξx(x, ξ))−

− a1 (G2nξξx(x, x)− a1G1nξξx(x, ξ))
)
Ḡ1n(x, ξ) +

+

x∫
0

(a2G2nξxx(x, ξ)− a1G2nξξxx(x, ξ)) Ḡ1n(s, ξ)ds+

+

p∫
x

(a2G1nξxx(x, ξ)− a1G1nξξxx(x, ξ)) Ḡ1n(s, ξ)ds =

= −a1Ḡ1n(x, ξ) +

p∫
0

Ḡ1nxx(x, ξ)Ḡ1n(s, ξ)ds.

Отже,

Ḡ2nxx(x, ξ) = −a1Ḡ1n(x, ξ) +

p∫
0

Ḡ1nxx(x, ξ)Ḡ1n(s, ξ)ds.

Далi обчислимо

Ḡ3nxx(x, ξ) = −a1Ḡ2n(x, ξ) +

p∫
0

Ḡ1nxx(x, ξ)Ḡ2n(s, ξ)ds.

Продовжуючи процес, одержуємо

Ḡmnxx(x, ξ) = −a1Ḡ(m−1)n(x, ξ) +

p∫
0

Ḡ1nxx(x, ξ)Ḡ(m−1)n(s, ξ)ds.

Тепер для Rnxx(x, ξ) знаходимо оцiнку

|Rnxx(x, ξ)| ≤ 2 |a2|K
(1− Jp)e4µnp

+
2µ2n + |a1|

1− Jp
J. (25)

Завдяки (20), (24) i (25) отримуємо оцiнку

∣∣V ′′n (x)
∣∣ ≤ ∣∣V ′′0n(x)

∣∣+

p∫
0

|Rnxx(x, ξ)| |V0n(ξ)| dξ ≤

≤ a3n
µ2nn

3

(
H2 +

(
2|a2|K

(1− Jp)e4µnp
+

(
2 +
|a1|
µ2n

)
J

1− Jp

)
H0

)
.

Тодi, враховуючи

∣∣ρn′′(x)
∣∣ ≤ T2

n3
, T2 =

(∣∣∣∣1− x

p

∣∣∣∣ ∣∣ψ′′′3n∣∣+

∣∣∣∣xp
∣∣∣∣ ∣∣ψ′′′4n∣∣)(πq

)3

,
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здобуваємо оцiнку

|uxx(x, y)| ≤
∞∑
n=1

(∣∣V ′′n (x)
∣∣+
∣∣ρn′′(x)

∣∣) ≤
≤
∞∑
n=1

(
a3n
µ2nn

3

(
H2 +

(
2 |a2|K

(1− Jp) e4µnp
+

(
2 +
|a1|
µ2n

)
J

1− Jp

)
H0

)
+
T2
n3

)
<∞,

де a3n
µ2nn

3
= O

(
n−2

)
.

Покажемо рiвномiрну збiжнiсть uxxx(x, y). Пiсля деяких обчислень знаходимо оцiнку∣∣V ′′′0n(x)
∣∣ ≤ a3n

µnn3
H3, (26)

де

H3 = |B31n(x)|
∣∣ψ′′′1n∣∣+ |B32n(x)|

∣∣ψ′′′2n∣∣+ |B33n(x)|
∣∣ψ′′′3n∣∣+ |B34n(x)|

∣∣ψ′′′4n∣∣ <∞,
|B3in(x)| <∞, i = 1, 4.

Функцiя Грiна має розрив за змiшаними частинними похiдними третього порядку. Тому
спочатку обчислимо Ḡmnxxx(x, ξ), m = 2, 3, . . . . Для цього, враховуючи

G2nξxx(x, x)−G1nξxx(x, x) = −1,

обчислюємо

Ḡ2nxxx(x, ξ) =
∂

∂x

 x∫
0

(a2G2nξxx(x, ξ)− a1G2nξξxx(x, ξ)) Ḡ1n(s, ξ)ds+

+

p∫
x

(a2G1nξxx(x, ξ)− a1G1nξξxx(x, ξ)) Ḡ1n(s, ξ)ds

 =

= (a2 (G2nξxx(x, x)−G1nξxx(x, ξ))−

−a1 (G2nξξxx(x, x)− a1G1nξξxx(x, ξ))) Ḡ1n(x, ξ) +

+

x∫
0

(a2G2nξxxx(x, ξ)− a1G2nξξxxx(x, ξ)) Ḡ1n(s, ξ)ds+

+

p∫
x

(a2G1nξxxx(x, ξ)− a1G1nξξxxx(x, ξ)) Ḡ1n(s, ξ)ds =

= −a2Ḡ1n(x, ξ) +

p∫
0

Ḡ1nxxx(x, ξ)Ḡ1n(s, ξ)ds.
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Отже,

Ḡ2nxxx(x, ξ) = −a2Ḡ1n(x, ξ) +

p∫
0

Ḡ1nxxx(x, ξ)Ḡ1n(s, ξ)ds.

Далi обчислимо

Ḡ3nxxx(x, ξ) = −a2Ḡ2n(x, ξ) +

p∫
0

Ḡ1nxxx(x, ξ)Ḡ2n(s, ξ)ds.

Продовжуючи процес, отримуємо

Ḡmnxxx(x, ξ) = −a2Ḡ(m−1)n(x, ξ) +

p∫
0

Ḡ1nxxx(x, ξ)Ḡ(m−1)n(s, ξ)ds.

Тепер для Rnxxx(x, ξ) знаходимо оцiнку

|Rnxxx(x, ξ)| ≤ |a2|+ 4µ3n
1− Jp

J. (27)

Завдяки (20), (26) i (27) одержуємо оцiнку

∣∣V ′′′n (x)
∣∣ ≤ ∣∣V ′′′0n(x)

∣∣+

p∫
0

|Rnxxx(x, ξ)| |V0n(ξ)| dξ ≤

≤ a3n
µnn3

(
H3 +

(
4 +
|a2|
µ3n

)
JH0p

1− Jp

)
.

Тодi з урахуванням

∣∣ρ′′n(x)
∣∣ ≤ T3

n3
, T3 =

(
1

p

∣∣ψ′′′3n∣∣+
1

p

∣∣ψ′′′4n∣∣)(πq
)3

маємо оцiнку

|uxxx(x, y)| ≤
∞∑
n=1

(∣∣V ′′′n (x)
∣∣+
∣∣ρ′′′n (x)

∣∣) ≤
≤
∞∑
n=1

(
a3n
µnn3

(
H3 +

(
4 +
|a2|
µ3n

)
JH0p

1− Jp

)
+
T3
n3

)
<∞,

де a3n
µnn

= O
(
n−

3
2

)
.

Тепер покажемо рiвномiрну збiжнiсть uxxxx(x, y) :

V0n
(4)(x) = a3n

∂

∂x

 x∫
0

G2nxxx(x, ξ)fn(ξ)dξ +

p∫
x

G1nxxx(x, ξ)fn(ξ)dξ

 =
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= a3n (G2nxxx(x, x)−G1nxxx(x, x)) fn(x) + a3n

x∫
0

G2nxxxx(x, ξ)fn(ξ)dξ+

+ a3n

p∫
x

G1nxxxx(x, ξ)fn(ξ)dξ = a3nfn(x) + a3n

p∫
0

Gnxxxx(x, ξ)fn(ξ)dξ.

А тому

V0n
(4)(x) = a3nfn(x) + a3n

p∫
0

Gnxxxx(x, ξ)fn(ξ)dξ. (28)

Враховуючи (19), маємо

|fn(x)| ≤ 1

n3

{∣∣∣∣ a2a3np
+
x− p
p

∣∣∣∣ ∣∣ψ′′′1n∣∣+

∣∣∣∣ a2a3np
+
x

p

∣∣∣∣ ∣∣ψ′′′2n∣∣+
+

∣∣∣∣ a1xa3np
− a1
a3n

+
a2p

3a3n
− a2x

a3n
+

a2x
2

2a3np
+
px

3
− x2

2
+
x3

6p

∣∣∣∣ ∣∣ψ′′′3n∣∣+
+

∣∣∣∣ a2p6a3n
− a1x

a3np
− a2x

2

2a3np
+
px

6
− x3

6p

∣∣∣∣ ∣∣ψ′′′4n∣∣}( qπ)3.
Iнтегруючи частинами (28), одержуємо оцiнку∣∣∣V0n(4)(x)

∣∣∣ ≤ a3n
n3

H4, (29)

де

H4 = |B41n(x)|
∣∣ψ′′′1n∣∣+ |B42n(x)|

∣∣ψ′′′2n∣∣+ |B43n(x)|
∣∣ψ′′′3n∣∣+ |B44n(x)|

∣∣ψ′′′4n∣∣ <∞,
|B4in(x)| <∞, i = 1, 4.

Тепер для Rnxxxx(x, ξ) знаходимо оцiнку

|Rnxxxx(x, ξ)| ≤ 4µ4nJ

1− Jp
. (30)

Завдяки (20), (29) i (28) маємо

∣∣∣V (4)
n (x)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣V (4)
0n (x)

∣∣∣+

p∫
0

|Rnxxxx(x, ξ)| |V0n(ξ)| dξ ≤ a3n
n3

(
H4 +

4Jp

1− Jp
H0

)
.

Тодi

|uxxxx(x, y)| ≤
∞∑
n=1

∣∣∣V (4)
n (x)

∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

a3n
n3

(
H4 +

4Jp

1− Jp
H0

)
.

Враховуючи

H0 = |B01n(x)|
∣∣ψ′′′1n∣∣+ |B02n(x)|

∣∣ψ′′′2n∣∣+ |B03n(x)|
∣∣ψ′′′3n∣∣+ |B04n(x)|

∣∣ψ′′′4n∣∣ ,
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H4 = |B41n(x)|
∣∣ψ′′′1n∣∣+ |B42n(x)|

∣∣ψ′′′2n∣∣+ |B43n(x)|
∣∣ψ′′′3n∣∣+ |B44n(x)|

∣∣ψ′′′4n∣∣ ,
i ввiвши позначення

Ni =

(
a3
n2

+

(
π

q

)2
)(
|B4in(x)|+ 4Jp

1− Jp
|B0in(x)|

)
, i = 1, 4,

отримуємо

|uxxxx(x, y)| ≤
∞∑
n=1

(
N1

∣∣ψ′′′1n∣∣ 1

n
+N2

∣∣ψ′′′2n∣∣ 1

n
+N3

∣∣ψ′′′3n∣∣ 1

n
+N4

∣∣ψ′′′4n∣∣ 1

n

)
.

Для того щоб показати збiжнiсть правої частини цiєї нерiвностi, використовуємо нерiв-
ностi Кошi – Буняковського i Бесселя:

|uxxxx(x, y)| ≤ N1

√√√√ ∞∑
n=1

|ψ′′′1n|
2

√√√√ ∞∑
n=1

1

n2
+N2

√√√√ ∞∑
n=1

|ψ′′′2n|
2

√√√√ ∞∑
n=1

1

n2
+

+N3

√√√√ ∞∑
n=1

|ψ′′′3n|
2

√√√√ ∞∑
n=1

1

n2
+N4

√√√√ ∞∑
n=1

|ψ′′′4n|
2

√√√√ ∞∑
n=1

1

n2
≤

≤ N1

√
2

q
‖ψ′′′1n‖

2

√
π2

6
+N2

√
2

q
‖ψ′′′2n‖

2

√
π2

6
+

+N3

√
2

q
‖ψ′′′3n‖

2

√
π2

6
+N4

√
2

q
‖ψ′′′4n‖

2

√
π2

6
<∞,

де
∞∑
n=1

∣∣ψ′′′in∣∣2 ≤ 2

q

∥∥ψ′′′i (y)
∥∥2
L2[0,q]

, i = 1, 4,

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

Враховуючи нерiвнiсть

|uyy(x, y)| ≤ |uxxxx(x, y)|+ |a1||uxx(x, y)|+ |a2||ux(x, y)|+ |a3||u(x, y)|,

приходимо до висновку, що й uyy теж збiгається.
Таким чином, теорему iснування доведено.
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