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The unique solvability of the boundary-value problem for a loaded third-order integro-differential equation
with parabolic-hyperbolic operator is proved. By using the method of integral equations, we prove the
existence and uniqueness of a solution of boundary-value problems.

Доведено однозначну розв’язнiсть крайової задачi для навантаженого iнтегро-диференцiального
рiвняння третього порядку параболо-гiперболiчним оператором. Методом iнтегральних рiвнянь
доведено iснування i єдинiсть розв’язку крайових задач.

Крайовi задачi для рiвнянь змiшаного та змiшано-складеного типiв вперше сформульовано
й дослiджено в роботах А. В. Бiцадзе, М. С. Салахiтдiнова, Т. Д. Жураєва, Р. Б. Девiса та iн.
Здобутi результати iнтенсивно розвивалися в роботах [1 – 5], де дослiджено ряд крайових
задач для рiвнянь третього порядку, що мiстять у головнiй частинi змiшанi оператори
параболо-гiперболiчного та елiптико-параболiчного типiв.

При вивченнi рiвняння змiшаного типу дослiдники головним чином обмежувалися
розглядом модельних рiвнянь того чи iншого типiв. Це пояснюється тим, що аналiтичний
метод дослiдження цих рiвнянь i вiдповiдних їм крайових задач дозволяє подати загаль-
ний розв’язок у виглядi суми функцiй. Таке зображення використовується, коли рiвняння
складаються з добуткiв переставних диференцiальних операторiв [2].

Вiдмова вiд використання зображення загального розв’язку рiвняння дозволяє розв’язувати
крайовi задачi для узагальнених рiвнянь, що складаються з добуткiв непереставних дифе-
ренцiальних операторiв. Ця обставина є основою дослiдження цiєї роботи.

Крайовi задачi для навантажених рiвнянь [6] змiшаного i змiшано-складеного типiв
третього порядку вивчено порiвняно мало. Це пов’язано, перш за все, з вiдсутнiстю зо-
браження загального розв’язку для таких рiвнянь; з iншого боку, такi задачi зводяться
до маловивчених iнтегральних рiвнянь iз зсувом. Вiдзначимо роботи В. А. Водахової [7],
де вивчено крайовi задачi для псевдопараболiчного рiвняння третього порядку. У роботi
I. Н. Ланiна [8] доведено однозначну розв’язнiсть задач для рiвняння змiшаного типу з на-
вантаженим доданком у параболiчнiй областi. У роботах В. А. Єлєєва [9] i В. А. Нахушевої
[10] дослiджено коректнiсть крайових задач для рiвняння третього порядку з кратними
характеристиками, а також навантаженi рiвняння змiшаного типу з навантаженими додан-
ками. У роботах В. А. Алiєва i А. В. Дзарахохова [11] розглянуто задачу типу Трикомi для
рiвняння змiшаного типу третього порядку у випадку, коли навантажена частина мiстить
слiд i похiдну вiд шуканої функцiї.

Крайовi задачi для навантажених iнтегро-диференцiальних рiвнянь змiшаного типу зi
змiнними коефiцiєнтами з характеристичною i не характеристичною лiнiями змiни типу
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не дослiджувалися.
У цiй роботi вивчаються локальнi крайовi задачi для навантажених iнтегро-диференцi-

альних рiвнянь третього порядку,щомiстять параболо-гiперболiчний оператор зi змiнними
коефiцiєнтами в обмежених змiшаних областях, якi мають всерединi себе характеристичнi
лiнiї змiни типу.

Нехай Ω — кiнцева область площини незалежних змiнних x i y при y > 0, обмежена
вiдрiзками AA0, BB0 i A0B0

(
A(0, 0), B(1, 0), A0(0, h), B0(1, 1)

)
прямих x = 0, x = 1 i y = 1

вiдповiдно, а при y < 0 — характеристиками рiвняння коливання струни

AC : x+ y = 0, BC : x− y = 1,

що виходять з точки C
(

1

2
,−1

2

)
.

Введемо такi позначення:

Ω1 = Ω ∩ {y > 0}, Ω2 = Ω ∩ {y < 0}, I = {(x, y) : 0 < x < 1, y = 0} .

Розглянемо лiнiйне навантажене iнтегро-диференцiальне рiвняння(
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
+ c

)
L̃u = 0, (1)

в областi Ω, де

L̃u ≡

L̃1u ≡ uxx + a1(x, y)ux + b1(x, y)uy + c1(x, y)u−
∑n

i=1
diD

αi
0xu(x, 0), Ω1,

L̃2u ≡ uxx − uyy + a2(x, y)ux + b2(x, y)uy + c2(x, y)u−
∑n

i=1
eiD

βi
0ξu(ξ, 0), Ω2,

a, b i c — заданi постiйнi числа
(
a2 + b2 6= 0

)
, ai(x, y), bi(x, y), ci(x, y), di(x, y), ei(x, y) —

заданi достатньо гладкi функцiї в Ωi, i = 1, 2, причому b1(x, y) < 0, c1(x, y) ≤ 0 в Ω̄1,
крiм того, в Ω1 функцiї a1, b1, c1, a1x, a1y, b1x, b1y задовольняють умову Гельдера,
di ∈ C1

(
Ω̄1

)
∩ C2

(
Ω1

)
, а в областi Ω2 : a2, b2 ∈ C2

(
Ω̄2

)
, c2, ei ∈ C1

(
Ω̄2

)
, ei ∈ C3

(
Ω2

)
,

ξ = x+ y, Dαi
0x — iнтегро-диференцiальний оператор, αi, βi < 1, i = 1, . . . , n.

Як показано в [2], залежно вiд коефiцiєнтiв a i b ставляться й дослiджуються рiзнi
крайовi задачi для рiвняння (1).

Рiвняння (1) охоплюєширокийклас вивчених ранiше рiвнянь.Наприклад, якщо di(x, y),
ei(x, y) = 0, то Lu —параболо-гiперболiчний оператор, i тодi отримуємо рiвняння, розгля-
нуте в роботах [2, 3]; якщо a = 0, b = 0, то одержуємо рiвняння, дослiджене в роботi [12];
якщо a = 0 i b = 0 або b = 0 i c = 0, αi = 0, то маємо рiвняння, вивченi в [13, 14], якщо
a 6= 0 i b = 0, то отримуємо рiвняння з [15] з навантаженим оператором. Виходячи з цього,
ми розглянемо задачi для рiвняння (1) при ab 6= 0.

Означення 1. Регулярним розв’язком рiвняння (1) називається функцiя u(x, y), що має в
областях Ω1 i Ω2 всi неперервнi частиннi похiднi, якi входять у рiвняння (1), i задовольняє
рiвняння в звичайному сенсi.

Задача 1. Потрiбно знайти функцiю u(x, y), що задовольняє такi умови:
1) u(x, y) неперервна в замкненiй областi Ω̄;
2) u(x, y) є регулярним розв’язком рiвняння (1) в областях Ω1 i Ω2;
3) ux(uy) неперервна до AA0 ∪AC ∪BC ∪AB(AB ∪AC ∪BC), uxx ∈ C(AA0), uxx ∈

∈ C(BB0) вiдповiдно;
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4) задовольняє такi крайовi умови:
a) якщо 0 < b/a ≤ 1, то при a 6= b, а також при a = b, але c 6= 0, виконуються умови:

u(0, y) = ϕ1(y), u(1, y) = ϕ2(y), 0 ≤ y ≤ 1, (2)

uxx(0, y) + a1(0, y)ux(0, y) = ϕ3(y), 0 ≤ y ≤ 1, (3)

u(x, y)|AC = ψ1(x), 0 ≤ x ≤ 1

2
, (4)

u(x, y)|BC = ψ2(x),
1

2
≤ x ≤ 1, (5)

∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣
AC

= ψ3(x), 0 ≤ x ≤ 1

2
; (6)

б) якщо 1 < b/a < +∞, то виконуються умови (2) – (6) i

∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣
BC

= ψ4(x),
1

2
≤ x ≤ 1; (7)

в) якщо −1 ≤ b/a < 0, то при a 6= −b, а також при a = −b, але c 6= 0, виконуються
умови (2), (4), (5), (7), i

uxx(1, y) + a1(1, y)ux(1, y) = ϕ3(y), 0 ≤ y ≤ 1; (8)

г) якщо −∞ < b/a < −1, то виконуються умови (2) – (7) i (8), а на лiнiях змiни типу
виконуються умови склеювання

ux(x,+0) = ux(x,−0), uy(x,+0) = uy(x,−0), (x, 0) ∈ C(I), (9)

де n — внутрiшня нормаль, ϕi(y), ψi(x), i = 1, 4, — заданi функцiї, причому ψm(m −
− 1) = ϕm(0) = 0, ψ1 (1/2) = ψ2 (1/2), ψ′m(m − 1) =

√
2ψm+2(m − 1) ∓ 2ϕ′m(0), ψ′3(1/2) =

= −ψ′4(1/2),

ϕm(y) ∈ C1[0, 1], ϕ3(y) ∈ C[0, 1] ∩ C1(0, 1), (10)

ψ2m−1(x) ∈ C2−m [0, 1/2] ∩ C4−m (0, 1/2), (11)

ψ2m(x) ∈ C2−m [1/2, 1] ∩ C4−m (1/2, 1), m = 1, 2. (12)

Зауваження 1. У задачi 1 можна обмежитися розглядом випадкiв а) i б), оскiльки
методика дослiдження випадкiв в), г) аналогiчна випадкам а), б), тобто за допомогою
замiни ξ = 1 − x незалежної змiнної з випадкiв в), г) отримуємо випадки, аналогiчнi
випадкам а) i б). Тому достатньо розглянути тiльки випадки а) i б).

Дослiдження задачi 1 у випадку 0 < b/a ≤ 1 .
Теорема 1. Якщо b1(x, y) < 0, c1(x, y) ≤ 0 i ai(x, y) ≥ 0 ∀(x, y) ∈ Ωi i виконанi умо-

ви (10) – (12) при m = 1, то в областi Ω iснує єдиний розв’язок задачi 1 при 0 < b/a ≤ 1.

Введемо позначення

u(x, y) =

u1(x, y), (x, y) ∈ Ω1,

u2(x, y), (x, y) ∈ Ω2,
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тодi рiвняння (1) можна переписати у виглядi
L̃1u1 = ω1(bx− ay) exp

[
− c

2ab
(bx+ ay)

]
, y ≥ 0,

L̃2u2 = ω2(bx− ay) exp
[
− c

2ab
(bx+ ay)

]
, y < 0.

(13)

де ω1(x, y), ω2(x, y) — довiльнi досить гладкi функцiї.
У характеристичних змiнних область Ω2 вiдображається в трикутник Ω0

2 площини
змiнних ξ i η зi сторонами ξ = 0, 0 ≤ η ≤ 1, η = 1, 0 ≤ ξ ≤ η, η = ξ, вершини якого
знаходяться в точках A1(0, 0), B1(1, 1) i C1(0, 1).

У областi Ω2, переходячи до характеристичних координат ξ = x + y, η = x − y, з
рiвняння (13) при y ≤ 0 маємо

u2ξη + a3(ξ, η)u2ξ + b3(ξ, η)u2η + c3(ξ, η)u2

= Ei(ξ, η)Dβi
0ξτ(ξ) +

1

4
ω2

(
b− a

2
ξ +

b+ a

2
η

)
exp

(
− c

2ab

(
b+ a

2
ξ +

b− a
2

η

))
,

(14)

а умови (4) – (6) набувають вигляду

u2(ξ, η)|ξ=0 = ψ1

(η
2

)
, 0 ≤ η ≤ 1, (15)

u2(ξ, η)|η=1 = ψ2

(
ξ + 1

2

)
, 0 ≤ ξ ≤ 1, (16)

i
∂u2(ξ, η)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

=
1√
2
ψ3

(η
2

)
, 0 < η < 1, (17)

де

a3(ξ, η) =
1

4

[
a2

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
+ b2

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)]
,

b3(ξ, η) =
1

4

[
a2

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
− b2

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)]
,

c3(ξ, η) =
1

4
c2

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
, Ei(ξ, η) =

1

4
ei

(
ξ − η

2
,
ξ + η

2

)
,

τ(ξ) = u2(ξ, ξ), пiд повторюваним iндексом i = 1, 2, . . . , n маємо на увазi пiдсумовування.
Розв’язок рiвняння (14), що задовольняє умови (15) i (16), визначає формула [16]:

u2(ξ, η) = f(ξ, η) +
1

4

ξ∫
0

Dβi
0tτ(t)dt

η∫
1

Ei(t, τ)R(t, τ ; ξ, η)dτ+

+
1

4

ξ∫
0

dt

η∫
1

R(t, τ ; ξ, η)ω2

(
b− a

2
t+

b+ a

2
τ

)
×
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× exp

(
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a
2

τ

))
dτ, (18)

де

f(ξ, η) = R(0, 1; ξ, η)ψ1

(
1

2

)
+

η∫
1

(
a3(0, τ)ψ2

(τ
2

)
+

1

2
ψ′2

(τ
2

))
R(0, τ ; ξ, η)dτ+

+

ξ∫
0

(
b3(t, 1)ψ2

(
t+ 1

2

)
+

1

2
ψ′2

(
t+ 1

2

))
R(t, 1; ξ, η)dt,

а R(t, τ ; ξ, η) — функцiя Рiмана рiвняння (14), що задовольняє умови:
1◦. R(t, τ ; ξ, η), як функцiя (ξ, η), є розв’язком характеристичного рiвняння

Rξη(t, τ ; ξ, η) + a3(ξ, η)Rξ(t, τ ; ξ, η) + b3(ξ, η)Rη(t, τ ; ξ, η) + c3(ξ, η)R(t, τ ; ξ, η) = 0;

2◦. а) Rτ (t, τ ; ξ, η)− a3(t, τ)R(t, τ ; ξ, η) = 0 при t = ξ;

б) Rt(t, τ ; ξ, η)− b3(t, τ)R(t, τ ; ξ, η) = 0 при τ = η;

в) R(t, τ ; ξ, η) = 1 при t = ξ i τ = η;

3◦. Rξ(t, τ ; ξ, η) + b3(ξ, η)R(t, τ ; ξ, η) = 0 при η = τ ;

4◦. Rη(t, τ ; ξ, η) + a3(ξ, η)R(t, τ ; ξ, η) = 0 при ξ = t;

пiд iндексом i маємо на увазi пiдсумовування вiд 1 до n.
Якщо (18) задовольняє крайову умову (17), то з урахуванням властивостей функцiї

Рiмана 1◦, 3◦, i 4◦ отримаємо таке функцiональне спiввiдношення:
η∫

1

R(0, τ ; 0, η) exp

(
−c(b− a)

4ab
τ

)
ω2

(
b+ a

2
τ

)
dτ =

= 2
√

2ψ3

(η
2

)
− 4fξ(0, η)− τ(0)

η∫
1

Ei(0, τ)R(0, τ ; 0, η) dτ,

де

fξ(0, η) = Rξ(0, 1; 0, η)ψ1

(
1

2

)
+

[
b3(0, 1)ψ2

(
1

2

)
+

1

2
ψ′2

(
1

2

)]
R(0, 1; 0, η) +

+

η∫
1

[
a3(0, 1)ψ2

(τ
2

)
+

1

2
ψ′2

(τ
2

)]
Rξ(0, τ ; 0, η) dτ.

Далi, диференцiюючи одержане спiввiдношення по η i змiнюючи −x на y, з урахуван-
ням

τ(0) = ψ1(0) = 0, u2(0, 0) =
1√
2
ψ2(0), ψ′2

(
1

2

)
=
√

2ψ3

(
1

2

)
(19)
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i властивостей функцiї Рiмана 2◦– 4◦ маємо iнтегральне рiвняння Вольтерри другого роду
вiдносно w2(y) :

ω2

(
b+ a

2
η

)
−

η∫
1

K1(τ, η)ω2

(
a+ b

2
τ

)
dτ = g1(η), (20)

де

K1(τ, η) = a3(0, η)R(0, τ ; 0, η) exp

(
−c(b− a)

4ab
(η − τ)

)
,

g1(η) ∈ C[0, 1] — вiдомi функцiї.
Неважко помiтити, що з урахуванням (11), (12) права частина g1(η) рiвняння (20) в

0 ≤ η ≤ 1 i ядро K1(τ, η) неперервнi в [0, 1]× [0, 1] при τ 6= η. Таким чином, рiвняння (20)
має єдиний розв’язок у класi неперервно диференцiйовних функцiй. Розв’язуючи його,
знаходимо ω2

(
b+ a

2
η

)
.

Далi в 0 < b/a ≤ 1 без обмеження загальностi можна покласти a > 0 i b > 0, i тодi
виконуються нерiвностi

0 ≤ b+ a

2
η +

b− a
2

ξ ≤ b+ a

2
.

Замiсть ω2

(
b+ a

2
η

)
ми можемо взяти ω2

(
b+ a

2
η +

b− a
2

ξ

)
.

Пiдставляючи значення функцiї ω2

(
b+ a

2
η +

b− a
2

ξ

)
у (18), знаходимо розв’язок

u2(ξ, η) задачi (14) – (17) в областi Ω0
2 вiдносно τ(ξ). Якщо одержаний розв’язок задо-

вольняє крайовi умови
u(ξ, η)

∣∣
η=ξ

= τ(ξ),

то отримуємо таке iнтегро-диференцiальне рiвняння:

τ(ξ)−
ξ∫

0

Ni(ξ, t)D
βi
0tτ(t)dt = f(ξ) +

1

4

ξ∫
0

dt

ξ∫
1

R(t, τ ; ξ, ξ)ω2

(
b− a

2
t+

b+ a

2
τ

)
×

× exp

(
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a
2

τ

))
dτ,

де

f(ξ) = f(ξ, ξ), Ni(ξ, t) =
1

4

ξ∫
1

Ei(t, τ)R(t, τ ; ξ, ξ)dτ,

пiд iндексом i маємо на увазi пiдсумовування вiд 1 до n.
Зауважимо, що розв’язнiсть iнтегро-диференцiального рiвняння можна довести, зводя-

чи його до еквiвалентного iнтегрального рiвняння Вольтерри другого роду

τ(ξ)−
ξ∫

0

N1i(ξ, t)τ(t)dt = f(ξ) +
1

4

ξ∫
0

dt

ξ∫
1

R(t, τ ; ξ, ξ)ω2

(
b− a

2
t+

b+ a

2
τ

)
×
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× exp

(
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a
2

τ

))
dτ, (21)

де

N1i(ξ, t) =
1

(−βi)
(ξ − t)−βi

1∫
0

z−1−βiNi (ξ, t+ (ξ − t)z) dz, βi < 0,

N1i(ξ, t) =
1

(1− βi)
(ξ − t)1−βi

1∫
0

z−βi N ′is(ξ, s)
∣∣
s=t+(ξ−t)z dz, 0 < βi < 1,

Отже, при виконаннi умов (11), (12) при Ei ∈ C1
(
Ω̄0
2

)
робимо висновок,щорiвняння (21)

однозначно i безумовно розв’язне в класi τ(ξ) ∈ C1[0, 1)∩C2(0, 1). Пiдставляючи знайдену
функцiю τ(ξ) в (18), повнiстю визначаємо розв’язок u2(ξ, η) задачi (14) – (17) в областi Ω0

2.
Згiдно з умовами задачi введемо позначення

uy(x,+0) = uy(x,−0) = ν(x), ux(x,+0) = ux(x,−0) = τ ′(x), (22)

де τ(x) i ν(x) — поки невiдомi функцiї.
Далi, для вiдновлення розв’язку задачi 1, в областi Ω1 нам необхiдно знайти функцiю

ω1(z). З цiєю метою проiнтегруємо рiвняння (13) по x вiд 0 до x при y ≥ 0 :

x∫
0

ω1(bt− ay) exp
(
− c

2ab
(bt+ ay)

)
dt+ u1x(0, y) =

= u1x(x, y)+

+

x∫
0

[
a1(t, y)u1t(t, y) + b1(t, y)u1y(t, y) + c1(t, y)u1(t, y)−

n∑
i=1

diD
αi
0t u1(t, 0)

]
dt.

Звiдси, з урахуванням властивостей задачi 1 i введених позначень (22), переходячи до
границi при y → +0 i диференцiюючи по x, знаходимо

ω1(bx) =

[
τ ′′(x) + a1(x, 0)τ ′(x) + b1(x, 0)ν(x)+

+ c1(x, 0)τ(x)−
n∑
i=1

di(x, 0)Dαi
0xτ(x)

]
exp
(
−cx

2a

)
. (23)

Отже, з рiвняння (13) при y → +0 i (23) випливає, що u1xx(0, y) = u2xx(0, y). Таким
чином, рiвнiсть (23) можна переписати у виглядi

ω1(z) =

[
τ ′′
(z
b

)
+ a1

(z
b
, 0
)
τ ′
(z
b

)
+ b1

(z
b
, 0
)
ν
(z
b

)
+
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+ c1

(z
b
, 0
)
τ
(z
b

)
−

n∑
i=1

di

(z
b
, 0
)
Dαi

0z/b
τ
(z
b

)]
exp
(
− cz

2ab

)
, (24)

де z = bx− ay, 0 ≤ z ≤ b.
Функцiя ω1(bx− ay) визначилася в промiжку 0 ≤ bx− ay ≤ b.
Щоб знайти функцiю ω1(bx − ay) при −ah ≤ z ≤ b, (x, y) ∈ Ω1, у рiвняннi (13) при

y ≥ 0 згiдно з властивостями задачi i умовами (2), (3), переходячи до границi при x→ +0,
маємо

ω1(−ay) =

[
ϕ3(y) + b1(0, y)ϕ′1(y) + c1(0, y)ϕ1(y)−

n∑
i=1

di(0, y)Dαi
0xτ

∣∣
x→+0

]
exp
(cy

2b

)
або

ω1(z) =

[
ϕ3

(
−z
a

)
+ b1

(
0,−z

a

)
ϕ′1

(
−z
a

)
+

+ c1

(
0,−z

a

)
ϕ1

(
−z
a

)
− k∗

]
exp
(
− cz

2ab

)
, (25)

де z = bx− ay, −ah ≤ z ≤ 0.

Отже, з (24) i (25) при z = 0 одержуємо

τ ′′(0)− ν(0) = ϕ3(0)− ϕ′1(0),

a
(
τ ′′(0)− ν(0)

)
+ b

(
ϕ′3(0)− ϕ′′1(0)

)
+ c

(
ϕ3(0)− ϕ′1(0)

)
= 0.

(26)

При виконаннi рiвностей (19) i (2.31), (2.32) з [2] функцiї ω1(z) i ω′1(z) будуть непе-
рервними й уздовж прямої bx− ay = 0, тобто рiвняння (1) при y ≥ 0 виконується в точках
цiєї прямої.

Отже, функцiя ω1(z) визначена повнiстю в областi Ω1. Таким чином, для вiдновлення
розв’язку задачi u1(x, y) в областi Ω1 приходимо до такої допомiжної задачi.

Допомiжна задача 1. Знайти функцiю u1(x, y) в областi Ω1, що задовольняє умови

L∗1u1 −
n∑
i=1

diD
αi
0t τ(t) = ω1(bx− ay) exp

[
− c

2ab
(bx+ ay)

]
,

u1(0, y) = ϕ1(y), u1(1, y) = ϕ2(y), 0 ≤ y ≤ h,

u1(x, 0) = τ(x), 0 ≤ x ≤ 1,

де L∗1u ≡ uxx + a1(x, y)ux + b1(x, y)uy + c1(x, y)u.

Розв’язок цiєї задачi iснує i вiн єдиний [17]. Таким чином, аналогiчно до [15] робимо
висновок, що задача 1 однозначно розв’язна при 0 < b/a ≤ 1.

Дослiдження задачi 1 у випадку 1 < b/a < +∞ .
Теорема 2. Якщо b1(x, y) < 0, c1(x, y) ≤ 0 i ai(x, y) ≥ 0 ∀(x, y) ∈ Ωi i виконанi умо-

ви (10) – (12), то в областi Ω iснує єдиний розв’язок задачi 1 при 1 < b/a < +∞.
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У 1 < b/a < +∞ без обмеження загальностi можна покласти a > 0 i b > 0. Тодi
виконуються нерiвностi 0 < (b+ a)/2 < b. Тому мають мiсце такi випадки:

0 ≤ bx− ay ≤ (b+ a)/2, (x, y) ∈ Ω21,

(b+ a)/2 ≤ bx− ay ≤ b, (x, y) ∈ Ω22,

або в характеристичних координатах

0 ≤ b− a
2

ξ +
b+ a

2
η ≤ b+ a

2
, (27)

b+ a

2
≤ b− a

2
ξ +

b+ a

2
η ≤ b. (28)

Тут Ω21 — трикутник з вершинами A(0, 0), C

(
1

2
,−1

2

)
, E

(
b+ a

2b
, 0

)
, Ω22 — трикутник

з вершинами B(1, 0), C

(
1

2
,−1

2

)
, E

(
b+ a

2b
, 0

)
i Ω21 ∪ CE ∪ Ω22 = Ω2.

При виконаннi нерiвностi (27) так само, як i у випадку a цiєї задачi, з (18) з урахуванням
(17) знаходимо функцiю ω2

(
b+ a

2
η

)
, яка є розв’язком рiвняння (20). Завдяки (26) ми

можемо брати ω2

(
b− a

2
ξ +

b+ a

2
η

)
.

З метою знаходження функцiї ω2(z) при виконаннi нерiвностi (28) в умовi (7), перехо-
димо до характеристичних координат

∂u2
∂η

∣∣∣∣
η=1

= − 1√
2
ψ4

(
ξ + 1

2

)
, 0 ≤ ξ ≤ 1. (29)

Пiдставляючи (18) в (29), отримуємо
ξ∫

0

R(t, 1; ξ, 1)ω2

(
b− a

2
t+

b+ a

2

)
exp

(
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a
2

))
dt =

= −2
√

2ψ4

(
ξ + 1

2

)
− 4fη(ξ, 1)−

ξ∫
0

Dβi
0tτ(t)Ei(t, 1)R(t, 1; ξ, 1)dt, (30)

де

fη(ξ, 1) = Rη(0, 1; ξ, 1)ψ1

(
1

2

)
+

(
a3(0, 1)ψ1

(
1

2

)
+

1

2
ψ′1

(
1

2

))
R(0, 1; ξ, 1) +

+

ξ∫
0

(
b3(t, 1)ψ2

(
t+ 1

2

)
+

1

2
ψ′2

(
t+ 1

2

))
Rη(t, 1; ξ, 1)dt,

пiд повторюваним iндексом i = 1, 2, . . . , n маємо на увазi пiдсумовування. Iз спiввiдношен-
ня (30) при ξ = 0 випливає ψ′1

(
1

2

)
= −
√

2ψ4

(
1

2

)
.
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Диференцiюючи (30) по ξ i враховуючи властивостi функцiї Рiмана 2◦– 4◦, отримуємо
iнтегральне рiвняння Вольтерри другого роду вiдносно ω2

(
b− a

2
ξ +

b+ a

2

)
:

ω2

(
b− a

2
ξ +

b+ a

2

)
−

ξ∫
0

K2(t, ξ)ω2

(
b− a

2
t+

b+ a

2

)
dt =

= g2(ξ)− Φ1(ξ)D
βi
0ξτ(ξ) +

ξ∫
0

Φ2(ξ, t)D
βi
0tτ(t)dt, (31)

де

K2(t, ξ) = b3(ξ, 1)R(t, 1; ξ, 1) exp

(
c(b+ a)

4ab
(ξ − t)

)
,

Φ1(ξ) = Ei(ξ, 1) exp

(
c

2ab

(
b+ a

2
ξ +

b− a
2

))
,

Φ2(ξ, t) = b3(ξ, 1)Ei(t, 0)R(t, 1; ξ, 1) exp

(
c

2ab

(
b+ a

2
ξ +

b− a
2

))
,

g2(ξ) — вiдома функцiя.
З рiвняння (31) з урахуванням (11), (12), властивостей iнтегро-диференцiальних рiвнянь

i з [3] випливає, що функцiї K2(t, ξ) i g2(ξ) неперервно диференцiйовнi при 0 ≤ t, ξ ≤ 1
i при ξ = 0 рiвняння (31) має єдиний розв’язок у класi неперервно диференцiйованих
функцiй.

Вважаючи праву частину вiдомою, з урахуванням розв’язку рiвняння (31), результатiв
з [18], умов (10) – (12) знаходимо ω2

(
b− a

2
ξ +

b+ a

2

)
вiдносно τ(ξ) :

ω2

(
b− a

2
ξ +

b+ a

2

)
= g2(ξ) +

ξ∫
0

R̃(ξ, s)g2(s)ds− Φ1(ξ)D
βi
0ξτ(ξ)−

−
ξ∫

0

Dβi
0tτ(t)

Φ1(t)R̃(ξ, t)− Φ2(ξ, t)−
ξ∫
t

R̃(ξ, s)Φ2(s, t)ds

 dt, (32)

R̃(ξ, s) — резольвента ядра K2(t, ξ), яка має тi ж властивостi, що й ядро K2(t, ξ). Згiдно з
(28) i (32) ми можемо визначити функцiю ω2

(
b− a

2
ξ +

b+ a

2
η

)
.

Пiдставляючи значення функцiї ω2

(
b+ a

2
η +

b− a
2

ξ

)
у (18), одержуємо розв’язок за-

дачi (14) – (16) в областi Ω0
2 вiдносно τ(ξ). Звiдси, пiдставляючи (18) у u2(ξ, η)|η=ξ = τ(ξ),

з урахуванням (32) аналогiчно, як i при 0 < b/a ≤ 1, отримаємо iнтегральне рiвняння
Вольтерри другого роду вiдносно τ(x), яке безумовно розв’язне.

Таким чином, знаходимо розв’язок u2(ξ, η) в областi Ω0
2.
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З (20) i (32) при виконаннi рiвностi (9) також випливає, що g1(1) = g2(0), i вiдповiдно до
рiвнянь (20) i (32) ω2(z) буде неперервною i при z = (b+ a)/2. Крiм того, якщо виконуються
рiвностi (2.38), (2.39) з [2], то функцiя ω′2(z) буде неперервною при z = (b+ a)/2. Таким
чином, ми знайшли

ω2(z) ∈ C
(
Ω̄0
2

)
∩ C1

(
Ω0
2

)
, z = bx− ay =

b− a
2

ξ +
b+ a

2
η.

Далi, мiркуючи аналогiчно до випадку a, знаходимо u2(x, y) в областi Ω2. Потiм для
визначення u1(x, y) в областi Ω1 переходимо до першої крайової задачi для лiнiйного
параболiчного рiвняння (13) при y ≥ 0, де b1(x, y) < 0, c1(x, y) ≤ 0 i a1(x, y) ≥ 0 ∀(x, y) ∈
∈ Ω1. З урахуванням (10) розв’язок її iснує i єдиний.

Теорему 2 доведено.
Аналогiчно до [19] наведемо постановку i доведення однозначної розв’язностi задачi типу

Трикомi для рiвняння (1) у випадку a = 0, b 6= 0.
Зауваження 2. У задачi 1 замiсть умов (3) i (8) можна розглянути такi умови:

ux(0, y) = ϕ∗3(y), 0 ≤ y ≤ 1,

i
ux(1, y) = ϕ∗4(y), 0 ≤ y ≤ 1,

вiдповiдно.
Зауваження 3. Задачу 1 (вiдповiдно до [18]) можна розглянути iз загальними розрив-

ними умовами склеювання.
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