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We obtain conditions for the existence of continuous solutions of a class of systems of linear difference-
functional equations with many deviations of the argument and investigate their properties.

Одержано умови iснування неперервних розв’язкiв одного класу систем лiнiйних рiзницево-функ-
цiональних рiвнянь iз багатьма вiдхиленнями аргументу та дослiджено їхнi властивостi.

У цiй роботi дослiджується лiнiйне рiзницево-функцiональне рiвняння вигляду

x(qt) = ax(t) +
k∑
j=1

bjx(t+ δj), (1)

де t ∈ R+ = (0,+∞), a, q, bj , δj , j = 1, 2, . . . , k, — дiйснi сталi (δj ≥ 1). При рiзних
припущеннях окремi класи таких рiвнянь були основним об’єктом дослiдження багатьох
математикiв (див. [1 – 4] i цитовану в них лiтературу), i на сьогоднi низку питань з їхньої
теорiї досить детально вивчено. Зокрема, це стосується iснування неперервних розв’язкiв
i вивчення структури їхньої множини (див. [5, 6]). Продовжуючи цi дослiдження, в цiй
роботi пропонується пiдхiд до вивчення неперервних розв’язкiв таких рiвнянь при певних
припущеннях вiдносно a та q.

Розглянемо випадок, коли виконуються такi умови:
1) 0 < q < 1, a > 1 ;

2) ∆ =

∑k

j=1
|bj |

a− 1
< 1, ν =

ln a

ln q
< 0.

Справедлива така теорема.
Теорема 1. Нехай виконуються умови 1), 2). Тодi рiвняння (1) має сiм’ю неперервних

обмежених при t ≥ T > 0 (T — деяка достатньо велика додатна стала) розв’язкiв x(t) =

= x

(
t, ω

(
ln t

ln q

))
, що залежать вiд довiльної неперервної 1-перiодичної функцiї ω(τ).

Доведення. Покажемо, що рiвняння (1) має неперервнi розв’язки у виглядi ряду

x(t) =

∞∑
i=0

xi(t), (2)
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де xi(t), i = 0, 1, . . . ,—деякi неперервнi функцiї. Дiйсно, пiдставляючи (2) в (1), отримуємо

∞∑
i=0

xi(qt) = a
∞∑
i=0

xi(t) +
k∑
j=1

bj

∞∑
i=0

xi(t+ δj).

Звiдси безпосередньо випливає, що якщо функцiї xi(t), i = 0, 1, . . . , задовольняють рiв-
няння

x0(qt) = ax0(t), (30)

xi(qt) = axi(t) +
k∑
j=1

bjxi−1(t+ δj), i = 1, 2, . . . , (3i)

то ряд (2) буде формальним розв’язком рiвняння (1).
Рiвняння (30 ) має сiм’ю неперервних розв’язкiв вигляду

x0(t) = t
ln a
ln q ω

(
ln t

ln q

)
, (40)

де ω(τ + 1) = ω(τ).

Розглядаючи послiдовно рiвняння (3 i ), i = 1, 2, . . . , переконуємося, що вони мають
формальнi розв’язки у виглядi рядiв

xi(t) = −
∞∑
l=0

a−(l+1)
k∑
j=1

bjxi−1
(
qlt+ δj

)
, i = 1, 2, . . . . (4i)

Покажемо, що при виконаннi умов 1), 2) ряди (4 i ), i = 1, 2, . . . , рiвномiрно збiгаються
до деяких неперервних функцiй xi(t), i = 1, 2, . . . , для яких виконуються оцiнки

|xi(t)| ≤M∆i, i = 1, 2, . . . . (5i)

Дiйсно, оскiльки |x0(t)| ≤Mtv, де M = maxτ |ω(τ)|, то завдяки (41 ) i ν < 0 отримуємо

|x1(t)| ≤
∞∑
l=0

a−(l+1)

 k∑
j=1

|bj |
∣∣∣x0(qlt+ δj

)∣∣∣
 ≤ ∞∑

l=0

a−(l+1)

 k∑
j=1

|bj |M
(
qlt+ δj

)ν ≤
≤M

∞∑
l=0

a−(l+1)

 k∑
j=1

|bj |
(qlt+ δj)

|ν|

 ≤ M

a

∞∑
l=0

(
1

a

)l  k∑
j=1

|bj |

.
Звiдси випливає

|x1(t)| ≤
M

a

∞∑
l=0

(1

a

)l k∑
j=1

|bj |

 ≤ M

a

∑k

j=1
|bj |

1− 1
a

=
M
∑k

j=1
|bj |

a− 1
= M∆,

де ∆ =

∑k

j=1
|bj |

a− 1
< 1.
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Отже, оцiнка (5 i ) має мiсце при i = 1. Розмiрковуючи за iндукцiєю, припускаємо, що
оцiнку (5 i ) вже доведено для деякого i ≥ 1. Покажемо її справедливiсть для i+ 1. Дiйсно,
оскiльки

xi+1(t) = −
∞∑
l=0

a−(l+1)
k∑
j=1

bjxi
(
qlt+ δj

)
,

то

|xi+1(t)| ≤
∞∑
l=0

a−(l+1)

 k∑
j=1

|bj |
∣∣∣xi(qlt+ δj

)∣∣∣
 ≤

≤
∞∑
l=0

a−(l+1)

 k∑
j=1

|bj |M∆i

 ≤ M

a
∆i

∑k

j=1
|bj |

1− 1

a

= M∆i+1.

Отже, ряди (4 i ), i = 1, 2, . . . , рiвномiрно збiгаються при всiх t ≥ T > 0 до деяких
неперервних функцiй xi(t), i = 1, 2, . . . , для яких виконуються оцiнки (5 i ), i = 1, 2, . . . .
Iз (5 i ), i = 1, 2, . . . , безпосередньо випливає, що ряд (2) рiвномiрно збiгається при всiх
t ≥ T > 0 до деякої неперервної функцiї x(t), яка задовольняє умову

|x(t)| ≤
∞∑
i=0

|xi(t)| ≤M
∞∑
i=0

∆i ≤ M

1−∆
∀t ≥ T > 0.

Теорему 1 доведено.
Розглянемо тепер неоднорiдне рiвняння вигляду

y(qt) = ay(t) +

k∑
j=1

bjy(t+ δj) + f(t), (6)

де a, bj , δj , j = 1, 2, . . . , k, q — деякi сталi; f : R → R. Припустимо, що виконуються
умови

1) 0 < q < 1, a > 1 ;

2) ∆ =

∑k

j=1
|bj |

a− 1
< 1 ;

3) функцiя f(t) є неперервною й обмеженою при всiх t ∈ R i такою, що supt |f(t)| =
= M̃ <∞.

Справедлива така теорема.
Теорема 2. Нехай виконуються умови 1) – 3). Тодi рiвняння (6) має неперервний обмеже-

ний при t ∈ R розв’язок ȳ(t).
Доведення. Покажемо, що (6) має неперервний розв’язок у виглядi ряду

ȳ(t) =

∞∑
i=0

ȳi(t), (7)

де ȳi(t), i = 0, 1, . . . ,—деякi неперервнi функцiї. Дiйсно, пiдставляючи (7) у (6), отримуємо
∞∑
i=0

ȳi(qt) = a

∞∑
i=0

ȳi(t) +

k∑
j=1

bj

∞∑
i=0

ȳi(t+ δj) + f(t).
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Звiдси безпосередньо випливає, що якщо функцiї ȳi(t), i = 0, 1, . . . , задовольняють рiв-
няння

ȳ0(qt) = aȳ0(t) + f(t), (80)

ȳi(qt) = aȳi(t) +

k∑
j=1

bj ȳi−1(t+ δj), i = 1, 2, . . . , (8i)

то ряд (7) буде формальним розв’язком рiвняння (6).
Рiвняння (80 ) має формальний розв’язок вигляду

ȳ0(t) = −
∞∑
l=0

a−(l+1)f
(
qlt
)
. (90)

Розглядаючи послiдовно рiвняння (8 i ), i = 1, 2, . . . , переконуємося, що вони мають
формальнi розв’язки у виглядi рядiв

ȳi(t) = −
∞∑
l=0

a−(l+1)
k∑
j=1

bj ȳi−1
(
qlt+ δj

)
, i = 1, 2, . . . . (9i)

Покажемо, що ряди (9 i ), i = 0, 1, . . . , рiвномiрно збiгаються до деяких неперервних
функцiй ȳi(t), i = 0, 1, . . . , для яких виконуються оцiнки

|ȳi(t)| ≤ M̃ ′∆i, i = 0, 1, . . . . (10)

Дiйсно, оскiльки

|ȳ0(t)| ≤
∞∑
l=0

a−(l+1)
∣∣f(qlt)

∣∣ ≤ M̃

a

∞∑
l=0

a−l ≤ M̃

a

1

1− 1
a

=
M̃

a− 1
= M̃ ′,

то

|ȳ1(t)| ≤
∞∑
l=0

a−(l+1)

 k∑
j=1

|bj |
∣∣∣ȳ0(qlt+ δj

)∣∣∣
 ≤ ∞∑

l=0

a−(l+1)

 k∑
j=1

|bj |M̃ ′

 ≤

≤ M̃ ′

a

∑k

j=1
|bj |

1− 1

a

=
M̃ ′
∑k

j=1
|bj |

a− 1
= M̃ ′∆.

Отже, оцiнка (10) має мiсце при i = 1. Розмiрковуючи за iндукцiєю, припускаємо, що
оцiнку (10) вже доведено для деякого i ≥ 1. Покажемо її справедливiсть для i+ 1. Дiйсно,
оскiльки

ȳi+1(t) = −
∞∑
l=0

a−(l+1)
k∑
j=1

bj ȳi
(
qlt+ δj

)
,

то

|ȳi+1(t)| ≤
∞∑
l=0

a−(l+1)

 k∑
j=1

|bj |
∣∣∣ȳi(qlt+ δj

)∣∣∣
 ≤ ∞∑

l=0

a−(l+1)
k∑
j=1

|bj |M̃ ′∆i ≤
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≤
M̃ ′
∑k

j=1
|bj |

a

∆i

1− 1

a

= M̃ ′

∑k

j=1
|bj |

a− 1
∆i = M̃ ′∆i+1.

Отже, ряди (9 i ), i = 1, 2, . . . , рiвномiрно збiгаються при всiх t ∈ R до деяких непе-
рервних функцiй ȳi(t), i = 1, 2, . . . , для яких виконуються оцiнки (10). Звiдси випливає,
що ряд (7) рiвномiрно збiгається при всiх t ∈ R до деякої неперервної функцiї ȳ(t), яка
задовольняє умову

|ȳ(t)| ≤
∞∑
i=0

|ȳi(t)| ≤ M̃ ′
∞∑
i=0

∆i ≤ M̃ ′

1−∆
.

Теорему 2 доведено.
Зауваження 1. Виконуючи в (6) замiну змiнних

y(t) = x(t) + ȳ(t), (11)

отримуємо рiвняння (1) вiдносно функцiї x(t). Оскiльки для цього рiвняння справедлива
теорема 1, то, беручи до уваги замiну змiнних (11), можна побудувати сiм’ю неперервних
обмежених при t ≥ T > 0 розв’язкiв рiвняння (6).

У зв’язку з доведеними вище теоремами виникає питання про опис структури множини
неперервних розв’язкiв рiвняння (6) у випадку, коли bj = b̃j(t), j = 1, 2, . . . , k, — деякi
дiйснi функцiї дiйсної змiнної t.

Розглянемо, наприклад, рiвняння вигляду

y(qt) = ay(t) +
k∑
j=1

b̃j(t)y(t+ δj) + f̃(t), (12)

де a, q — деякi дiйснi сталi, b̃j(t) : R → R, j = 1, 2, . . . , k, f̃(t) : R → R. Тодi аналогiчно
тому, як доводили теорему 2, можна довести, що рiвняння (12) має неперервний обмежений
при t ∈ R розв’язок.

Теорема 3. Нехай виконуються умови:
1) 0 < q < 1, a > 1;

2) ∆̃ =

∑k

j=1
b∗j

a− 1
< 1;

3) функцiї b̃j(t), f̃(t) є неперервними й обмеженими при всiх t ∈ R i такими, що
supt

∣∣b̃j(t)∣∣ = b∗j <∞, j = 1, 2, . . . , k, supt
∣∣f̃(t)

∣∣ = f∗ <∞.
Тодi рiвняння (12) має неперервний обмежений при t ∈ R розв’язок ¯̄y(t).
Доведення. Покажемо, що (12) має неперервний розв’язок у виглядi ряду

¯̄y(t) =

∞∑
i=0

¯̄yi(t), (13)

де ¯̄yi(t), i = 0, 1, . . . — деякi неперервнi функцiї. Дiйсно, пiдставляючи (13) в (12), отри-
муємо

∞∑
i=0

¯̄yi(qt) = a
∞∑
i=0

¯̄yi(t) +
k∑
j=1

b̃j(t)
∞∑
i=0

¯̄yi(t+ δj) + f̃(t).
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Звiдси випливає, що якщо функцiї ¯̄yi(t), i = 0, 1, . . . , задовольняють рiвняння

¯̄y0(qt) = a¯̄y0(t) + f̃(t), (140)

¯̄yi(qt) = a¯̄yi(t) +
k∑
j=1

b̃j(t)¯̄yi−1(t+ δj), i = 1, 2, . . . , (14i)

то ряд (13) буде формальним розв’язком рiвняння (12).
Рiвняння (140 ) має формальний розв’язок у виглядi ряду

¯̄y0(t) = −
∞∑
l=0

a−(l+1)f̃
(
qlt
)
. (150)

Тодi, розглядаючи послiдовно рiвняння (14 i ), i = 1, 2, . . . , можна переконатися, що вони
мають формальнi розв’язки у виглядi рядiв

¯̄yi(t) = −
∞∑
l=0

a−(l+1)
k∑
j=1

b̃j
(
qlt
)
¯̄yi−1

(
qlt+ δj

)
, i = 1, 2, . . . . (15i)

Покажемо, що ряди (16 i ), i = 0, 1, . . . , рiвномiрно збiгаються до деяких неперервних
функцiй ¯̄yi(t), i = 0, 1, . . . , для яких виконуються оцiнки

|¯̄yi(t)| ≤ M̃ ′′∆̃i, i = 0, 1, . . . . (16)

Дiйсно, оскiльки

|¯̄y0(t)| ≤
∞∑
l=1

a−(l+1)
∣∣∣f̃(qlt)∣∣∣ ≤ f∗

a

∞∑
l=1

a−l ≤ f∗

a

1

1− 1

a

=
f∗

a− 1
= M̃ ′′,

то

|¯̄y1(t)| ≤
∞∑
l=0

a−(l+1)

 k∑
j=1

∣∣∣b̃j(qlt)∣∣∣ ∣∣∣¯̄y0(qlt+ δj
)∣∣∣
 ≤

≤
∞∑
l=0

a−(l+1)

 k∑
j=1

∣∣∣b̃j(qlt)∣∣∣ M̃ ′′
 ≤ M̃ ′′

a

∑k

j=1

∣∣b∗j ∣∣
1− 1

a

= M̃ ′′

∑k

j=1

∣∣b∗j ∣∣
a− 1

= M̃ ′′∆̃.

Отже, оцiнка (16) має мiсце при i = 0, 1. Розмiрковуючи за iндукцiєю, припускаємо, що
оцiнку (16) вже доведено для деякого i ≥ 1. Покажемо її справедливiсть для i+ 1. Дiйсно,
оскiльки

¯̄yi+1(t) = −
∞∑
l=0

a−(l+1)
k∑
j=1

b̃j
(
qlt
)
¯̄yi
(
qlt+ δj

)
,

то

|¯̄yi+1(t)| ≤
∞∑
l=0

a−(l+1)

 k∑
j=1

∣∣b̃j(qlt)∣∣ ∣∣∣¯̄yi(qlt+ δj
)∣∣∣
 ≤
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≤
∞∑
l=0

a−(l+1)
k∑
j=1

∣∣b̃j(qlt)∣∣M̃ ′′∆̃i ≤
M̃ ′′

∑k

j=1

∣∣b̃j(qlt)∣∣
a

∆̃i

1− 1

a

=

= M̃ ′′

∑k

j=1

∣∣b̃j(qlt)∣∣
a− 1

∆̃i = M̃ ′′

∑k

j=1

∣∣b̃∗j ∣∣
a− 1

∆̃i = M̃ ′′∆̃i+1.

Отже, ряди (15 i ), i = 0, 1, . . . , рiвномiрно збiгаються при всiх t ∈ R до деяких непе-
рервних функцiй ¯̄yi(t), i = 0, 1, . . . , для яких виконуються оцiнки (16). Звiдси випливає,
що ряд (13) рiвномiрно збiгається при всiх t ∈ R до деякої неперервної функцiї ¯̄y(t), яка
задовольняє умову

|¯̄y(t)| ≤
∞∑
i=0

|¯̄yi(t)| ≤ M̃ ′′
∞∑
i=0

∆̃i ≤ M̃ ′′

1− ∆̃
.

Теорему 3 доведено.
Дослiдимо тепер рiвняння (1) у випадку, коли 0 < a < 1, q > 1.
Теорема 4. Нехай виконуються умови
1) 0 < a < 1, q > 1;

2) ˜̃∆ =

∑k

j=1
|bj |

1− a
< 1, ν =

ln a

ln q
< 0.

Тодi рiвняння (1) має сiм’ю неперервних обмежених при t ≥ T > 0 (T — деяка достат-

ньо велика додатна стала) розв’язкiв x(t) = x

(
t, ω

(
ln t

ln q

))
, що залежать вiд довiльної

неперервної 1-перiодичної функцiї ω(τ).
Доведення. Покажемо, що (1) має неперервнi розв’язки у виглядi ряду

x(t) =
∞∑
i=0

xi(t), (17)

де xi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервнi функцiї. Дiйсно, пiдставляючи (17) в (1), отри-
муємо

∞∑
i=0

xi(qt) = a
∞∑
i=0

xi(t) +
k∑
j=1

bj

∞∑
i=0

xi(t+ δj).

Звiдси безпосередньо випливає, що якщо функцiї xi(t), i = 0, 1, . . . , задовольняють рiв-
няння:

x0(qt) = ax0(t), (180)

xi(qt) = axi(t) +
k∑
j=1

bjxi−1(t+ δj), i = 1, 2, . . . , (18i)

то ряд (17) буде формальним розв’язком рiвняння (1).
Рiвняння (30 ) має сiм’ю неперервних розв’язкiв вигляду

x0(t) = t
ln a
ln q ω

(
ln t

ln q

)
, (190)

де ω(τ + 1) = ω(τ).
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Розглядаючи послiдовно рiвняння (18 i ), i = 1, 2, . . . , переконуємося, що вони мають
формальнi розв’язки у виглядi рядiв

xi(t) =

∞∑
l=0

al
k∑
j=1

bjxi−1
(
q−(l+1)t+ δj

)
, i = 1, 2, . . . . (19i)

Покажемо, що при виконаннi умов 1), 2) ряди (19 i ), i = 1, 2, . . . , рiвномiрно збiгаються
до деяких неперервних функцiй xi(t), i = 1, 2, . . . , для яких виконуються оцiнки

|xi(t)| ≤M ˜̃∆i, i = 1, 2, . . . . (20i)
Дiйсно, оскiльки |x0(t)| ≤Mtv, де M = max

τ
|ω(τ)|, то завдяки (191 ) i ν < 0 отримуємо

|x1(t)| ≤
∞∑
l=0

al

 k∑
j=1

|bj |
∣∣∣x0(q−(l+1)t+ δj

)∣∣∣
 ≤ ∞∑

l=0

al

 k∑
j=1

|bj |M
(
q−(l+1)t+ δj

)ν ≤
≤
∞∑
l=0

al

 k∑
j=1

|bj |M
(

1

ql+1
t+ δj

)ν ≤M k∑
j=1

|bj |
∞∑
l=0

al.

Звiдси випливає

|x1(t)| ≤
M
∑k

j=1
|bj |

1− a
= M ˜̃∆,

де ˜̃∆ =

∑k

j=1
|bj |

1− a
< 1.

Отже, оцiнка (20 i ) має мiсце при i = 1. Розмiрковуючи за iндукцiєю, припускаємо, що
оцiнку (20 i ) вже доведено для деякого i ≥ 1. Покажемо її справедливiсть для i+1. Дiйсно,
оскiльки

xi+1(t) =
∞∑
l=0

al
k∑
j=1

bjxi
(
q−(l+1)t+ δj

)
,

то

|xi+1(t)| ≤
∞∑
l=0

al

 k∑
j=1

|bj |
∣∣xi(q−(l+1)t+ δj

)∣∣ ≤ ∞∑
l=0

al

 k∑
j=1

|bj |M ˜̃∆i

 ≤

≤M ˜̃∆i

∑k

j=1
|bj |

1− a
= M ˜̃∆i+1.

Отже, ряди (19 i ), i = 1, 2, . . . , рiвномiрно збiгаються при всiх t ≥ T > 0 до деяких
неперервних функцiй xi(t), i = 1, 2, . . . , для яких виконуються оцiнки (20 i ), i = 1, 2, . . . .
Iз (20 i ), i = 1, 2, . . . , безпосередньо випливає, що ряд (17) рiвномiрно збiгається при всiх
t ≥ T > 0 до деякої неперервної функцiї x(t), яка задовольняє умову

|x(t)| ≤
∞∑
i=0

|xi(t)| ≤M
∞∑
i=0

˜̃∆i ≤ M

1− ˜̃∆
∀t ≥ T > 0.

Теорему 4 доведено.
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Розглянемо тепер неоднорiдне рiвняння вигляду (6), для якого виконуються умови 1),
2) теореми 4 i функцiя f(t) є неперервною й обмеженою при всiх t ∈ R i такою, що
supt |f(t)| = M̃ <∞.

Справедлива така теорема.
Теорема 5. Нехай виконуються умови
1) 0 < a < 1, q > 1;

2) ˜̃∆ =

∑k

j=1
|bj |

1− a
< 1, ν =

ln a

ln q
< 0;

3) функцiя f(t) є неперервною й обмеженою при всiх t ∈ R i такою, що supt |f(t)| = M̃ <
<∞.
Тодi рiвняння (6) має неперервний обмежений при t ∈ R розв’язок ȳ(t).

Доведення. Покажемо, що (6) має неперервний розв’язок у виглядi ряду

ȳ(t) =

∞∑
i=0

ȳi(t), (21)

де ȳi(t), i = 0, 1, . . . , —деякi неперервнi функцiї. Дiйсно, пiдставляючи (21) у (6), отриму-
ємо

∞∑
i=0

ȳi(qt) = a

∞∑
i=0

ȳi(t) +

k∑
j=1

bj

∞∑
i=0

ȳi(t+ δj) + f(t). (22)

Звiдси безпосередньо випливає, що якщо функцiї ȳi(t), i = 0, 1, . . . , задовольняють рiв-
няння

ȳ0(qt) = aȳ0(t) + f(t), (230)

ȳi(qt) = aȳi(t) +
k∑
j=1

bj ȳi−1(t+ δj), i = 1, 2, . . . , (23i)

то ряд (21) буде формальним розв’язком рiвняння (6).
Рiвняння (230 ) має формальний розв’язок вигляду

ȳ0(t) =
∞∑
l=0

alf
(
q−(l+1)t

)
. (240)

Розглядаючи послiдовно рiвняння (23 i ), i = 1, 2, . . . , переконуємося, що вони мають фор-
мальнi розв’язки у виглядi рядiв

ȳi(t) =
∞∑
l=0

al
k∑
j=1

bj ȳi−1
(
q−(l+1)t+ δj

)
, i = 1, 2, . . . . (24i)

Покажемо, що ряди (24 i ), i = 0, 1, . . . , рiвномiрно збiгаються до деяких неперервних
функцiй ȳi(t), i = 0, 1, . . . , для яких виконуються оцiнки

|ȳi(t)| ≤ ˜̃M ˜̃∆i, i = 0, 1, . . . . (25)
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Дiйсно, оскiльки

|ȳ0(t)| ≤
∞∑
l=0

al
∣∣∣f(q−(l+1)t

)∣∣∣ ≤ M̃ ∞∑
l=0

al ≤ M̃ 1

1− a
= ˜̃M,

то

|ȳ1(t)| ≤
∞∑
l=0

al

 k∑
j=1

|bj |
∣∣∣ȳ0(q−(l+1)t+ δj

)∣∣∣
 ≤

≤
∞∑
l=0

al

 k∑
j=1

|bj | ˜̃M

 ≤ ˜̃M

∑k

j=1
|bj |

1− a
= ˜̃M ˜̃∆. (26)

Отже, оцiнка (25) має мiсце при i = 1. Розмiрковуючи за iндукцiєю, припускаємо, що
оцiнку (25) вже доведено для деякого i ≥ 1. Покажемо її справедливiсть для i+ 1. Дiйсно,
оскiльки

ȳi+1(t) =
∞∑
l=0

al
k∑
j=1

bj ȳi
(
q−(l+1)t+ δj

)
,

то

|ȳi+1(t)| ≤
∞∑
l=0

al
k∑
j=1

|bj |
∣∣∣ȳi(q−(l+1)t+ δj

)∣∣∣ ≤

≤ ˜̃M
∞∑
l=0

al
k∑
j=1

|bj | ˜̃∆i ≤ ˜̃M ˜̃∆i

∑k

j=1
|bj |

1− a
= ˜̃M ˜̃∆i+1.

Отже, ряди (24 i ), i = 0, 1, . . . , рiвномiрно збiгаються при всiх t ∈ R до деяких непе-
рервних функцiй ȳi(t), i = 0, 1, . . . , для яких виконуються оцiнки (25). Звiдси випливає,
що ряд (21) рiвномiрно збiгається при всiх t ∈ R до деякої неперервної функцiї ȳ(t), яка
задовольняє умову

|ȳ(t)| ≤
∞∑
i=0

|ȳi(t)| ≤ ˜̃M

∞∑
i=0

˜̃∆i ≤
˜̃M

1− ˜̃∆
.

Теорему 5 доведено.
Зауваження 2. Виконуючи в (6) замiну змiнних

y(t) = x(t) + ȳ(t), (27)

отримуємо рiвняння (1) вiдносно функцiї x(t). Оскiльки для цього рiвняння справедлива
теорема 4, то, беручи до уваги замiну змiнних (27), можна побудувати сiм’ю неперервних
обмежених при t ≥ T > 0 розв’язкiв рiвняння (6).

Аналогiчно тому, як довели теорему 3, можна отримати подiбний результат для рiвнян-
ня (12) у випадку, коли 0 < a < 1, q > 1 i функцiї b̃j(t), f̃(t) є неперервними й обмеженими
при всiх t ∈ R i такими, що supt

∣∣b̃j(t)∣∣ = b∗j <∞, j = 1, 2, . . . , k, supt
∣∣f̃ (t)

∣∣ = f∗ <∞.
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