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We determine conditions of solvability of the problem inverse to the Cauchy problem for the difference
equation. In the case of insolvability of the problem inverse to the Cauchy problem for the difference
equation, we propose conditions of solvability of the problem inverse to the Cauchy problem for the
difference-algebraic equation.
Знайдено умови розв’язностi задачi, оберненої до задачi Кошi для рiзницевого рiвняння. У випадку
нерозв’язностi задачi, оберненої до задачi Кошi для рiзницевого рiвняння, запропоновано умови
розв’язностi задачi, оберненої до задачi Кошi для рiзницево-алгебраїчного рiвняння.

Дослiдження нетерових крайових задач для рiзницевих рiвнянь започатковано у статтi
О. А. Бойчука [1] як розвиток дослiджень перiодичних крайових задач для рiзницевих
рiвнянь [2, 3]. Оберненi задачi для рiзноманiтних рiвнянь математичної фiзики вiдносяться
до некоректно поставлених [4, 5] i мало дослiдженi.

1. Умови розв’язностi задачi, оберненої до задачi Кошi для рiзницевого рiвняння. До-
слiджуємо задачу про вiдновлення задачi Кошi для системи рiзницевих рiвнянь

z(k + 1) = Az(k) + b, z(0) = c, c ∈ Rn, (1)

за вiдомою множиною розв’язкiв цiєї задачi

{z(0), z(1), . . . , z(q)} ∈ Rn, (2)

де A ∈ Rn×n — невiдома стала матриця; b, c ∈ Rn — невiдомi постiйнi вектор-стовпцi.
Визначимо оператор M[A] : Rm×n → Rm·n як оператор, що ставить у вiдповiднiсть мат-
рицi A ∈ Rm×n вектор B := M[A] ∈ Rm·n, утворений iз n стовпцiв матрицi A, а також
обернений оператор

M−1 [B] : Rm·n → Rm×n,
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який ставить у вiдповiднiсть вектору B матрицю A ∈ Rm×n. Зазначимо,що операторM[A],
як i обернений операторM−1[B], можуть бути зображенi явно [6 – 8]. Позначимо

{Θj}n
2

j=1 ∈ Rn×n

природний базис [9] простору Rn×n. Матрицю A шукаємо у виглядi суми

A =
n2∑
j=1

Θjaj , aj ∈ R1;

при цьому

Az(k) = Ξk a, Ξk :=
(
Θ1z(k) Θ2z(k) . . . Θn2z(k)

)
∈ Rn×n2

, a ∈ Rn2
.

Позначимо матрицю i вектори

Ω :=


Ξ0 In On2

· · · · · · · · ·

Ξq−1 In On2

On×n2 On×n2 In

∈ R(q+1)n×(n2+2n),

ω :=



z(1)

z(2)

. . .

z(q)

z(0)


, α :=


a

b

c

.

Невiдомi вектори a ∈ Rn2
, b, c ∈ Rn визначає рiвняння

Ωα = ω, α ∈ Rn2+2n, (3)

розв’язне за умови [10, 11]

PΩ∗ ω = 0. (4)

За умови (4) i тiльки за неї рiвняння (3) має сiм’ю розв’язкiв

α = Ω+ω + PΩrβr, βr ∈ Rr,

яка визначає матрицю

A =M−1(P0 α), P0 :=
(
In2 O O

)
∈ Rn2×(n2+2n)

та вектори
b =M−1(P1 α), c =M−1(P2 α);
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тут

P1 :=
(
O In O

)
∈ Rn×(n2+2n),

P2 :=
(
O O In

)
∈ Rn×(n2+2n),

Ω+ ∈ R(n2+2n)×qn — псевдообернена за Муром –Пенроузом матриця [1]; PΩ∗ : Rqn →
→ N(Ω∗) —матриця-ортопроектор, матриця PΩr ∈ Rn×r утворена з r лiнiйно незалежних
стовпцiв матрицi-ортопроектора PΩ ∈ R(n2+2n)×(n2+2n).

Таким чином, довели таку лему.
Лема. За умови (4) i тiльки за неї задача про вiдновлення задачi Кошi для системи рiз-

ницевих рiвнянь (1) за вiдомою множиною розв’язкiв цiєї задачi (2) має сiм’ю розв’язкiв

A =M−1
[
P0

(
Ω+ω + PΩrβr

)]
, b =M−1

[
P1(Ω+ω + PΩrβr)

]
,

c =M−1
[
P2(Ω+ω + PΩrβr)

]
, βr ∈ Rr.

За умови PΩ = 0 задача про вiдновлення задачi Кошi для системи рiзницевих рiвнянь (1)
за вiдомою множиною розв’язкiв цiєї задачi розв’язна однозначно.

Приклад 1. Умовидоведеної леми справджуються в задачi про вiдновлення задачiКошi
для системи рiзницевих рiвнянь (1) за вiдомою множиною розв’язкiв

z(0) :=

(
1

2

)
, z(1) :=

(
0

3

)
, z(2) :=

(
−2

3

)
, z(3) :=

(
−4

1

)
,

z(4) :=

(
−4

−3

)
, z(5) :=

(
0

−7

)
, z(6) :=

(
8

−7

)
. (5)

Природний базис простору R2×2 складають матрицi [9]

Θ1 =

(
1 0

0 0

)
, Θ2 =

(
0 0

1 0

)
, Θ3 =

(
0 1

0 0

)
, Θ4 =

(
0 0

0 1

)
,

при цьому

Ξ0 =

(
1 0 2 0

0 1 0 2

)
, Ξ1 =

(
0 0 3 0

0 0 0 3

)
, Ξ2 =

(
−2 0 3 0

0 −2 0 3

)
,

Ξ3 =

(
−4 0 1 0

0 −4 0 1

)
, Ξ4 =

(
−4 0 −3 0

0 −4 0 −3

)
,

Ξ5 =

(
0 0 −7 0

0 0 0 −7

)
, Ξ6 =

(
8 0 −7 0

0 8 0 −7

)
.
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Таким чином, отримуємо матрицю i вектор

Ω =



1 0 2 0 1 0 0 0

0 1 0 2 0 1 0 0

0 0 3 0 1 0 0 0

0 0 0 3 0 1 0 0

−2 0 3 0 1 0 0 0

0 −2 0 3 0 1 0 0

−4 0 1 0 1 0 0 0

0 −4 0 1 0 1 0 0

−4 0 −3 0 1 0 0 0
0 −4 0 −3 0 1 0 0

0 0 −7 0 1 0 0 0

0 0 0 −7 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1



, ω :=



0

3

−2

3

−4

1

−4

−3

0

−7

8

−7

1

2



,

якi забезпечують виконання умови (4), тому задача про вiдновлення задачi Кошi для сис-
теми рiзницевих рiвнянь

z(k + 1) = Az(k) + b, z(0) = c

за вiдомою множиною розв’язкiв (5) цiєї задачi розв’язна; тут

A =

(
1 −1

1 1

)
, b =

(
1

0

)
, c =

(
1

2

)
.

У даному випадку PΩ = 0, тому задача про вiдновлення задачi Кошi за вiдомою множиною
розв’язкiв (5) розв’язна однозначно.

За умови PΩ∗ω 6= 0 задача про вiдновлення задачi Кошi для лiнiйної системи рiзницевих
рiвнянь (1) за вiдомою множиною розв’язкiв цiєї задачi не розв’язна, при цьому її можна
регуляризувати аналогiчно [4, 12]. Для знаходження псевдорозв’язкiв задачi про вiдновлен-
ня задачi Кошi для системи рiзницевих рiвнянь (1) за вiдомою множиною розв’язкiв цiєї
задачi також застосовний метод найменших квадратiв [13, 14].

2. Умова розв’язностi задачi, оберненої до задачi Кошi для рiзницево-алгебраїчного рiв-
няння. За умови PΩ∗ω 6= 0 поставимо задачу про вiдновлення задачi Кошi для рiзницево-
алгебраїчного рiвняння

Az(k + 1) = Bz(k) + b, z(0) = c (6)

за вiдомою множиною розв’язкiв (2); тут A,B ∈ Rn×n — невiдомi постiйнi матрицi; b, c ∈
∈ Rn — невiдомi постiйнi вектор-стовпцi. Матрицi A, B будемо шукати у виглядi сум

A =

n2∑
j=1

Θjαj , αj ∈ R1, B =

n2∑
j=1

Θjβj , βj ∈ R1;
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при цьому
Az(k + 1) = Ξk+1 α, Bz(k) = Ξk β, α, β ∈ Rn2

,

де
Ξk :=

(
Θ1z(k) Θ2z(k) . . . Θn2z(k)

)
∈ Rn×n2

.

Позначимо матрицю

Ψ :=


Ξ1 −Ξ0 −In On×n

· · · · · · · · · · · ·

Ξq −Ξq−1 −In On×n

On×n2 On×n2 On×n2 In

∈ R(q+1)n×2n(n+1)

i вектори

ξ :=


α

β

b

c

∈ R2n(n+1), ψ :=


0

0

0

z(0)

∈ R(q+1)n.

Невiдомi вектори α, β ∈ Rn2
, b, c ∈ Rn визначає рiвняння

Ψ ξ = ψ, (7)

розв’язне за умови [10, 11]

PΨ∗ ψ = 0. (8)

За умови (8) i тiльки за неї рiвняння (7) має сiм’ю розв’язкiв

ξ = Ψ+ψ + PΨrζr, ζr ∈ Rr,

яка визначає матрицi

A =M−1(P0 ξ), P0 :=
(
In2 O O O

)
,

B =M−1(P1 ξ), P1 :=
(
O In2 O O

)
та вектори

b =M−1(P2 ξ), c =M−1(P3 ξ),

де

P2 :=
(
O O In O

)
∈ Rn×2n(n+1), P3 :=

(
O O O In

)
∈ Rn×2n(n+1),

PΨ∗ : R(q+1)n → N(Ψ∗) — матриця-ортопроектор, матриця PΨr ∈ R2n(n+1)×r утворена з r
лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроектора PΨ ∈ R2n(n+1)×2n(n+1)).

Отже, ми довели таку теорему.
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Теорема. За умови (8) i тiльки за неї задача про вiдновлення задачi Кошi для системи
рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (6) за вiдомою множиною розв’язкiв (2) має сiм’ю розв’язкiв

A =M−1(P0 ξ), B =M−1(P1 ξ),

b =M−1(P2 ξ), c =M−1(P3 ξ),

де

ξ = Ψ+ψ + PΨrζr, ζr ∈ Rr.

За умови PΨ = 0 задача про вiдновлення задачi Кошi для системи рiзницево-алгебраїч-
них рiвнянь (6) за вiдомою множиною розв’язкiв цiєї задачi розв’язна однозначно.

Приклад 2. Умови доведеної теореми виконуються в задачi про вiдновлення задачi
Кошi для системи рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (6) за вiдомою множиною розв’язкiв

z(0) :=

(
0

1

)
, z(1) :=

(
−1

1

)
, z(2) :=

(
−1

1

)
, z(3) :=

(
−1

0

)
,

z(4) :=

(
0

−1

)
, z(5) :=

(
1

−1

)
, z(6) :=

(
1

0

)
. (9)

Умови доведеної лемине виконуються в задачi про вiдновлення задачiКошi для системи
рiзницевих рiвнянь (1) за вiдомою множиною розв’язкiв (9). Дiйсно, матрицi

Ξ0 =

(
0 0 1 0

0 0 0 1

)
, Ξ1 =

(
−1 0 1 0

0 −1 0 1

)
, Ξ2 =

(
−1 0 1 0

0 −1 0 1

)
,

Ξ3 =

(
−1 0 0 0

0 −1 0 0

)
, Ξ4 =

(
0 0 −1 0

0 0 0 −1

)
,

Ξ5 =

(
1 0 −1 0

0 1 0 −1

)
, Ξ6 =

(
1 0 0 0

0 1 0 0

)

дозволяють переконатися, що умови (4) не виконуються: PΩ∗ ω 6= 0, тому задача про вiд-
новлення задачi Кошi для системи рiзницевих рiвнянь

z(k + 1) = Az(k) + b, z(0) = c

за вiдомою множиною розв’язкiв (9) цiєї задачi не розв’язна; тут
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Ω =



0 0 1 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 1 0 0

−1 0 1 0 1 0 0 0

0 −1 0 1 0 1 0 0

−1 0 1 0 1 0 0 0

0 −1 0 1 0 1 0 0

−1 0 0 0 1 0 0 0

0 −1 0 0 0 1 0 0

0 0 −1 0 1 0 0 0

0 0 0 −1 0 1 0 0

1 0 −1 0 1 0 0 0

0 1 0 −1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1



, ω :=



−1

1

−1

1

−1

0

0

−1

1

−1

1

0

0

1



.

У той же час умови доведеної теореми справджуються у задачi про вiдновлення задачi
Кошi для системи рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (6) за вiдомою множиною розв’язкiв (9)
цiєї задачi. Дiйсно, умова (8) у даному випадку виконується:

PΨ∗ ψ = 0,

тому задача про вiдновлення задачi Кошi для системи рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (6)

Az(k + 1) = B z(k) + b, z(0) = c

за вiдомою множиною розв’язкiв (5) цiєї задачi розв’язна; тут

Ψ =



−1 0 1 0 0 0 −1 0 −1 0 0 0

0 −1 0 1 0 0 0 −1 0 −1 0 0

−1 0 1 0 1 0 −1 0 −1 0 0 0

0 −1 0 1 0 1 0 −1 0 −1 0 0

−1 0 0 0 1 0 −1 0 −1 0 0 0

0 −1 0 0 0 1 0 −1 0 −1 0 0

0 0 −1 0 1 0 0 0 −1 0 0 0

0 0 0 −1 0 1 0 0 0 −1 0 0

1 0 −1 0 0 0 1 0 −1 0 0 0

0 1 0 −1 0 0 0 1 0 −1 0 0

1 0 0 0 −1 0 1 0 −1 0 0 0

0 1 0 0 0 −1 0 1 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



, ψ =



0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1



.
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У даному випадку

PΨ =
1

2



1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



6= 0, PΨr =



1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

0 0

−1 0

0 −1

0 0

0 0

0 0

0 0



,

тому задача про вiдновлення задачi Кошi за вiдомою множиною розв’язкiв (9) розв’язна не
однозначно. Наприклад, для cr :=

(
1 0

)∗ отримуємо

A =

(
1 0

0 0

)
, B =

(
0 −1

0 0

)
, b =

(
0

0

)
, c =

(
0

1

)
.

Сенс переходу вiд вiдновлення задачi Кошi для системи рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (1)
до вiдновлення задачi Кошi для системи рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (6) полягає у
суттєвому розширеннi розмiрностi невiдомих, зокрема, в даному прикладi вiд ω ∈ R8

до ψ ∈ R12.
Таким чином, вiдновлена задача Кошi для системи рiзницевих рiвнянь (6) вироджена

[15], причому має мiсце виродження першого порядку. При цьому задача Кошi для системи
рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (6) розв’язна:

z(k, c) = X1(k) c+K[ν1(j)](k), c = z(0) ∈ R2,

проте неоднозначно:

PA =

(
0 0

0 1

)
6= 0.

Тут X1(k) —- нормальна X1(0) = I2 фундаментальна матриця:

X1(1) =

(
0 −1

0 0

)
, X1(2) = X1(3) = X1(4) = X1(5) = X1(6) = 0.

Природно виникає питання: чи спiвпадають розв’язки системи рiзницевих рiвнянь (1) iз
заданою множиною розв’язкiв (9). Виявляється, що спiвпадають при

ν1(1) = ν1(2) = 1, ν1(3) = 0, ν1(4) = ν1(5) = −1, ν1(6) = 0.
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Якщо умова (8) розв’язностi задачi про вiдновлення задачi Кошi для системи рiзницево-
алгебраїчних рiвнянь (6) за вiдомою множиною розв’язкiв (2) не виконується, то можна
поставити задачу про вiдновлення задачi Кошi для системи рiзницево-алгебраїчних рiвнянь

Az(k + 1) = B z(k) + b, z(0) = c, c ∈ Rn,

за вiдомою множиною розв’язкiв (2); тут m > n, A,B ∈ Rm×n — невiдомi сталi матрицi,
b ∈ Rm — невiдомий сталий вектор-стовпець.

3. Умова розв’язностi задачi про вiдновлення скалярної задачi Кошi. Дослiдимо задачу
про вiдновлення задачi Кошi для системи рiзницевих рiвнянь

z(k + p) = a1z(k + p− 1) + . . .+ apz(k) + ap+1, z(0) = c0, . . . , z(p− 1) = cp−1 (10)

за вiдомою множиною розв’язкiв цiєї задачi

{z(0), z(1), . . . , z(q)} ∈ R1, q > p, (11)

де
a1, a2, . . . , ap, ap+1, c0, c1, . . . , cp−1 ∈ R1

— невiдомi сталi. Дотримуючись схеми методу найменших квадратiв, вимагаємо мiнiмi-
зацiї величини нев’язки [4, 12]

∆(a, c) :=

q−p∑
k=0

(z(k + p)− (a1z(k + p− 1) + . . .+ apz(k) + ap+1))2 +

p−1∑
k=0

(z(k)− ck)2 → min

для фiксованої множини розв’язкiв (11) цiєї задачi. Позначимо вектор

γ :=
(
a1 a2 . . . ap ap+1 c0 c1 . . . cp−1

)∗ ∈ R2p+1.

Для цiєї множини розв’язкiв мiнiмум функцiї ∆(γ) iснує, оскiльки неперервна невiд’ємна
функцiя досягає мiнiмуму. Невiдомi сталi визначає система

Γγ = δ, (12)

де

Φ(k) :=



z(k + p− 1)

z(k + p− 2)

· · · · · ·

z(k + 1)

z(k)

1


, δ :=

(
δ0

δ1

)
∈ R2p+1, δ1 :=



z(0)

z(1)

· · · · · ·

z(p− 2)

z(p− 1)


∈ Rp,

крiм того

Γ :=

(
Γ0 O

O Γ1

)
, Γ0 :=

q−p∑
k=0

Φ(k)Φ∗(k), Γ1 := Ip, δ0 :=

q−p∑
k=0

Φ(k)z(k + p).
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Система (12) однозначно розв’язна за умови невиродженостi матрицi Грама Γ :

γ = Γ−1δ,

при цьому a = Γ−1
0 δ0, c = δ1. Умова розв’язностi системи (12) det Γ 6= 0 рiвнозначна умовi

невиродженостi матрицi Грама Γ0.
Таким чином, довели таке твердження.
Наслiдок 1. За умови невиродженостi матрицi Грама Γ0 задача про вiдновлення задачi

Кошi для системи рiзницевих рiвнянь (10) однозначно розв’язна у сенсi мiнiмiзацiї величини
нев’язки ∆(a, c)→ min для фiксованої множини розв’язкiв (11) цiєї задачi:

a = Γ−1
0 δ0, c = δ1.

Приклад 3. Умовидоведеного наслiдку справджуються у випадку задачi про вiдновлен-
ня задачi Кошi для системи рiзницевих рiвнянь

z(k + 25) = a1z(k + 24) + . . .+ a24z(k) + a26, z(0) = c0, . . . , z(24) = c24 (13)

за вiдомою множиною розв’язкiв

{5833, 4285, 5336, 7235, 10057, 10155, 9144, 7167, 5572, 3261, 6377, 9084,

12946, 13276, 9012, 6792, 9642, 11833, 15053, 15850, 15292, 11145, 7893,

11476, 14174, 16669, 18132, 17424, 11932, 8346, 10533, 11226, 17569,

19893, 20341, 13738, 10179, 13276, 15415, 19419, 17463, 12112, 7856,

11680, 14553, 16427, 17479, 14984, 10282, 6506, 8940, 12162, 16235, 14277,

12711, 7939, 5062, 7915, 9590, 11627, 10072, 8549, 5094, 2758, 2758, 2472,

2576, 6038, 8404, 8710, 5372, 2817, 2208, 4538, 6813, 7562, 6796}.

Наведена множина являє собою данi “Української правди” щодо приросту захворюваностi
на Covid-19 з 28 лютого по 15 травня 2021 р.

Для наведеної множини розв’язкiв умову невиродженостi матрицi Грама Γ0 виконано:

det Γ0 = 390420375351333032625624795182978689692987927740 . . .

. . . 7091358312860965842789338472880919262407136283976574642753 . . .

. . . 6824709905414364826345549869819200880024513889724713165904 . . .

. . . 67654360510731548425181089870828838801472 6= 0,

тому задача про вiдновлення задачi Кошi для системи рiзницевих рiвнянь (13) 7-го порядку
найкращим чином у сенсi найменших квадратiв однозначно розв’язна:

y(n+ 25) = 2888,83− 0,359215 y(n) + 0,244 605 y(1 + n)−

− 0,0928 509 y(2 + n)− 0,213 853 y(3 + n) + 0,170 472 y(4 + n)−
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− 0,166244 y(5 + n) + 0,149 775 y(6 + n) + 0,0402 406 y(7 + n)+

+ 0,0118 887 y(8 + n) + 0,0836 438 y(9 + n)− 0,0583 258 y(10 + n)+

+ 0,298 539 y(11 + n) + 0,0508 938 y(12 + n)− 0,324 957 y(13 + n)+

+ 0,0864 673 y(14 + n) + 0,170 701 y(15 + n) + 0,150 117 y(16 + n)−

− 0,44 104 y(17 + n) + 0,29 153 y(18 + n) + 0,0396 246 y(19 + n)+

+ 0,41 965 y(20 + n) + 0,113 361 y(21 + n)− 0,39 698 y(22 + n)−

− 0,173 267 y(23 + n) + 0,967 565 y(24 + n),

причому

y(0) = 5833, y(1) = 4285, y(2) = 5336, y(3) = 7235, . . . , y(24) = 14 174.

Для оцiнки точностi отриманого розв’язку задачi про вiдновлення задачi Кошi для системи
рiзницевих рiвнянь (13) знайдемо вiдносне вiдхилення отриманого розв’язку{

5833, 4285, 5336, 7235, 10057, 10155, 9144, 7167, 5572, 3261, 6377,

9084, 12946, 13276, 9012, 6792, 9642, 11833, 15053, 15850, 15292, 11145,

7893, 11476, 14174, 16701, 1, 17265, 16163, 12236, 1, 9948, 74, 11762, 8,

15269, 3, 18093, 5, 18265, 5, 18078, 5, 14290, 2, 12135, 6, 13547, 9, 15171, 8,

16772, 16889, 8, 15916, 13241, 4, 10624, 6, 11656, 12990, 2, 14201, 7, 15067, 3,

14306, 6, 11604, 3, 8967, 12, 9489, 47, 10683, 3, 12347, 3, 12812, 6, 12251, 3,

9367, 55, 6186, 54, 6455, 74, 7055, 24, 8573, 1, 9422, 86, 9021, 23, 6822, 21,

4068, 37, 4169, 13, 5165, 61, 6656, 63, 7894, 87, 7729, 63, 5672, 83, 3241, 28,

3284, 08, 4241, 43, 5811, 16, 7032, 83, 6968, 32, 5391, 11
}

вiд вхiдних даних

δz :=
1

q + 1

√√√√ q∑
k=0

(z(k)− y(k))2 ≈ 175,8.

Середньоквадратичне для вiдхилення отриманого розв’язку вiд вхiдних даних при цьому
складає

σ :=
1

q + 1

√√√√ q∑
k=0

(z(k)− y(k)−M(∆z))2 ≈ 13,255,

де

M(∆z) :=
1

q + 1

q∑
k=0

(z(k)− y(k)) ≈ −52,8625
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— середнє вiдхилення отриманого розв’язку, найкращого у сенсi найменших квадратiв,
вiд вхiдних даних.

Знайдемо також вiдносне вiдхилення лiнiйної регресiї, знайденої за схемою методу
найменших квадратiв

u(k) :=
37 421 155

3081
− 3 591 235

79 079
k,

вiд вхiдних даних

δu :=
1

q + 1

√√√√ q∑
k=0

(u(k)− y(k))2 ≈ 532,438.

Визначимомо також вiдносне вiдхилення кубiчної регресiї, одержаної за схемою методу
найменших квадратiв [10, c. 41]:

v(k) :=
159 849 301

2 086 329 960
k3 − 38 778 620 471

2 434 051 620
k2 +

592 424 555 231

768 647 880
k +

1 183 488 565

332 748
, k ∈ N,

вiд вхiдних даних

δv :=
1

q

√√√√ q∑
k=0

(v(k)− y(k))2 ≈ 376,036.

Таким чином, вiдносне вiдхилення отриманого розв’язку задачi про вiдновлення задачi
Кошi для системи рiзницевих рiвнянь (13) вiд вхiдних даних менше, нiж вiдносне вiдхилен-
ня як лiнiйної, так i кубiчної регресiї, одержаних за схемою методу найменших квадратiв.

Зауважимо, що при знаходженнi розв’язку задачi про вiдновлення задачi Кошi для
системи рiзницевих рiвнянь, а також при розв’язаннi задачi про вiдновлення задачi Кошi
для системи рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (6) за вiдомою множиною розв’язкiв (2) ми не
фiксували базисних функцiй на вiдмiну вiд традицiйної схеми методу найменших квадра-
тiв [13, 14].

Задача про вiдновлення задачi Кошi для системи рiзницевих рiвнянь (1) за вiдомою
множиною розв’язкiв (1), а також задача про вiдновлення задачi Кошi для системи рiзни-
цевих рiвнянь (10), рiвнозначнi до задачi про знаходження автокореляцiї [16] для системи
векторiв (1).

Таким чином, задача про вiдновлення задачi Кошi для системи рiзницево-алгебраїчних
рiвнянь (6) за вiдомою множиною розв’язкiв (2) є узагальненням задачi про знаходження
автокореляцiї [16].
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