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Weakly nonlinear boundary-value problems for operator equations with a generalized invertible operator
in the linear part of the boundary-value problem in the critical case are considered. We obtain necessary
and sufficient conditions for the existence of at least one and unique solution of this boundary-value
problem and propose convergent iteration procedures for its construction.

Розглянуто слабконелiнiйнi крайовi задачi для операторних рiвнянь iз узагальнено оборотним опе-
ратором у лiнiйнiй частинi крайової задачi у критичному випадку. Отримано необхiднi та достатнi
умови iснування принаймнi одного та єдиного розв’язку, запропоновано збiжнi iтерацiйнi проце-
дури для його побудови.

Дослiдження слабко нелiнiйних крайових задач

(Lz)(t) = f(t) + εZ(z, t, ε),

`z(·, ε) = α+ εJ(z, ε)
(1)

для операторних рiвнянь iз узагальнено оборотними операторами у лiнiйнiй частинi у ба-
нахових просторах продовжує розвиток методiв теорiї збурень та методу малого параметра
Ляпунова –Пуанкаре [1], розвинутий київською школою нелiнiйної механiки.

Такi крайовi задачi для систем звичайних диференцiальних рiвнянь розглядалися в
перiодичному випадку в [2], для систем звичайних диференцiальних рiвнянь i систем
функцiонально-диференцiальних рiвнянь iз iмпульсним впливом у загальному нетеровому
випадку — в [3 – 5].

Узагальненням цих задач став їх розгляд у банахових просторах, коли скiнченнови-
мiрний евклiдовий простiр значень функцiї замiнювався на банаховий простiр. Слабко
нелiнiйнi крайовi задачi (1) для випадку, коли L — звичайний диференцiальний оператор,
який дiє у банаховому просторi, дослiджено в [6]. Важливою особливiстю цих задач є та,
що рiвняння Lz = f лiнiйної породжуючої крайової задачi має розв’язок при будь-якiй
правiй частинi, тобто оператор L є всюди розв’язним [7].

Крайову задачу (1) у випадку, коли L — iнтегральний не всюди розв’язний оператор
Фредгольма з виродженим ядром, розглянуто в [8].

Загального пiдходу до дослiдження слабко нелiнiйних крайових задач (1), у лiнiйнiй
частинi яких—не всюди розв’язний оператор, на сьогоднi не запропоновано. Дослiдження
таких задач у банахових просторах пов’язане з труднощами по узагальненому оберненню
операторiв та операторних матриць у банахових просторах.

Постановка задачi. Нехай l∞(I,B1) — банаховий простiр обмежених вектор-функцiй
z(t), визначених на скiнченному промiжку I зi значеннями у банаховому просторi B1, z(·) :
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I → B1 з нормою |||z||| = supt∈I ‖z(t)‖B1 , l∞(I,B2) — банаховий простiр обмежених
вектор-функцiй f(t), визначених на тому ж промiжку I зi значеннями у банаховому
просторi B2 з нормою |||f ||| = supt∈I ‖f(t)‖B2 , B —банаховий простiр векторiв зi сталими
компонентами, C[ε] — простiр неперервних по ε функцiй.

Розглянемо слабко нелiнiйну крайову задачу з малим невiд’ємним параметром ε, ε ∈
∈ Iε0 , Iε0 =: 0 ≤ ε ≤ ε0 :

Lz(·, ε)(t) = f(t) + εZ(z(t, ε), t, ε), (2)

`z(·, ε) = α+ εJ(z(·, ε), ε). (3)

Разом iз крайовою задачею (2), (3) розглянемо лiнiйну крайову задачу

Lz0(t) = f(t), (4)

`z0(·) = α, (5)

яку отримано з крайової задачi (2), (3) при ε = 0.

За аналогiєю з подiбними задачами для систем звичайних диференцiальних рiвнянь [2 –
4, 6], крайову задачу (4), (5) будемо називати породжуючою крайовою задачею для крайової
задачi (2), (3), розв’язки крайової задачi (4), (5) будемо називати породжуючими.

Крайову задачу (2), (3) будемо розглядати при умовах:

(а1 ) L : l∞(I,B1)×Iε0 → l∞(I,B2)×Iε0 — обмежений узагальнено оборот-
ний оператор;

(a2 ) Z : l∞(I,B1)×I ×Iε0 → l∞(I,B2)×Iε0 — нелiнiйний по z обмежений
оператор, який в околi породжуючого розв’язку ‖z− z0‖ ≤ q має похiдну Фреше
по z i неперервний по ε, q — достатньо мала величина;

(a3 ) Z(0, t, 0) = 0, Z ′z(0, t, 0) = 0;
(a4 ) f(t) ∈ l∞(I,B2);
(a5 ) ` : l∞(I,B1)→ B — лiнiйний обмежений вектор-функцiонал;
(a6 ) J : l∞(I,B1) × Iε0 → B × Iε0 — нелiнiйний по z обмежений вектор-

функцiонал, який в околi породжуючого розв’язку ‖z − z0‖ ≤ q має похiдну
Фреше по z i неперервний по ε;

(a7 ) J(0, 0) = 0, J ′z(0, 0) = 0;
(a8 ) α ∈ B.

(6)

Мета цiєї роботи: iз застосуванням загальної теорiї дослiдження лiнiйних крайових
задач для не всюди розв’язних операторних рiвнянь, теорiї узагальненого обернення опе-
раторiв у банахових просторах [9], а також узагальненого обернення операторних матриць
[10] знайти умови iснування та зображення загального розв’язку z(t, ε) крайової задачi (2),
(3), який належить простору l∞(I,B1) по t, простору C[ε] по ε i обертається при ε = 0 в
один iз породжуючих розв’язкiв крайової задачi (4), (5).

Задача буде розв’язуватися шляхом переходу за допомогою методiв типу Ляпунова –
Шмiдта вiд крайової задачi (2), (3) до операторної системи, для якої можна застосувати
збiжнi iтерацiйнi процедури, заснованi на принципi нерухомої точки [2 – 4]. Iнтервал збiж-
ностi iтерацiйних процедур може бути встановлений за допомогою мажорант Ляпунова
[1, 11], якi успiшно були застосованi для перiодичних крайових задач [2] i загальних
нетерових крайових задач [3, 4].
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Попереднi вiдомостi. Знайдемо необхiднi та достатнi умови розв’язностi, а також струк-
туру множини розв’язкiв z(t) ∈ l∞(I,B1) лiнiйної неоднорiдної породжуючої крайової
задачi (4), (5) у припущеннi, що виконується умова (а1 ) з (6), тобто оператор L узагальнено
оборотний.

Клас обмежених узагальнено оборотних операторiв, якi дiють iз банахового простору
X у банаховий простiр Y, надалi будемо позначати через GI(X,Y) (generalized inverse).

З узагальненої оборотностi оператора L випливає [12] його нормальна розв’язнiсть
i доповнювальнiсть нуль-простору N(L) i ядра R(L) у банахових просторах l∞(I,B1) i
l∞(I,B2) вiдповiдно. При цьому iснують [13] обмеженi проектори PN(L) : l∞(I,B1) →
→ N(L), PYL : l∞(I,B2) → YL, де YL = l∞(I,B2) 	 R(L) та обмежений узагальнено
обернений оператор L− до оператора L.

Вiдомо [9, c. 115], що операторне рiвняння (4) розв’язне для тих i лише тих f(t) ∈
∈ l∞(I,B2), якi задовольняють умову

(PYLf)(t) = 0.

При виконаннi цiєї умови операторне рiвняння (4) має загальний розв’язок

z0(t) = (PN(L)ẑ)(t) + (L−f)(t), t ∈ I, (7)

де ẑ(t) — довiльний елемент простору l∞(I,B1).
Пiдставивши розв’язок (7) у крайову умову (5), отримаємо операторне рiвняння

`(PN(L)ẑ)(·) + `
(
L−f

)
(·) = α

вiдносно довiльного елемента ẑ(t).
Позначимо через L = `PN(L) оператор, який дiє з банахового простору l∞(I,B1) у ба-

наховий простiр B. Оператор L : l∞(I,B1)→ B є обмеженим як суперпозицiя обмеженого
функцiонала ` та обмеженого оператора PN(L).

Нехай оператор L належить GI(l∞(I,B1),B). Тодi його ядро N(L) та образ R(L)
доповнювальнi в банахових просторах l∞(I,B1) та B вiдповiдно. Позначимо PN(L) :
l∞(I,B1) → N(L) обмежений проектор банахового простору l∞(I,B1) на нуль-простiр
оператора L, PYL : B→ YL — обмежений проектор банахового простору B на пiдпростiр
YL ⊂ B, YL = IB 	R(B), L− — узагальнено обернений оператор до оператора L.

Оскiльки оператор L узагальнено оборотний, а отже, нормально розв’язний, то рiв-
няння

(Lẑ) (·) = α− `
(
L−f

)
(·) (8)

розв’язне тодi й лише тодi, коли виконується умова

PYL
[
α− `

(
L−f

)
(·)
]

= 0,

при виконаннi якої воно має сiм’ю розв’язкiв

ẑ(t) =
(
PN(L)ẑ0

)
(t) +

(
L−
[
α− `

(
L−f

)
(·)
])

(t), (9)

де ẑ0(t) — довiльний елемент банахового простору l∞(I,B1), L− — узагальнено оберне-
ний оператор до оператора L.

Пiдставляючи (9) у (7), отримуємо загальний розв’язок крайової задачi (4), (5):

z0(t) =
(
PN(L)

{
(PN(L)ẑ0)(t) + L−

[
α− `(L−f)(·)

]})
(t) +

(
L−f

)
(t) =
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=
(
PN(L)PN(L)ẑ0

)
(t) + (Gf)(t) +

(
PN(L)L−α

)
(t),

де G — лiнiйний обмежений оператор, який називається узагальненим оператором Грiна
напiводнорiдної (α = 0) крайової задачi (4), (5),

(Gf)(t) =
(
L−f

)
(t)−

(
PN(L)L−`

(
L−f

)
(·)
)

(t). (10)

Суперпозицiя операторiв PN(L)PN(L) є проектором банахового простору l∞(I,B1) на
нуль-простiр N(Λ) оператора Λ = col [L, `]. Iншими словами, оператор PN(L)PN(L) є опе-
ратором розв’язку [14] вiдповiдної (4), (5) однорiдної крайової задачi.

Теорема 1 [9, c. 151]. Нехай оператори L ∈ GI(l∞(I,B1), l∞(I,B2)) та L ∈
∈ GI(l∞(I,B1),B). Тодi вiдповiдна (4), (5) однорiдна крайова задача має загальний розв’язок

z0(t) = (PN(Λ)ẑ0)(t),

де (PN(Λ) ∗)(t) = (PN(L)PN(L) ∗)(t) — оператор розв’язку вiдповiдної (4), (5) однорiдної
крайової задачi, ẑ0(t) — довiльний елемент банахового простору l∞(I,B1).

Неоднорiдна породжуюча крайова задача (4), (5) розв’язна для тих i лише тих f(t) ∈
∈ l∞(I,B2) i α ∈ B, якi задовольняють систему умов(PYLf)(t) = 0,

PYL [α− ` (L−f) (·)] = 0,
(11)

i при цьому вона має загальний розв’язок

z0(t, ẑ0) =
(
PN(Λ)ẑ0

)
(t) + (Gf)(t) +

(
PN(L)

(
L−α

))
(t), (12)

де (Gf)(t) — узагальнений оператор Грiна (10).
Основний результат. Слабко нелiнiйнi крайовi задачi. Розглянемо крайову задачу (2),

(3) у випадку, коли породжуюча крайова задача (4), (5) неоднозначно розв’язна.
З теореми 1 маємо, що породжуюча крайова задача (4), (5) має розв’язки тодi й лише

тодi, коли f(t) ∈ l∞(I,B2) i α ∈ B задовольняють систему умов (11), при виконаннi яких
вона має сiм’ю розв’язкiв (12).

Необхiдна умова iснування розв’язкiв. Припустимо, що f(t) ∈ l∞(I,B2) i α ∈ B такi,
що умови (11) виконано.

Теорема 2. Нехай крайова задача (2), (3) задовольняє умови (6) i має розв’язок z(t, ε),
неперервний по ε ∈ [0, ε0], який обертається при ε = 0 у деякий породжуючий розв’язок
z0(t, ẑ0) вигляду (12), отриманий при ẑ0 = ẑ]0. Тодi елемент ẑ]0 ∈ l∞(I,B1) задовольняє
систему рiвнянь PYLZ

(
z0

(
·, ẑ]0

)
, ·, ε

)
= 0,

PYL
{
J
(
z0

(
·, ẑ]0

)
, ε
)
− `L−Z

(
z0

(
·, ẑ]0

)
, ·, ε

)}
= 0.

Доведення. Нехай виконанi умови теореми. Тодi при всiх 0 ≤ ε ≤ ε0 справедливi
тотожностi

Lz(·, ε)(t) ≡ f(t) + εZ(z(t, ε), t, ε),

(`z)(·) ≡ α+ εJ(z(·, ε), ε).
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Використовуючи теорему 1 та з огляду на справедливiсть умов (11), для цiєї крайової
задачi отримаємо, що при всiх ε ∈ Iε0 , ε 6= 0, нелiнiйнi оператор Z(z(t, ε), t, ε) i функцiонал
J(z(·, ε), ε) задовольняють систему умовPYLZ(z(·, ε), ·, ε) = 0,

PYL {J(z(·, ε), ε)− `L−Z(z(·, ε), ·, ε)} = 0.
(13)

Тодi, оскiльки нелiнiйнi оператор Z(z, t, ε) i функцiонал J(z(·, ε), ε) задовольняють
умови (a2 ), (a3 ) та (a6 ), (a7 ) з (6) в околi (ε = 0) породжуючого розв’язку z0(t, ẑ0), то,
переходячи до границi при ε→ 0, z(t, ε)→ z0

(
t, ẑ]0

)
, отримаємо систему рiвностей

F (ẑ0) =

PYLZ
(
z0

(
t, ẑ]0

)
, ·, ε

)
= 0,

PYL
{
J
(
z0

(
·, ẑ]0

)
, ε
)
− `L−Z

(
z0

(
·, ẑ]0

)
, ·, ε

)}
= 0.

(14)

якi доводять теорему.
Якщо система (14) має деякий розв’язок ẑ0 = ẑ]0 ∈ l∞(I,B1), то елемент ẑ]0 визна-

чає породжуючий розв’язок z0
(
t, ẑ]0

)
, якому може вiдповiдати розв’язок z(t, ε) вихiдної

крайової задачi (2), (3), який обертається у z0
(
t, ẑ]0

)
при ε = 0.

Система операторних рiвнянь (14) аналогiчна вiдомому в теорiї перiодичних нелiнiй-
них коливань [3, 4] рiвнянню для породжуючих амплiтуд. Тому далi будемо називати її
системою рiвнянь для породжуючих елементiв крайової задачi (2), (3).

Якщо система рiвнянь (14) не має розв’язкiв, то й крайова задача (2), (3) не має розв’яз-
кiв. Такимчином, виконаннянеобхiдної умови (14) неоднозначно розв’язної крайової задачi
може бути забезпечене вибором елемента ẑ0 = ẑ]0 у сiм’ї породжуючих розв’язкiв (12).

Достатня умова iснування розв’язкiв. Знайдемо достатнi умови iснування розв’язку
крайової задачi (2), (3).

Виконуючи у крайовiй задачi (2), (3) замiну змiнної

z(t, ε) = z0

(
t, ẑ]0

)
+ x(t, ε),

в якiй елемент ẑ]0 ∈ l∞(I,B1) задовольняє систему рiвнянь для породжуючих елемен-
тiв (14), приходимо до такої задачi: знайти умови iснування й алгоритм побудови не-
перервного по ε розв’язку x(t, ε) ∈ l∞(I,B1)C[ε], який обертається в нуль при ε = 0
крайової задачi

Lx(·, ε)(t) = εZ
(
z0

(
t, ẑ]0

)
+ x(t, ε), t, ε

)
,

`x(·, ε) = εJ
(
z0

(
·, ẑ]0

)
+ x(·, ε), ε

)
.

(15)

Використовуючи умови (6) на нелiнiйнi оператор Z(z, t, ε) i функцiонал J(z, ε), видi-
лимо в них лiнiйнi частини по x i члени нульового порядку по ε. В результатi отримаємо
розвинення

Z
(
z0

(
t, ẑ]0

)
+ x(t, ε), t, ε

)
= Z0

(
t, ẑ]0

)
+ L0x(·, ε)(t) +R(x(t, ε), t, ε),

J
(
z0

(
·, ẑ]0

)
+ x(·, ε), ε

)
= J0

(
·, ẑ]0

)
+ `0x(·, ε) + `1(x(·, ε), ε),

(16)
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де:
Z0

(
t, ẑ]0

)
= Z

(
z0

(
t, ẑ]0(t)

)
, t, 0

)
: l∞(I,B1)× I → l∞(I,B2);

J0

(
·, ẑ]0

)
= J0

(
z0

(
·, ẑ]0(·)

)
, 0
)
: l∞(I,B1)→ B;

L0 : l∞(I,B1)×Iε0 → l∞(I,B2)×Iε0 —лiнiйний обмежений оператор, який є похiдною
Фреше вiд нелiнiйного оператора Z(z, t, ε) по z при z = z0

(
t, ẑ]0

)
;

`0 : l∞(I,B1)×Iε0 → B×Iε0 —лiнiйний обмежений вектор-функцiонал, який є похiд-
ною Фреше вiд нелiнiйного функцiонала J(z, ε) по z при z = z0

(
t, ẑ]0

)
;

R : l∞(I,B1) × I × Iε0 → l∞(I,B2) × Iε0 — нелiнiйний оператор, який задовольняє
умови (a2 ) i (a3 ) з (6);

`1 : l∞(I,B1)× I × Iε0 → B× Iε0 — нелiнiйний вектор-функцiонал, який задовольняє
умови (a6 ) i (a7 ) з (6).

Застосувавши до крайової задачi (15) теорему 1, отримаємо її загальний розв’язок

x(t, ε) =
(
PN(Λ)x̂

)
(t) + x̄(t, ε),

де елемент x̂ визначається з системи умов розв’язностi (13)
PYL

{
Z0

(
·, ẑ]0

)
+ L0x(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)

}
= 0,

PYL
{
J0

(
·, ẑ]0

)
+ `0x(·, ε) + `1 (x(·, ε), ε)−

−`L−
[
Z0

(
·, ẑ]0

)
+ L0x(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)

]}
= 0,

а вектор-функцiя x̄(t, ε) — частинний розв’язок неоднорiдної крайової задачi (15), який
знаходиться за формулою

x̄(t, ε) = ε

[(
GZ

(
z0

(
·, ẑ]0

)
+ x(·, ε), ·, ε

))
(t)+

+
(
PN(L)L−J

(
z0

(
·, ẑ]0

)
+ x(·, ε), ε

))
(t)

]
.

де G — узагальнений оператор Грiна (10).
Використовуючи розвинення (16) i той факт, що елемент ẑ]0 необхiдно задовольняє

систему рiвнянь для породжуючих елементiв (14), для знаходження розв’язку x(t, ε) слабко
нелiнiйної крайової задачi (2), (3) приходимо до еквiвалентної операторної системи

x(t, ε) =
(
PN(Λ)x̂

)
(t) + x̄(t, ε),

(B0x̂) (t) = −


PYL {L0x̄(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)}

PYL
{
`0x̄(·, ε) + `1(x(·, ε), ε)−

−`L− [L0x̄(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]
}
, (17)
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x̄(t, ε) = ε
[(
G
{
Z
(
·, ẑ]0

)
+ L0

[
(PN(Λ)x̂)(t) + x̄(·, ε)

]
+

+R (x(·, ε), ·, ε)
})

(t) +
(
PN(L)L−

{
J(·, ẑ]0)+

+ `0
[(
PN(Λ)x̂

)
(·) + x̄(·, ε)

]
+ `1(x(·, ε), ε)

})
(t)
]
,

де B0 =

[
B1
B2

]
— операторна матриця, B1 = PYLL0PN(Λ), B1 : l∞(I,B1) → l∞(I,B2),

B2 = PYL [`0 − `L−L0]PN(Λ), B2 : l∞(I,B1)→ B — лiнiйнi обмеженi оператори.
Iснування розв’язку слабко нелiнiйної крайової задачi (15) i, як наслiдок, крайової

задачi (2), (3) залежить вiд iснування розв’язку другого рiвняння операторної системи (17).
Розглянемо питання про умови розв’язностi та вигляду загального розв’язку другого

рiвняння операторної системи (17) з операторною матрицею B0 =

[
B1
B2

]
.

Якщо у скiнченновимiрних просторах узагальнене обернення операторної матрицi B0,
яка як правило є сталою, не є проблемою, то у банахових просторах узагальнене обернення
операторної матрицi викликає певнi труднощi. Для розв’язання цiєї задачi скористаємося
роботою [10].

Вiдомо [10, c. 538], що операторна матриця B0 — узагальнено оборотна тодi й лише
тодi, коли узагальнено оборотнi оператори B1 та B̂2 = B2PN(B1).

Нехай B1 ∈ GI(l∞(I,B1), l∞(I,B2) та B̂2 ∈ GI(l∞(I,B1),B). Внаслiдок узагаль-
неної оборотностi операторiв B1 та B̂2 iснують [12, 13] обмеженi проектори PN(B1) :
l∞(I,B1)→ N(B1) на нуль-простiр N(B1) i PYB1

: l∞(I,B2)→ YB1 —на пiдпростiр YB1 =

= l∞(I,B2) 	 R(B1) оператора B1 та обмеженi проектори P
N(B̂2) : l∞(I,B1) → N(B̂2) —

на нуль-простiр i PYB̂2
: B → YB̂2 — на пiдпростiр YB̂2 = IB 	 R

(
B̂2
)

оператора B̂2, а
також обмеженi узагальнено оберненi оператори B−1 , B̂−2 .

Наслiдком узагальненої оборотностi оператора B0 є його нормальна розв’язнiсть [12].
За класифiкацiєю С. Г. Крейна [7] друге рiвняння операторної системи (17) може бути:
однозначно розв’язним (PN(B0) ≡ 0), всюди розв’язним (PYB0

≡ 0), неоднозначно i не
всюди розв’язним (PN(B0) 6= 0,PYB0

6= 0).
Побудова принаймнi одного розв’язку. Розглянемо загальний випадок, коли друге рiв-

няння операторної системи (17) неоднозначно i не всюди розв’язне, тобто PN(B0) 6= 0,
PYB0

6= 0.
Оскiльки оператор B0 нормально розв’язний, то, використовуючи теорему 1 з [10,

c. 538] про розв’язнiсть рiвняння з операторною матрицею, маємо, що друге рiвняння
операторної системи (17) має розв’язок тодi й лише тодi, коли виконується умова

PYB0

[
PYL {L0x̄(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)}

PYL {`0x̄(·, ε) + `1(x(·, ε), ε)− `L− [L0x̄(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]}

]
= 02×1, (18)

при виконаннi якої воно має сiм’ю розв’язкiв

x̂(t, ε) =
(
PN(B0)x̃

)
(·, ε) −

− B−0

[
PYL {L0x̄(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)}

PYL {`0x̄(·, ε) + `1(x(·, ε), ε)− `L− [L0x̄(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]}

]
, (19)
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де 02×1 — (2×1)-вимiрна нульова матриця, PN(B0) = PN(B1)PN(B̂2) —обмежений проектор
на нуль-простiр оператора B0, x̃(·, ε) —довiльний елемент банахового простору l∞(I,B1),

B−0 =
[
B−1 − PN(B1)B̂

−
2 B2B

−
1 , PN(B1)B̂

−
2

]
(20)

— обмежена узагальнено обернена операторна матриця до операторної матрицi B0,

PYB0
=

[
PYB1

0

−PYB̂2
B2B−1 PYB̂2

]
(21)

— обмежений проектор на пiдпростiр YB0 = Il∞(I,B2)×B 	R(B0).
Для скорочення записiв позначимо

P̃ = −PYB̂2
B2B−1 , B̃−1 = B−1 − PN(B1)B̂

−
2 B2B

−
1 , B̃−2 = PN(B1)B̂

−
2 . (22)

Фiксуючи елемент x̃(t, ε) = x̃0(t, ε), отримаємо один iз сiм’ї розв’язкiв другого рiвняння
операторної системи (17) x̃∗(t, ε) =

(
PN(B0)x̃0(·, ε)

)
(t) ∈ N(B0).

Тодi з урахуванням (21) i позначень (22) маємо, що друге рiвняння операторної систе-
ми (17) буде розв’язне тодi й лише тодi, коли виконується умова

PYB0

[
PYL
PYL

]
=

PYB1
0

P̃ PYB̂2

[PYL
PYL

]
= 02×1. (23)

При виконаннi умови (23) операторна система (17) буде мати вигляд

x(t, ε) =
(
PN(Λ)x̂

)
(t) + x̄(t, ε),

x̂(t, ε) = x̃∗(t, ε)− B̃−1 PYL [L0x̄(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]−

− B̃−2 PYL
[
`0x̄(·, ε) + `1(x(·, ε), ε)− `L− [L0x̄(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]

]
, (24)

x̄(t, ε) = ε
[(
G
{
Z(·, ẑ]0) + L0[(PN(Λ)x̂)(·) + x̄(·, ε)] +R(x(·, ε), ·, ε)

})
(t)+

+
(
PN(L)L−

{
J(·, ẑ]0) + `0

[
(PN(Λ)x̂)(·) + x̄(·, ε)

]
+ `1(x(·, ε), ε)

})
(t)
]
.

Покажемо, що операторну систему (24) можна привести до системи, для розв’язання
якої можна застосувати метод простих iтерацiй.

Позначимо:
y(·, ε) = col

(
x(·, ε), x̂(·, ε), x̄(·, ε)

)
— вектор-стовпець iз банахового простору B =

= l∞(I,B1)× l∞(I,B1)× l∞(I,B1) ;
клiтково-матричний оператор верхньотрикутникового вигляду

W =


0 PN(Λ) Il∞(I,B1)

0 0 K

0 0 0

, (25)
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де K — обмежений оператор, дiя якого на вектор-функцiю
[
g1(t)

g2(t)

]
здiйснюється за пра-

вилом (
K

[
g1(·)

g2(·)

])
(t) = −

[
B̃−1 , B̃−2

][ (PYLL0g1)(t)

(PYL (`0 − `L−L0)) g2(·)

]
,

U(y(t, ε), t, ε) =

=



0

x̃∗(t, ε)−
[
B̃−1 , B̃−2

][ PYLR(x(·, ε), ·, ε)

PYL {`1(x(·, ε), ε)− `L−R(x(·, ε), ·, ε)}

]
ε
{(

G
[
Z
(
·, ẑ]0

)
+ L0[

(
PN(Λ)x̂

)
(·) + x̄(·, ε)] +R(x(·, ε), ·, ε)

])
(t)+

+
(
PN(L)L−

[
J(·, ẑ]0) + `0

[(
PN(Λ)x̂

)
(·) + x̄(·, ε)

]
+ `1(x(·, ε), ε)

])
(t)
}


— векторна оператор-функцiя, яка задовольняє умови (a2 ), (a3 ) з (6).

Оператори, якi складають клiтинно-матричний оператор (25), лiнiйнi обмеженi за озна-
ченням або як суперпозицiї лiнiйних обмежених операторiв.

Використовуючи введенi позначення, операторну систему (24) запишемо у виглядi

y(t, ε) = (Wy(·, ε)) (t) + (U(y(·, ε), ·, ε)) (t) (26)

або
(Vy(·, ε))(t) = U(y(t, ε), t, ε),

де

V = IB −W =


Il∞(I,B1) −PN(Λ) −Il∞(I,B1)

0 Il∞(I,B1) −K

0 0 Il∞(I,B1)

. (27)

Оскiльки клiтинно-матричний оператор V має верхньотрикутниковий вигляд iз тотож-
ними операторами на головнiй дiагоналi, то безпосередньою перевiркою можна перекона-
тися, що вiн має обернений оператор

V−1 =


Il∞(I,B1) PN(L) PN(L)K + Il∞(I,B1)

0 Il∞(I,B1) K

0 0 Il∞(I,B1)

.
Оператор V−1 дiє на вектор-стовпець y = col (x, x̂, x̄) за правилом

V−1y =


x+ PN(L)x̂+ PN(L)Kx̄+ Il∞(I,B1)x̄

x̂+Kx̄

x̄

.
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Для доведення обмеженостi оператора V−1 покажемо, що iснує константа c > 0 така,
що для всiх y ∈ B виконується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣V−1y∣∣∣∣∣∣

B
≤ c

{
|||x|||l∞(I,B1)

+ |||x̂|||l∞(I,B1)
+ |||x̄|||l∞(I,B1)

}
.

Для цього доведемо обмеженiсть кожної компоненти вектора V−1y у банаховому прос-
торi l∞(I,B1).

Оператори, якi входять до клiтинно-матричного оператора V−1, лiнiйнi обмеженi за
визначенням. Оператор K обмежений як суперпозицiя лiнiйних обмежених операторiв.
Позначимо норми операторiв∣∣∣∣∣∣PN(L)

∣∣∣∣∣∣
l∞(I,B1)

= p, |||K|||l∞(I,B1)
= k.

Враховуючи введенi позначення, отримуємо∣∣∣∣∣∣x+ PN(L)x̂+ PN(L)Kx̄+ Ix̄
∣∣∣∣∣∣

l∞(I,B1)
≤

≤ |||x|||l∞(I,B1)
+
∣∣∣∣∣∣PN(L)x̂

∣∣∣∣∣∣
l∞(I,B1)

+
∣∣∣∣∣∣PN(L)Kx̄

∣∣∣∣∣∣
l∞(I,B1)

+

+ |||Ix̄|||l∞(I,B1)
≤ |||x|||l∞(I,B1)

+ p |||x̂|||l∞(I,B1)
+ (pk + 1) |||x̄|||l∞(I,B1)

,

|||x̂+Kx̄|||l∞(I,B1)
≤ |||x̂|||l∞(I,B1)

+ |||Kx̄|||l∞(I,B1)
≤

≤ |||x̂|||l∞(I,B1)
+ k |||x̄|||l∞(I,B1)

.

Таким чином,∣∣∣∣∣∣V −1y∣∣∣∣∣∣
B
≤ |||x|||l∞(I,B1)

+ (p+ 1) |||x̂|||l∞(I,B1)
+ (pk + k + 2) |||x̄|||l∞(I,B1)

≤

≤ c
{
|||x|||l∞(I,B1)

+ |||x̂|||l∞(I,B1)
+ |||x̄|||l∞(I,B1)

}
,

де c = max{1, p+ 1, pk + k + 2}. Тим самим обмеженiсть оператора V−11 доведено.
Оскiльки нелiнiйний оператор U залежить вiд ε, а оператор V−1 обмежений, то, ва-

рiюючи параметром ε, можна зробити так, щоб суперпозицiя операторiв V−1U була опе-
ратором стиску. Тодi, використовуючи принцип стискаючих вiдображень, отримаємо, що
система (24) має принаймнi один розв’язок.

Для побудови розв’язкiв крайової задачi (2), (3) збудуємо такий iтерацiйний процес.
Наближення x̄k+1(t, ε) до x̄(t, ε) будемо шукати як частиннi розв’язки крайових задач

Lx̄k+1(·, ε)(t) = ε
{
Z0

(
t, ẑ]0

)
+
(
L0

[
(PN(Λ)x̂k)(·) + x̄k(·, ε)

])
(t) +R(xk(t, ε), t, ε)

}
,

(28)

`x̄k+1(·, ε) = ε
{
J0

(
·, ẑ]0

)
+ `0

[(
PN(Λ)x̂k

)
(·) + x̄k(·, ε)

]
+ `1(xk(·, ε), ε)

}
, k = 0, 1, 2, . . . .

Оскiльки ẑ]0 ∈ l∞(I,B1) є розв’язком системи рiвнянь для породжуючих елементiв (14),
то з необхiдної та достатньої умови iснування розв’язкiв крайових задач (28) одержимо
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операторнi рiвняння

(B0x̂k) (t) =


PYL {L0x̄k(·, ε) +R(xk(·, ε), ·, ε)}

PYL
{
`0x̄k(·, ε) + `1(xk(·, ε), ε)−

−`L−
[
L0x̄k(·, ε) +R(xk(·, ε), ·, ε)

]}
, (29)

з яких знаходяться k -тi наближення x̂k(t, ε) до x̂(t, ε).
За теоремою 1 з урахуванням розвинень (16) частиннi розв’язки крайових задач (28)

набувають вигляду

x̄k+1(t, ε) =ε
[ (
G
{
Z
(
·, ẑ]0

)
+ L0

[(
PN(Λ)x̂k

)
(·) + x

(1)
k (·, ε)

]
+R (xk(·, ε), ·, ε)

})
(t)+

+
(
PN(L)L−

{
J
(
z0

(
·, ẑ]0

)
+ `0

[(
PN(Λ)x̂k

)
(·) + x

(1)
k (·, ε)

])
+

+ `1 (xk(·, ε), ε)
})

(t)
]
.

Розв’язнiсть операторних рiвнянь (29) вiдносно x̂k(t) для кожного k забезпечується
виконанням умови (23).

Тодi (k + 1)-ше наближення xk+1(t, ε) до x(t, ε) буде мати вигляд

xk+1(t, ε) =
(
PN(Λ)x̂k

)
(t) + x̄k+1(t, ε), k = 0, 1, 2, . . . ,

де x0(t, ε) = x̄0(t, ε) = 0, x1(t, ε) = x̄1(t, ε).
Таким чином, для крайової задачi (2), (3) справедлива така теорема.
Теорема 3. Нехай крайова задача (2), (3) задовольняє умови (6), а вiдповiдна породжуюча

крайова задача (4), (5) при виконаннi умов (11) має сiм’ю породжуючих розв’язкiв (12).
Тодi, якщо B1 ∈ GI(l∞(I,B1), l∞(I,B2)) та B̂2 ∈ GI(l∞(I,B1),B) i виконуються умови

PN(B0) = PN(B1)PN(B̂2) 6= 0,PYB1
0

P̃ PYB̂2

[PYL
PYL

]
= 02×1,

то для кожного елемента ẑ]0 ∈ l∞(I,B1), який задовольняє систему рiвнянь для породжуючих
елементiв (14), крайова задача (2), (3) має принаймнi один розв’язок z(t, ε), неперервний по
ε, який обертається у породжуючий розв’язок z

(
t, ẑ]0

)
при ε = 0.

Цей розв’язок можна знайти за допомогою збiжного на [0, ε∗] ⊂ [0, ε0] iтерацiйного
процесу

zk+1(t, ε) = z0

(
t, c]0

)
+ xk+1(t, ε),

xk+1(t, ε) = (PN(Λ)x̂k)(t) + x̄k+1(t, ε),

x̂k(t, ε) = x̃∗(t, ε)− B̃−1 PYL {L0x̄k(·, ε) +R(xk(·, ε), ·, ε)}−

− B̃−2 PYL
{
`0x̄k(·, ε) + `1(xk(·, ε), ε)− `L− [L0x̄k(·, ε) +R(xk(·, ε), ·, ε)]

}
, (30)
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x̄k+1(t, ε) = ε
[ (
G
{
Z
(
·, ẑ]0

)
+ L0

[(
PN(Λ)x̂k

)
(·) + x̄k(·, ε)

]
+R (xk(·, ε), ·, ε)

})
(t)+

+
(
PN(L)L−

{
J
(
z0

(
·, ẑ]0

)
+ `0

[(
PN(Λ)x̂k

)
(·) + x̄k(·, ε)

])
+ `1 (xk(·, ε), ε)

})
(t)
]
,

x0(t, ε) = x̄0(t, ε) = 0, x1(t, ε) = x̄1(t, ε), k = 0, 1, 2, . . . .

Зауваження 1. Якщо PN(B0) 6= 0, а PYB0
= 02×2, то умова розв’язностi другого рiвняння

системи (17) буде завжди виконуватися. Тодi з (21) маємо, що PYB1
= 0 i PYB̂2

= 0
одночасно.

Це означає, що оператори B1 та B̂2 будуть d-нормальнi (dimYB1 = 0),
(

dimYB̂2 = 0
)
i

для них iснують правi оберненi оператори (B1)−1r
(
B̂2
)−1
r

[15].
Тодi з (20) маємо

B−0 = (B0)−1r =

[
(B1)−1r − PN(B1)

(
B̂2
)−1
r
B2(B1)−1r , PN(B1)

(
B̂2
)−1
r

]
i в iтерацiйнiй процедурi (30)

B̃−1 = (B1)−1r − PN(B1)

(
B̂2
)−1
r
B2(B1)−1r , B̃−2 = PN(B1)

(
B̂2
)−1
r
.

Побудова єдиного розв’язку. Нехай PB0 = PN(B1)PN(B̂2) = 0.

Тодi друге рiвняння системи (17)

(B0x̂) (t) = −


PYL

{
L0x̄(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)

}
PYL

{
`0x̄(·, ε) + `1(x(·, ε), ε)−

−`L− [L0x̄(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]
}


при виконаннi умови PYB0

[
PYL
PYL

]
= 02×1 буде мати єдиний розв’язок

x̂(t) = −B−0


PYL {L0x̄(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)}

PYL
{
`0x̄(·, ε) + `1(x(·, ε), ε)−

−`L− [L0x̄(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]
}
, (31)

оскiльки x∗(t, ε) = PB0 x̃0(t, ε) ≡ 0.
При цьому операторна система (24) набуде вигляду

x(t, ε) =
(
PN(Λ)x̂

)
(t) + x̄(t, ε),

x̂(t) = −B̃−1 PYL [L0x̄(·, ε) +R (x(·, ε), ·, ε)]−

− B̃−2 PYL
[
`0x̄(·, ε) + `1 (x(·, ε), ε)− `L− [L0x̄(·, ε) +R (x(·, ε), ·, ε)]

]
, (32)

x̄(t, ε) = ε
[ (
G
{
Z
(
·, ẑ]0

)
+ L0

[(
PN(Λ)x̂

)
(·) + x̄(·, ε)

])
+R (x(·, ε), ·, ε)

}
(t)+

+
(
PN(L)L−

{
J
(
·, ẑ]0

)
+ `0

[(
PN(Λ)x̂

)
(t) + x̄(·, ε)

])
+ `1 (x(·, ε), ε)

}
(t)
]
.
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Операторна система (32) схожа на операторну систему (24), проте вони мають прин-
ципову вiдмiннiсть. На вiдмiну вiд системи (24), де x̂(t, ε) — один iз частинних розв’язкiв
другого рiвняння, взятий при деякому фiксованому x∗(t, ε) = PB0 x̃0(t, ε), у операторнiй
системi (32) x̂(t, ε) — єдиний розв’язок другого рiвняння.

Використовуючи введенi вище позначення для y(t, ε) та оператораW (25), систему (32)
можна подати у виглядi рiвняння

y(t, ε) = (Wy(·, ε)) (t) + U1(y(·, ε), ·, ε)(t), (33)

де

U1(y(t, ε), t, ε) =

=



0

−
[
B̃−1 , B̃−2

][ PYLR(x(·, ε), ·, ε)

PYL
{
`1(x(·, ε), ε)− `L−R(x(·, ε), ·, ε)

}]
ε
{(
G
[
Z
(
·, ẑ]0

)
+ L0

[(
PN(Λ)x̂

)
(·) + x̄(·, ε)

]
+R (x(·, ε), ·, ε)

])
(t)+

+
(
PN(L)L−

[
J
(
·, ẑ]0

)
+ `0

[(
PN(Λ)x̂

)
(·) + x̄(·, ε)

]
+ `1 (x(·, ε), ε)

])
(t)
}


— нелiнiйна обмежена вектор-функцiя.

Операторне рiвняння (33) еквiвалентне рiвнянню

Vy(t, ε) = U1(y(·, ε), ·, ε)(t),

де оператор V має вигляд (27). Внаслiдок обмеженостi промiжку I, операторiв V−1 та
U1(ε) = U1(y(·, ε), ·, ε)(t) iснує ε∗ ≤ ε0 таке, що для всiх ε ≤ ε∗ оператор V−1U1(ε) буде
оператором стиску, а рiвняння

y(t, ε) = V −1U1(y(·, ε), ·, ε)(t)

має єдину нерухому точку, яка буде розв’язком операторної системи (32).
Теорема 4. Нехай крайова задача (2), (3) задовольняє умови (6), а вiдповiдна породжуюча

крайова задача (4), (5) при виконаннi умов (11) має сiм’ю породжуючих розв’язкiв (12).
Тодi, якщо B1 ∈ GI(l∞(I,B1), l∞(I,B2)), B̂2 ∈ GI(l∞(I,B1),B) i виконуються умови

PN(B0) = PN(B1)PN(B̂2) = 0,PYB1
0

P̃ PYB̂2

[PYL
PYL

]
= 02×1,

то для кожного елемента ẑ]0 ∈ l∞(I,B1), який задовольняє систему рiвнянь для породжуючих
елементiв (14), крайова задача (2), (3) має єдиний розв’язок z(t, ε), неперервний по ε, який
обертається у породжуючий розв’язок z(t, ẑ]0) при ε = 0.

Цей розв’язок можна знайти за допомогою збiжного на [0, ε∗] ⊂ [0, ε0] iтерацiйного
процесу

zk+1(t, ε) = z0

(
t, c]0

)
+ xk+1(t, ε),
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xk+1(t, ε) =
(
PN(Λ)x̂k

)
(t) + x̄k+1(t, ε),

x̂k(t, ε) = −B̃−1 PYL
{
L0x̄k(·, ε) +R (xk(·, ε), ·, ε)

}
−

− B̃−2 PYL
{
`0x̄k(·, ε) + `1 (xk(·, ε), ε)− `L−

[
L0x

(1)
k (·, ε) +R (xk(·, ε), ·, ε)

]}
, (34)

x̄k+1(t, ε) = ε
[ (
G
{
Z
(
·, ẑ]0

)
+ L0

[(
PN(Λ)x̂k

)
(·) + x̄k(·, ε)

]
+R (xk(·, ε), ·, ε)

})
(t)+

+
(
PN(L)L−

{
J
(
·, ẑ]0

)
+ `0

[(
PN(Λ)x̂k

)
(t) + x̄k(·, ε)

]
+ `1 (xk(·, ε), ε)

})
(t)
]
.

x0(t, ε) = x̄0(t, ε) = 0, x1(t, ε) = x̄1(t, ε), k = 0, 1, 2, . . . .

Зауваження 2. Умову PB0 = PN(B1)PN(B̂2) = 0 буде виконано, якщо або PN(B1) = 0,

або P
N(B̂2) = 0. Одночасно рiвними нулю цi проектори бути не можуть.

Дiйсно, якщо PN(B1) = 0, PYB1
6= 0, то оператор B1 буде n-нормальним iз нульовим

ядром
(
PN(B1) = 0

)
. Тодi B̂2 = B2PN(B1) = 0, а P

N(B̂2) = Il∞(I,B1) i з (20) маємо

B−0 =
[
(B1)−1l , 0

]
,

де (B1)−1l — лiвий обернений оператор до оператора B−1 [15].
Якщо PN(B1) = 0, PYB1

= 0, то оператор B1 буде оборотним, а B̂2 = B2PN(B1) = 0. Тодi
P
N(B̂2) = Il∞(I,B1) i з (20) маємо

B−0 =
[
B−11 , 0

]
,

де B−11 — обернений оператор до оператора B1.
Якщо P

N(B̂2) = 0 i PYB̂2
6= 0, то оператор B̂2 буде n-нормальним iз нульовим ядром.

У цьому випадку проектор PN(B1) не може бути нульовим, оскiльки тодi проектор P
N(B̂2)

був би тотожним оператором. У цьому випадку з (20) маємо

B−0 =

[
B−1 − PN(B1)

(
B̂2
)−1
l
B2B−1 , PN(B1)

(
B̂2
)−1
l

]
,

де
(
B̂2
)−1
l

— лiвий обернений оператор до оператора B̂2.
А якщо P

N(B̂2) = 0 i PYB̂2
= 0, то оператор B̂2 буде оборотним.

Тодi з (20) маємо

B−0 =
[
B−1 − PN(B1)B̂

−1
2 B2B

−
1 , PN(B1)B̂

−1
2

]
,

де B̂−12 — обернений оператор до оператора B̂2.
Зауваження 3. Якщо B1 — обмежений, а B2 — оборотний оператори, то, як показано

в [10, c. 477],

B−0 =
[
0, B−12

]
, PYB0

=

[
IB2 B1B−12

0 0

]
.
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