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The study of differential-algebraic boundary-value problems was originated in the works of Weierstrass,
Luzin, and Gantmakher. The works of Campbell, Boyarintsev, Chistyakov, Samoilenko, Perestyuk,
Yakovets, Boichuk, Ilchmann, and Reis are devoted to the systematic study of differential-algebraic
boundary-value problems. At the same time, the study of differential-algebraic boundary-value problems
is closely related to the study of linear boundary-value problems for ordinary differential equations ini-
tiated in the works of Poincaré, Lyapunov, Krylov, Bogolyubov, Malkin, Myshkis, Grebenikov, Ryabov,
Mitropolsky, Kiguradze, Samoilenko, Perestyuk, and Boichuk. The study of linear differential-algebraic
boundary-value problems is connected with numerous applications of the corresponding mathematical
models to the theory of nonlinear oscillations, mechanics, biology, radio engineering, and the theory
of stability of motion. Thus, the actual problem is the extension of the results obtained in the works of
Campbell, Samoilenko, and Boichuk to nonlinear integro-differential boundary-value problems unsolvable
with respect to the derivative, in particular, finding the necessary and sufficient conditions for the exi-
stence of solutions of nonlinear integro-differential boundary-value problems unsolvable with respect to
the derivative. In the present paper, we determine conditions for the existence of solutions of the nonli-
near integro-differential boundary-value problem unsolvable with respect to the derivative and present a
constructive scheme for their finding.

Дослiдження диференцiально-алгебраїчних рiвнянь започатковано в роботах Вейєрштрасса, Лузi-
на та Гантмахера. Роботи Campbell, Бояринцева, Чистякова, Самойленка, Перестюка, Яковця, Бой-
чука, Ilchmann та Reis присвячено систематичному дослiдженню диференцiально-алгебраїчних
крайових задач. У той же час дослiдження диференцiально-алгебраїчних крайових задач тiсно
пов’язане з вивченням лiнiйних крайових задач для звичайних диференцiальних рiвнянь, започат-
кованих у роботах Пуанкаре, Ляпунова, Крилова, Боголюбова, Малкiна, Мишкiса, Гребенiкова,
Рябова, Митропольського, Кiгурадзе, Самойленка, Перестюка та Бойчука. Дослiдження лiнiйних
диференцiально-алгебраїчних рiвнянь пов’язане з численними застосуваннями вiдповiдних мате-
матичних моделей у теорiї нелiнiйних коливань, механiцi, бiологiї, радiотехнiцi та теорiї стiйкостi
руху. Таким чином, актуальна проблема перенесення результатiв, отриманих у роботах Campbell,
Самойленка та Бойчука, на нелiнiйнi iнтегрально-диференцiальнi крайовi задачi, не розв’язанi
вiдносно похiдної, зокрема, знаходження необхiдних i достатнiх умов iснування розв’язкiв не-
лiнiйних iнтегро-диференцiальних крайових задач, не розв’язаних вiдносно похiдної. Одержано
конструктивнi умови iснування розв’язкiв нелiнiйної iнтегро-диференцiальної крайової задачi, не
розв’язаної вiдносно похiдної.

1. Постановка задачi. Дослiджуємо задачу про побудову розв’язкiв [1]

y(t) ∈ D2[a; b], y′(t) ∈ L2[a; b]

нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної системи, не розв’язаної вiдносно похiдної
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A(t)y′(t) = B(t)y(t) + Φ(t)

b∫
a

F (y(s), y′(s), s) ds+ f(t), (1)

що задовольняють крайову умову

`y(·) = α, α ∈ Rυ. (2)

Розв’язок крайової задачi (1), (2) шукаємо в околi розв’язку

y0(t) ∈ D2[a; b], y′0(t) ∈ L2[a; b]

породжуючої нетерової n 6= p крайової задачi

A(t)y′0(t) = B(t)y0(t) + f(t), `y0(·) = α. (3)

Тут

A(t), B(t) ∈ L2
m×n[a; b] := L2[a; b]⊗ Rm×n, Φ(t) ∈ L2

m×q[a; b], f(t) ∈ L2[a; b].

Матрицю A(t) припускаємо прямокутною або ж квадратною, але виродженою матрицею
сталого рангу. Нелiнiйна вектор-функцiя F (y(t), y′(t), t) двiчi неперервно-диференцiйовна
за розв’язком y(t) крайової задачi (1), (2) та його похiдною y′(t) в околi розв’язку поро-
джуючої крайової задачi та його похiдної, а також неперервна за третiм аргументом на
вiдрiзку [a; b];

`y(·) : D2[a; b]→ Rυ

— лiнiйний обмежений векторний функцiонал, визначений на просторi D2[a; b] n-вимiр-
них абсолютно неперервних на вiдрiзку [a, b] функцiй [1].

Поставлена задача продовжує дослiдження лiнiйної iнтегро-диференцiальної крайової
задачi [2, 3] на випадок нелiнiйної крайової задачi (1), (2) з прямокутною матрицею при
похiднiй [4 – 6].

2. Критичний випадок. Припустимо, що для породжуючої крайової задачi (3) виконую-
ться вимоги теореми з [6, c. 15]. За цих умов у випадку виродження порядку p для довiльної
фiксованої неперервної вектор-функцiї νp(t) диференцiально-алгебраїчна система (3) має
розв’язок вигляду

y0(t, cρp−1) = Xp(t)cρp−1 +K
[
f(s), νp(s)

]
(t), cρp−1 ∈ Rρp−1 .

Породжуюча крайова задача (3) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли

PQ∗
{
α− `K

[
f(s), νp(s)

]
(·)
}

= 0. (4)

Тут K[f(s), νp(s)](t) — узагальнений оператор Грiна задачi Кошi для диференцiально-
алгебраїчної системи (3), PQ∗ — матриця-ортопроектор:

Rυ → N (Q∗) , Q := `Xp(·) ∈ Rυ×ρp−1 .

У випадку (4) породжуюча крайова задача (3) має r -параметричну сiм’ю розв’язкiв

y0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f(s);α](t), cr ∈ Rr,
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i зображується за допомогою узагальненого оператора Грiна [6, 7]

G[f(s);α](t) := Xp(t)Q
+
{
α− `K[f(s), νp(s)](·)

}
+K[f(s), νp(s)](t)

та матрицi Xr(t) := X(t)PQr ; матриця PQr ∈ Rυ×r, утворена з r лiнiйно незалежних
стовпцiв матрицi-ортопроектора PQ. У критичному випадку PQ∗ 6= 0 для фiксованої не-
перервної функцiї νp(t) ∈ L2[a; b] розв’язок крайової задачi (1), (2) шукаємо у виглядi

y(t) = y0(t, cr) + x(t).

Для знаходження вiдхилення

x(t) ∈ D2[a; b], x′(t) ∈ L2[a; b]

вiд породжуючого розв’язку y0(t, cr) отримуємо крайову задачу

A(t)x′(t) = B(t)x(t) + Φ(t)

b∫
a

F (y(s), y′(s), s) ds, `y(·) = 0. (5)

Вiдхилення
x(t, u, v) = Xp(t)u+ Ψ(t)v

вiд породжуючого розв’язку y0(t, cr) визначають невiдомi сталi

v :=

b∫
a

F (y(s), y′(s), s) ds ∈ Rq, u ∈ Rn

та матриця
Ψ(t) := K

[
Φ(s)

]
(t) ∈ D2

n×q[a; b].

Шуканий розв’язок y(t) виродженої iнтегрально-диференцiальної системи (1) задовольняє
крайову умову (2) у випадку

Qv +Ru = 0, R := `Ψ(·) ∈ Rυ×q. (6)

Позначимо через P0 ∈ Rρp−1×ω0 матрицю, утворену з ω0 лiнiйно незалежних стовпцiв орто-
проектора PQ, та через P1 ∈ Rq×ω1 матрицю, утворену з ω1 лiнiйно незалежних стовпцiв
ортопроектора PR :

PR : Rq → N(R).

Умову (6) задовольняють вектори

u(c0) = P0 c0, v(c1) = P1 c1, c0 ∈ Rω0 , c1 ∈ Rω1 .

Для знаходження вектора

č :=


cr

c0

c1

∈ Rr+ω0+ω1 ,
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необхiдного для визначення невiдомих u(c0) та v(c1), отримуємо рiвняння

ϕ(č) = 0, (7)

де

ϕ(č) := u(c0)−
b∫
a

F
(
y0(t, cr) + x(t, u(c0), v(c1)), y

′
0(t, cr) + x′(t, u(c0), v(c1)), t

)
dt

— нелiнiйна вектор-функцiя:
ϕ(č) : Rr+ω0ω1 → Rn.

Якщо для отриманого рiвняння (7) справджуються умови теореми [8], то знаходимо невi-
домi u(c0) та v(c1).

Таким чином, доведено таку теорему.
Теорема. Припустимо, що для породжуючої крайової задачi (3) з прямокутною або ж

квадратною, але виродженою матрицею A(t) сталого рангу виконуються вимоги теореми
з [6, c. 15]. За цих умов у випадку виродження порядку p у критичному випадку PQ∗ 6=
6= 0 для довiльної фiксованої неперервної вектор-функцiї νp(t) породжуюча диференцiально-
алгебраїчна крайова задача (3) розв’язна тодi й тiльки тодi, коли виконується умова (4); при
цьому r -параметрична сiм’я розв’язкiв породжуючої задачi (3) має вигляд

y0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f(s);α](t), cr ∈ Rr.

Шуканий розв’язок

y(t) = y0(t, cr) + x(t), x(t) = X(t)v + Ψ(t)u, u(c0) = P0 c0, v(c1) = P1 c1

нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної крайової задачi (1), (2), не розв’язаної вiдносно по-
хiдної, визначає вектор č, який задовольняє нелiнiйне рiвняння (7). Припустимо, що для
рiвняння (7) виконуються такi умови:

1. Нелiнiйна вектор-функцiя ϕ(č), двiчi неперервно диференцiйовна по č в областi Ω ⊆
⊆ Rn, в околi точки č0 має корiнь č.

2. В околi нульового наближення č0 ∈ Ω ⊆ Rn виконуються нерiвностi∥∥J+
k

∥∥ ≤ σ1(k),
∥∥d2ϕ (ξk ; č− čk)

∥∥ ≤ σ2(k) ‖č− čk‖ .

3. Iснує константа

θ := sup
k∈N

{
σ1(k)σ2(k)

2

}
.

Тодi за умови

PJ∗
k

= 0, Jk := ϕ′ (čk) ∈ Rn×(r+ω0+ω1), θ · ‖č− č0‖ < 1 (8)

для знаходження вектора č застосовна iтерацiйна схема

čk+1 = čk − J+
k ϕ(čk), k ∈ N, (9)

при цьому швидкiсть збiжностi послiдовностi наближень до розв’язку рiвняння (7) квадра-
тична.
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Тут PJ∗
k
: Rn → N (J∗k ) —ортопроектор матрицi J∗k , J+

k —псевдообернена (за Муром –
Пенроузом)матриця [1]. Зазначимо,що умова (8) рiвнозначна вимозi повноти рангуматрицi
Jk i виконується лише у випадку n ≤ r+ω0 +ω1. У випадку n = r+ω0 +ω1 для знаходжен-
ня вектора č застосовна теорема з [9, c. 680]. Запропонована у статтi схема дослiдження
нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної крайової задачi (1), (2), не розв’язаної вiдносно
похiдної, узагальнює вiдповiднi результати [2], отриманi для лiнiйної iнтегрально-дифе-
ренцiальної крайової задачi, розв’язаної вiдносно похiдної. Крiм того, запропонована у
статтi схема дослiдження нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної крайової задачi (1), (2)
аналогiчно [10] може бути перенесена на нелiнiйнi iнтегрально-диференцiальнi крайовi
задачi, не розв’язанi вiдносно похiдної в абстрактних просторах.

Приклад 1. Умови доведеної теореми справджуються у випадку перiодичної крайової
задачi

A(t)y′(t) = B(t)y(t) + Φ(t)

2π∫
0

F
(
y(s), y′(s), s

)
ds+ f(t), z(0)− z(2π) = 0, (10)

де, зокрема,

A(t) :=


cos t 0 sin t

− sin t 0 cos t

cos t cos t sin t

− sin t − sin t cos t

, B(t) :=


− sin t cos t − sin t

− cos t − sin t − cos t

− sin t cos t − sin t

− cos t − sin t − cos t

,

f(t) :=


0

1

0

1

, Φ(t) :=


0 0 0

1 1 1

0 0 0

1 1 1

, F
(
y(t), y′(t), t

)
:= y(t)

(
y′(t)

)∗
y(t).

Оскiльки

PA∗(t) =
1

4


1− cos 2t sin 2t cos 2t− 1 − sin 2t

sin 2t 1 + cos 2t − sin 2t −1− cos 2t

cos 2t− 1 − sin 2t 1− cos 2t sin 2t

− sin 2t −1− cos 2t sin 2t 1 + cos 2t

 6= 0,

породжуюча система для нелiнiйного рiвняння (10) вироджена, але матриця A(t) сталого
рангу. Для породжуючої системи для нелiнiйного рiвняння (10) виконуються вимоги тео-
реми з [6, c. 15], причому має мiсце виродження першого порядку: p = 1. Породжуюча
система для нелiнiйного рiвняння (10) має розв’язок

y(t, c3) = X1(t) c3 +K
[
f(s)

]
(t), c3 ∈ R3,

незалежний вiд вектор-функцiї ν1(t); тут

X1(t) =


1 0 t

0 0 1

e−t − 1 e−t 1− e−t − t

,
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а також

K
[
f(s)

]
(t) =


cos t− 1

0

1− e−t


— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi для породжуючої диференцiально-алгебраїч-
ної системи у разi нелiнiйного рiвняння (10). У випадку породжуючої перiодичної крайової
задачi для рiвняння (10) має мiсце критичний випадок

PQ∗ =


1 −1 0

−1 1 0

0 0 0

 6= 0,

причому виконується умова (4); при цьому породжуюча крайова задача має розв’язок, не
залежний вiд довiльної неперервної вектор-функцiї ν1(t) :

y0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f(s); 0](t), cr ∈ R1,

який зображується за допомогою узагальненого оператора Грiна

G[f(s);α](t) =


2 cos t− 1

0

1


та матрицi

Xr(t) :=


1

0

−1

.
Оскiльки

Q =


0 0 −2π

0 0 0

1− e−2π 1− e−2π e−2π − 1 + 2π

, R =
(
e−2π − 1

)
0 0 0

0 0 0

1 1 1

,
отримуємо матрицi

P0 =


1

−1

0

, P1 =


2 −1

−1 2

−1 −1

.
Перiодичний розв’язок крайової задачi (10)

y(t) = y0(t, cr) + x(t), x(t) = X(t)v + Ψ(t)u, u(c0) = P0 c0, v(c1) = P1 c1,
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не розв’язаної вiдносно похiдної, визначає вектор č, який задовольняє нелiнiйне рiвнян-
ня (7); тут

ϕ(č) =


2 c3 − c4
−c3 + 2 c4

−c3 − c4 + π
(
−4− 3 c1 + 6 c21 − 3 c2 + 12 c1 c2 + 6 c22

)
, č ∈ R4.

Для знаходження константи č застосовна iтерацiйна схема (9): дiйсно, за умови

č0 := −3

5

(
0 1 0 0

)∗
на першому кроцi отримуємо PJ∗

0
= 0, при цьому

č1 ≈


−0,006 666 666 666 666 672

−0,606 666 666 666 667

3,26 987 671 688 309× 10−19

−2,17 991 781 125 540× 10−18

, ‖ϕ(č1)‖∞ ≈ 0,304 944,

що дозволяє на першому кроцi перевiрити виконання умови збiжностi:

θ · ‖č1 − č0‖ ≈ 0,502 655 < 1.

На другому кроцi отримуємо PJ∗
1

= 0, при цьому

č2 ≈


−0,001 981 981 981 981 969

−0,601 981 981 981 982

−4,430 319 631 741 398× 10−18

−6,298 327 536 169 676× 10−18

, ‖ϕ (č2)‖∞ ≈ 0,001 654 710,

що дозволяє на другому кроцi перевiрити виконання умови збiжностi:

θ · ‖č2 − č0‖ ≈ 0,149 438 < 1.

На третьому кроцi отримуємо PJ∗
2

= 0, при цьому

č3 ≈


−0,001 956 282 688 427 426

−0,601 956 282 688 427 400

8,620 362 108 791 506× 10−20

8,997 110 504 805 289× 10−20

, ‖ϕ (č3)‖∞ ≈ 4,97 970× 10−8,

що дозволяє на третьому кроцi перевiрити виконання умови збiжностi:

θ · ‖č2 − č0‖ ≈ 0,1475 < 1.
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I, нарештi, на третьому кроцi отримуємо PJ∗
3

= 0, при цьому

č3 ≈


−0,001 956 281 914 983 282

−0,601 956 281 914 983

−1,970 636 906 103 693× 10−25

8,908 358 608 718 355× 10−20

, ‖ϕ(č3)‖∞ ≈ 2,79 029× 10−15.

Таким чином, знаходимо наближення до перiодичного розв’язку нелiнiйної iнтегрально-
диференцiальної крайової задачi (10)

y(t) ≈


−46 845 617

42 435 985
+ cos t

0

−46 845 617

42 435 985

.
Для оцiнки точностi знайденого наближення до перiодичного розв’язку iнтегрально-дифе-
ренцiальної системи (10) визначимо нев’язку∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥A(t)y′(t) = B(t)y(t) + Φ(t)

2π∫
0

F (y(s), y′(s), s)ds+ f(t)

∥∥∥∥∥∥
C[0;2π]

∥∥∥∥∥∥∥
∞

≈ 1,77 636× 10−15.

Крiм того, вiдзначимо перiодичнiсть отриманого наближення.
У частинному випадку рiвняння (7) може бути лiнiйним:

ϕ(č) := B č+ d, B := ϕ′(č) ∈ Rn×(r+ω0+ω1), d := ϕ(č)− B č ∈ Rn,

умова його розв’язностi рiвнозначна вимозi

PB∗ d = 0. (11)

Тут PB∗ : Rn → N (B∗) — ортопроектор матрицi B∗. За умови (11) розв’язок лiнiйного
рiвняння (11) має вигляд

č = PBµ cµ − B+d, cµ ∈ Rµ,

де PB : R(r+ω0+ω1) → N(B) — ортопроектор матрицi B; матриця PBµ ∈ Rn×µ, утворена з µ
лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроектора PB. Позначимо матрицi

P1 :=
(
Ir O O

)
∈ Rr×(r+ω0+ω1),

P2 :=
(
O Iω0 O

)
∈ Rω0×(r+ω0+ω1),

P3 :=
(
O O Iω1

)
∈ Rω1×(r+ω0+ω1).

Таким чином, доведено таке твердження.
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Наслiдок. Припустимо, що для породжуючої крайової задачi (3) з прямокутною або ж
квадратною, але виродженою матрицею A(t) сталого рангу виконуються вимоги теореми
з [6, c. 15]. За цих умов у випадку виродження порядку p у критичному випадку PQ∗ 6=
6= 0 для довiльної фiксованої неперервної вектор-функцiї νp(t) породжуюча диференцiально-
алгебраїчна крайова задача (3) розв’язна тодi й тiльки тодi, коли виконується умова (4); при
цьому r -параметрична сiм’я розв’язкiв породжуючої задачi (3) має вигляд

y0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f(s);α](t), cr ∈ Rr.

Шуканий розв’язок

y(t) = y0(t, cr) + x(t), x(t) = X(t)v + Ψ(t)u, u(c0) = P0 c0, v(c1) = P1 c1

нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної крайової задачi (1), (2), не розв’язаної вiдносно похiд-
ної, визначає вектор č, який задовольняє рiвняння (7). Якщо рiвняння (7) лiнiйне:

ϕ(č) := B č+ d, B := ϕ′(č) ∈ Rn×(r+ω0+ω1), d := ϕ(č)− B č ∈ Rn,

то за умови (11) розв’язок нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної крайової задачi (1), (2), не
розв’язаної вiдносно похiдної, має вигляд

y(t, cµ) = V (t) cµ +W (t), V (t) := U(t)PBµ , cµ ∈ Rµ,

де
U(t) := Xr(t)P1 +Xp(t)P2 + Ψ(t)P1, W (t) := G

[
f(s);α

]
(t)− U(t)B+d.

Приклад 2. Умовидоведеного наслiдку справджуються у випадку перiодичної крайової
задачi

A(t)y′(t) = B(t)y(t) + Φ(t)

2π∫
0

F (y(s), y′(s), s)ds+ f(t), z(0)− z(2π) = 0, (12)

де матрицi A(t), B(t), Φ(t) наведено у першому прикладi, крiм того

F (y(t), y′(t), t) := Ω(t)
(
1− y(t) (y′(t))∗

)
y(t), Ω(t) :=


0 0 1

0 0 0

2 t 0 0

.
Як встановлено у першому прикладi, породжуюча система для нелiнiйного рiвнян-

ня (10) вироджена, але матриця A(t) сталого рангу. Для породжуючої системи для не-
лiнiйного рiвняння (10) виконуються вимоги теореми з [6, c. 15], причому має мiсце ви-
родження першого порядку: p = 1. Також у першому прикладi знайдено породжуючий
розв’язок y(t, c3) = X1(t) c3, не залежний вiд вектор-функцiї ν1(t). У випадку породжую-
чої перiодичної крайової задачi для рiвняння (10) має мiсце критичний випадок, причому
виконується умова (4); при цьому породжуюча крайова задача має розв’язок, не залежний
вiд довiльної неперервної вектор-функцiї ν1(t) :

y0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f(s); 0](t), cr ∈ R1.
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Шуканий перiодичний розв’язок крайової задачi (12)

y(t) = y0(t, cr) + x(t), x(t) = X(t)v + Ψ(t)u, u(c0) = P0 c0, v(c1) = P1 c1

нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної крайової задачi (1), (2), не розв’язаної вiдносно
похiдної, визначає вектор č, який задовольняє нелiнiйне рiвняння (7); тут

ϕ(č) =


2 c3 − c4
−c3 + 2 c4

−c3 − c4

 := B č,

B :=


0 0 2 −1

0 0 −1 2

0 0 −1 −1

, č ∈ R4,

причому умову розв’язностi (11) виконано. Таким чином, знаходимо однопараметричний
перiодичний розв’язок нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної крайової задачi (12)

y(t, c1) =


c1 − 1 + 2 cos t

0

1− c1

, c1 ∈ R1.

Зазначимо, що у випадку нерозв’язностi нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної кра-
йової задачi (1), (2) її можна регуляризувати аналогiчно [11, 12]. Зазначимо також, що за-
пропоновану у статтi схему дослiдження нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної крайової
задачi (1), (2) можна перенести на iнтегрально-диференцiальнi крайовi задачi з запiзненням
[1, 13 – 16].
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