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By passing to the corresponding difference equation, we obtain necessary and sufficient conditions for the
existence of a unique solution bounded on the whole axis of a linear differential equation with piecewise
constant operator coefficients.

За допомогою переходу до вiдповiдного рiзницевого рiвняння отримано необхiднi й достатнi умови
для iснування єдиного обмеженого на всiй осi розв’язку лiнiйного диференцiального рiвняння з
кусково-сталими операторними коефiцiєнтами.

Нехай X —комплексний банахiв простiр iз нормою ‖·‖ та нульовим елементом 0̄ ; L(X) —
простiр лiнiйних неперервних операторiв,що дiють iз X в X ; I , O—вiдповiдно одиничний
i нульовий оператори в X ; Cb(R,X) — банахiв простiр усiх неперервних i обмежених на R
функцiй f : R→ X з нормою ‖f‖∞ := supt∈R ‖f(t)‖, f ∈ Cb(R,X).

Розглянемо диференцiальне рiвнянняx
′(t) = Ax(t) + y(t), t ≥ 0,

x′(t) = Bx(t) + y(t), t < 0,
(1)

у якому y ∈ Cb(R,X), A , B — фiксованi оператори з L(X) . Обмеженим розв’язком рiв-
няння (1) будемо називати таку функцiю x ∈ Cb(R,X), що для кожного t ∈ R\{0} iснує
x′(t) i виконується рiвнiсть (1).

Мета цiєї статтi — отримати необхiднi й достатнi умови на операторнi коефiцiєнти A ,
B , якi забезпечують виконання такої умови.

Умова обмеженостi. Для довiльної функцiї y ∈ Cb(R,X) диференцiальне рiвняння (1) має
єдиний обмежений розв’язок x у просторi Cb(R,X) .

Питання про поведiнку розв’язкiв на нескiнченностi є одним iз основних питань якiсної
теорiї диференцiальних рiвнянь. Умова обмеженостi та її зв’язок з умовою експоненцiаль-
ної дихотомiї на R для вiдповiдного однорiдного диференцiального рiвняння дослiджува-
лися, зокрема, в [1 – 3] у скiнченновимiрному просторi, в [4, 5] у довiльному банаховому
просторi для випадку обмежених i в [6, 7] — для випадку необмежених операторних кое-
фiцiєнтiв. Про використання бiльш слабкої умови експоненцiальної дихотомiї на пiвосях
i фредгольмовостi вiдповiдного оператора для розв’язування задач про обмеженi на R
розв’язки див. [7, 8] та наведенi там посилання.

Допомiжнi твердження. Далi використовуються такi леми.
Лема 1. Диференцiальне рiвняння (1) задовольняє умову обмеженостi тодi й тiльки тодi,

коли рiзницеве рiвняння
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148 М. Ф. ГОРОДНIЙ, О. А. ПЕЧЕРИЦЯun+1 = eAun + vn, n ≥ 0,

un+1 = eBun + vn, n ≤ −1,
(2)

теж задовольняє умову обмеженостi, тобто має єдиний обмежений розв’язок {un, n ∈ Z}
для кожної обмеженої (на Z) послiдовностi {vn, n ∈ Z}.

Доведення. Достатнiсть. Нехай рiвняння (2) задовольняє умову обмеженостi. Зафiк-
суємо функцiю y ∈ Cb(R,X). Визначимо послiдовнiсть {vn, n ∈ Z} за правилом

vn =


∫ 1

0
eA(1−τ)y(n+ τ)dτ, n ≥ 0,∫ 1

0
eB(1−τ)y(n+ τ)dτ, n ≤ −1.

(3)

Оскiльки ‖vn‖ ≤ max
{
e‖A‖, e‖B‖

}
‖y‖∞ для кожного n ∈ Z, то послiдовнiсть {vn, n ∈

∈ Z} обмежена в X . Нехай {un, n ∈ Z} — вiдповiдний до неї обмежений розв’язок
рiзницевого рiвняння (2). Покладемо

x(t) =


eAtu0 +

∫ t

0
eA(t−τ)y(τ)dτ, t ≥ 0,

eBtu0 +

∫ t

0
eB(t−τ)y(τ)dτ, t < 0.

(4)

Тодi x(0) = u0 = limt→0 x(t), а також при t ∈ R\{0} iснує x′(t) i виконуються рiвностi (1).
Доведемо, що функцiя x обмежена на R . Вiдзначимо, що внаслiдок (2) – (4)

x(1) = eAu0 +

1∫
0

eA(1−τ)y(τ)dτ = eAu0 + v0 = u1,

x(2) = eAx(1) +

2∫
1

eA(2−τ)y(τ)dτ = eAu1 + v1 = u2,

i, за iндукцiєю

∀n ≥ 0 : x(n) = un. (5)

Також

x(−1) = e−Bu0 − e−B
0∫
−1

eB(0−τ)y(τ)dτ = e−Bu0 − e−Bv−1,

звiдки u0 = eBx(−1) + v−1, а отже, з урахуванням (2) i неперервної оборотностi оператора
eB, x(−1) = u−1. Аналогiчно з рiвностi

x(−2) = e−Bx(−1)− e−B
−1∫
−2

eB(−1−τ)y(τ)dτ
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отримаємо x(−1) = u−1, а потiм, за iндукцiєю,

∀n ≤ −1 : x(n) = un. (6)

Iз (5), (6) випливає, що послiдовнiсть {x(n), n ∈ Z} обмежена. Також для довiльних n ≥ 0,
τ ∈ [0, 1] маємо

‖x(n+ τ)‖ =

∥∥∥∥∥∥eAτx(n) +

τ∫
0

eA(τ−s)y(n+ s)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤ e‖A‖
(
‖y‖∞ + sup

n∈Z
‖un‖

)
,

а отже, функцiя x обмежена на [0,+∞). Її обмеженiсть на (−∞, 0] перевiряється анало-
гiчно.

Таким чином, диференцiальне рiвняння (1) має обмежений розв’язок x, вiдповiдний до
функцiї y.

Якщо, вiд супротивного, цей розв’язок не єдиний, то вiдповiдне до (1) однорiдне дифе-
ренцiальне рiвняння має деякий ненульовий обмежений розв’язок u. Але тодi

u(t) =

e
Atu(0), t ≥ 0,

eBtu(0), t < 0,

а отже, u(0) 6= 0̄, а також послiдовнiсть {u(n), n ∈ Z} є ненульовим обмеженим розв’язком
вiдповiдного до (2) однорiдного рiзницевого рiвняння. Суперечнiсть.

Необхiднiсть. Нехай диференцiальне рiвняння (1) задовольняє умову обмеженостi. За-
фiксуємо обмежену в X послiдовнiсть {vn, n ∈ Z}. Розглянемофункцiю y, яка визначається
за таким правилом:

∀n ≥ 0 ∀τ ∈ [0, 1] : y(n+ τ) = eA(τ−1)vnψ(τ),

∀n ≤ −1 ∀τ ∈ [0, 1] : y(n+ τ) = eB(τ−1)vnψ(τ),

де ψ : [0, 1]→ R —деяка фiксована неперервна на [0, 1] функцiя така, що ψ(0) = ψ(1) = 0,∫ 1

0
ψ(t)dt = 1. Тодi y належить Cb(R,X), а також виконуються рiвностi (3), тому для вiд-

повiдного до y єдиного обмеженого розв’язку x рiвняння (1) справджуються рiвностi (5),
(6). Отже, {x(n), n ∈ Z} є вiдповiдним до {vn, n ∈ Z} обмеженим розв’язком рiзницевого
рiвняння (2).

Якщо, вiд супротивного, цей обмежений розв’язок не єдиний, то вiдповiдне до (2)
однорiдне рiвняння має деякий ненульовий розв’язок {wn, n ∈ Z}. Але тодi

wn =

e
Anw0, n ≥ 0,

eBnw0, n ≤ −1,

а отже, функцiя

w(t) =

e
Atw0, t ≥ 0,

eBtw0, t < 0,
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є ненульовим обмеженим розв’язком вiдповiдного до (1) однорiдного диференцiального
рiвняння. Це суперечить умовi обмеженостi.

Покладемо S = {z ∈ C | |z| = 1}, iR = {it | t ∈ R}. Позначимо через σ(A) спектр
оператора A . Iз теореми Данфорда про вiдображення спектра випливає, що справджується
таке твердження.

Лема 2. Рiвнiсть σ
(
eA
)
∩S = ∅ справджується тодi i тiльки тодi, коли σ(A)∩ iR = ∅.

Нехай X = X1+̇X2, тобто X є прямою сумою своїх пiдпросторiв X1, X2, P1, P2 —
проектори в X , що вiдповiдають зображенню X = X1+̇X2.

Лема 3. Нехай V ∈ L(X) i пiдпростiр X1 iнварiантний вiдносно оператора V. Тодi:
1) ∀n ≥ 1 : (P2V P2)

n = P2V
nP2 ;

2) якщо оператор V неперервно оборотний, то(
P2V

−1P2

)
(P2V P2) = P2,

(P2V P2)
(
P2V

−1P2

)
= P2,

тобто звуження оператора P2V P2 на пiдпростiр X2, яке теж позначатимемо через P2V P2,
є неперервно оборотним оператором з L(X2);

3) якщо додатково X = X1+̇Y i P1(Y), P (Y) — проектори, що вiдповiдають цьому
зображенню, то P2V P2 = P2V P (Y);

4) якщо V1 — звуження оператора V на X1, σ(V1) ⊂ {z ∈ C | |z| < 1}, то

σ(P2V P2) ⊃ (σ(V ) ∩ {z ∈ C | |z| ≥ 1}).

Доведення. 1) Оскiльки P 2
2 = P2 i, внаслiдок iнварiантностi X1 вiдносно оператора V,

P2V P1 = O, то для довiльного u ∈ X

P2V
2P2u− (P2V P2)

2u = P2V (V P2u− P2(V P2u)) = P2V (P1V P2u) = 0̄,

а отже, (P2V P2)
2 = P2V

2P2. Далi за iндукцiєю отримаємо, що 1) виконується для кожного
n ≥ 1.

2) З урахуванням рiвностi P2V
−1P1 = O для кожного u ∈ X матимемо

P2u− (P2V
−1P2)(P2V P2)u = P2V

−1 (V P2u− P2(V P2u)) = P2V
−1P1(V P2u) = 0̄.

Друга рiвнiсть перевiряється аналогiчно.
3) Зафiксуємо u ∈ X. Оскiльки P1(Y)u ∈ X1, то

P2V P2u = P2V P2 (P1(Y)u+ P (Y)u) = P2V P2P (Y)u.

Звiдси випливає, що

P2V P (Y)u− P2V P2u = P2V (P (Y)u− P2(P (Y)u)) = P2V P1(P (Y)u) = 0̄.

4) Доведемо спочатку, що коли λ — власне число оператора V, |λ| ≥ 1 i v — власний
вектор V, щовiдповiдає λ, то λ такожє власнимчисломоператора P2V P2, якому вiдповiдає
власний вектор P2v. Справдi,

λP1v + λP2v = λv = V v = P1V v + P2V (P1v + P2v) = P1V v + P2V P2v.
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Тому

P1V v = λP1v, (7)

P2V P2(P2v) = λP2v. (8)

Якщо, вiд супротивного, P2v = 0̄, то v = P1v ∈ X1, а отже, внаслiдок (7), λ є власним
числом оператора V1. Це суперечить включенню σ(V1) ⊂ {z ∈ C | |z| < 1}. Таким чином,
з урахуванням (8) λ — власне число оператора P2V P2, якому вiдповiдає власний вектор
P2v, i для закiнчення доведення твердження 4) залишилося перевiрити, що коли |λ| ≥ 1,
w 6= 0̄, а також рiвняння (V −λI)v = w не має розв’язкiв у просторi X , тодi λ ∈ σ(P2V P2).
Для цього зауважимо, що (V − λI)v = w тодi i тiльки тодi, коли виконуються рiвностi

(P1V − λP1)v = P1w, (9)

(P2V − λP2)v = P2w. (10)

Оскiльки (P2V − λP2)P1 = O, то (10) записується в еквiвалентному виглядi

(P2V P2 − λP2)P2v = P2w. (11)

Нехай, вiд супротивного, (11) має розв’язок. Врахувавши, що рiвняння (V − λI)v = w
не має розв’язку, робимо висновок, що тодi (9) теж не має розв’язку. Але, з iншого боку,
λ /∈ σ(V1), а отже, рiвняння (V −λI1)u = P1w, в якому I1 —одиничний оператор в X1, має
єдиний розв’язок u в просторi X1. Оскiльки u = P1u, то v = u є розв’язком рiвняння (9).
Суперечнiсть.

Оскiльки (11) не має розв’язкiв, то λ ∈ σ(P2V P2).

Нехай T ∈ L(X) , σ(T ) ∩ S = ∅. Позначимо через σ−(T ) частину спектра оператора
T, що лежить всерединi, а через σ+(T ) — зовнi кола S. Простiр X розкладається в пряму
суму iнварiантних вiдносно T пiдпросторiв X = X−(T )+̇X+(T ) таким чином, що звуження
T−, T+ оператора T на X−(T ), X+(T ) мають вiдповiдно спектри σ−(T ), σ+(T ) (див.,
наприклад, [4, c. 32 – 34]).

Нехай додатково оператор T неперервно оборотний. Покладемо

Q−(T ) =

{
u ∈ X

∣∣∣∣ sup
n≥1
‖Tnu‖ <∞

}
, Q1

−(T ) =

{
u ∈ X

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

‖Tnu‖ <∞

}
,

Q+(T ) =

{
u ∈ X

∣∣∣∣ sup
n≥1

∥∥T−nu∥∥ <∞} , Q1
+(T ) =

{
u ∈ X

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

∥∥T−nu∥∥ <∞} .
Лема 4. Якщо T —такий неперервно оборотний оператор з L(X) , що σ(T )∩S = ∅, то

X−(T ) = Q−(T ) = Q1
−(T ), X+(T ) = Q+(T ) = Q1

+(T ).

Доведення. Оскiльки σ(T−) ⊂ {z ∈ C | |z| < 1}, то для спектрального радiуса r(T−)

оператора T− виконується нерiвнiсть r(T−) < 1, а отже,
∑∞

n=1

∥∥Tn−∥∥ < ∞. Тому для
кожного u ∈ X−(T )

∞∑
n=1

‖Tnu‖ =
∞∑
n=1

∥∥Tn−u∥∥ <∞,
ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2021, т. 24, № 2



152 М. Ф. ГОРОДНIЙ, О. А. ПЕЧЕРИЦЯ

а отже,

X−(T ) ⊂ Q1
−(T ) ⊂ Q−(T ). (12)

Нехай тепер u ∈ X+(T ) ∩Q−(T ). Тодi supn≥1 ‖Tnu‖ <∞ i для кожного n ∈ N

‖u‖ =
∥∥T−n+ Tn+u

∥∥ ≤ ∥∥T−n+

∥∥ sup
n≥1
‖Tnu‖ .

Оскiльки r(T−1+ ) < 1, то
∥∥T−n+ u

∥∥→ 0, n→∞. Отже, u = 0̄.

Таким чином, X−(T ) = Q−(T ) i, внаслiдок цiєї рiвностi та включень (12), X−(T ) =
= Q1

−(T ).

Рiвностi X+(T ) = Q+(T ) = Q1
+(T ) перевiряються аналогiчно.

Нехай W ∈ L(X) , σ(W )∩ iR = ∅. Позначимо через σ̃−(W ) частину спектра оператора
W, що лежить у лiвiй пiвплощинi, через σ̃+(W ) —у правiй пiвплощинi вiдносно уявної осi
iR. Тодi простiр X розкладається в пряму суму X = X̃−(W )+̇X̃+(W ) таким чином, що, як
i ранiше, звуження W̃−, W̃+ оператора W на X̃−(W ), X̃+(W ) мають вiдповiдно спектри
σ̃−(W ), σ̃+(W ).

Покладемо

Q̃−(W ) =

{
u ∈ X

∣∣∣∣ sup
t≥0

∥∥eWtu
∥∥ <∞} ,

Q̃+(W ) =

{
u ∈ X

∣∣∣∣ sup
t≥0

∥∥e−Wtu
∥∥ <∞} .

Лема 5. Якщо W ∈ L(X) , σ(W ) ∩ iR = ∅, то X̃−(W ) = Q̃−(W ), X̃+(W ) = Q̃+(W ).

Доведення. Оскiльки σ(W̃−) ⊂ {z ∈ C |Re z < 0}, то supt≥0
∥∥eWtu

∥∥ = supt≥0

∥∥∥eW̃−tu
∥∥∥ <

< ∞ для кожного u ∈ X̃−(W ), а отже, X̃−(W ) ⊂ Q̃−(W ). Нехай u ∈ X̃+(W ) ∩ Q̃−(W ).
Тодi supt≥0

∥∥eWtu
∥∥ <∞ i для кожного n ∈ N

‖u‖ =
∥∥∥e−nW̃+enW̃+u

∥∥∥ ≤ ∥∥∥e−nW̃+

∥∥∥ sup
t≥0

∥∥eWtu
∥∥ .

Оскiльки σ
(
e−W̃+

)
⊂ {z ∈ C | |z| < 1} , то

∥∥e−nW̃+
∥∥→ 0, n→∞. Отже, u = 0̄.

Таким чином, X̃−(W ) = Q̃−(W ).

Оскiльки σ(−W ) =
{
− z | z ∈ σ(W )

}
, то X̃+(W ) = X̃−(−W ) = Q̃−(−W ) = Q̃+(W ).

Основнi результати. Наведенi вище леми дають змогу довести такi твердження.
Теорема 1. Нехай D , E — неперервно оборотнi оператори з L(X) . Рiзницеве рiвнянняun+1 = Dun + vn, n ≥ 1,

un+1 = Eun + vn, n ≤ 0,
(13)

задовольняє умову обмеженостi тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi умови:
i1) σ(D) ∩ S = ∅, σ(E) ∩ S = ∅;

i2) X = X−(D)+̇X+(E).
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Доведення. Достатнiсть випливає з теореми 1 роботи [9].
Необхiднiсть. Покладемо

`1(Z,X) =

{
ū = {un, n ∈ Z} ⊂ X

∣∣∣∣∣ ‖ū‖1 =
∑
n∈Z
‖un‖ <∞

}
.

Внаслiдок теореми 2 з [9] умова обмеженостi для рiзницевого рiвняння (13) еквiвалентна
умовi

j) рiзницеве рiвняння має для кожної послiдовностi w̃ = {wn, n ∈ Z} ∈ `1(Z,X) єдиний
розв’язок ũ = {un, n ∈ Z} у просторi `1(Z,X) .

Покладемо, як i в лемi 4,

Q1
−(D) =

{
u ∈ X

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

‖Dnu‖ <∞

}
,

Q1
+(E) =

{
u ∈ X

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

∥∥E−nu
∥∥ <∞} .

Вiдзначимо, що Q1
−(D), Q1

+(E) — лiнiйнi многовиди, iнварiантнi вiдносно операторiв D i
E вiдповiдно.

I) Доведемо, що коли виконується умова j), то Q1
−(D) — пiдпростiр X i для звуження

DQ оператора D на Q1
−(D) справджується включення σ(DQ) ⊂

{
z ∈ C | |z| < 1

}
.

Згiдно з теоремою 1 iз [10] для цього досить перевiрити, що для кожної сумовної

послiдовностi {βn, n ≥ 0} ⊂ Q1
−(D)

(
тобто такої, що

∑∞

n=0
‖βn‖ < ∞

)
, послiдовнiсть

{αn, n ≥ 0}, яка визначається за формулоюαn = Dαn−1 + βn, n ≥ 1,

α0 = β0,
(14)

теж є сумовною.
Якщо β0 ∈ Q1

−(D), βn = 0̄, n ≥ 1, то побудована згiдно з (14) послiдовнiсть {αn, n ≥ 0}
є сумовною за означенням множини Q1

−(D).

Зафiксуємо m ∈ N i таку послiдовнiсть {βn, n ≥ 0} ⊂ Q1
−(D), що βn = 0̄ для кожного

n ≥ m+1. Згiдно з (14) їй вiдповiдає послiдовнiсть {αn, n ≥ 0}, яка є сумою m+1 сумовних
послiдовностей{

β0, Dβ0, D2β0, . . . , Dm−1β0, Dmβ0, Dm+1β0, . . .
}
,{

0̄, β1, Dβ1, . . . , Dm−2β1, Dm−1β1, Dmβ1, . . .
}
,

...
...

...
...

...
...{

0̄, 0̄, 0̄, . . . , 0̄, βm, Dβm, . . .
}
,

а отже, теж сумовна.
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Вiдзначимо, що при цьому для кожного 0 ≤ k ≤ m єдиний сумовний розв’язок рiвнян-
ня (13), що вiдповiдає послiдовностi vk = βk, vn = 0̄, n 6= k, має вигляд

ᾱ(k) =

. . . , 0̄, βk︸︷︷︸
k+1

,Dβk,D
2βk, . . .

 , (15)

а отже, єдиний сумовний розв’язок (13), що вiдповiдає послiдовностi vk = βk, 0 ≤ k ≤ m,
vk = 0̄, k /∈ {0, 1, 2, . . . ,m} є сумою m+ 1 послiдовностей (15).

Розглянемо тепер оператор Λ ∈ L
(
`1(Z,X)

)
, який визначається за правилом

∀ū = {un, n ∈ Z} ∈ `1(Z,X) : Λū = {un+1 − Tnun, n ∈ Z},

де Tn = D, n ≥ 1, Tn = E, n ≤ 0.

З умови j) i теореми Банаха про обернений оператор випливає, що оператор Λ непе-
рервно оборотний. Зафiксуємо сумовну послiдовнiсть {βn, n ≥ 0} ⊂ Q1

−(D). Покладемо

β̄(m) =

. . . , 0̄, β0︸︷︷︸
0

, β1, . . . , βm, 0̄, . . .

 , m ≥ 0.

Послiдовнiсть
{
β̄(m)

}
, m ≥ 0, збiгається в `1(Z,X) до елемента

β̄ =

. . . , 0̄, β0︸︷︷︸
0

, β1, . . . , βm, βm+1, . . .

 ,

а також Λ−1β̄(m) =
∑m

k=0
ᾱ(k) для кожного m ≥ 0 i Λ−1β̄(m) → Λ−1β̄, m → ∞, в

просторi `1(Z,X) . Оскiльки з урахуванням (15) елемент Λ−1β̄ має координати(
Λ−1β̄

)
n

= 0̄, n ≤ 0,(
Λ−1β̄

)
n

= Dn−1β0 + Dn−2β1 + . . .+ βn−1, n ≥ 1,

то вiдповiдна до {βn, n ≥ 0} послiдовнiсть (14) є сумовною.
II) Зауважимо, що умова j) виконується тодi й тiльки тодi, коли для кожної послiдов-

ностi q̄ = {qn, n ∈ Z} ∈ `1(Z,X) рiзницеве рiвнянняpn+1 = E−1pn + qn, n ≥ 1,

pn+1 = D−1pn + qn, n ≤ 0,
(16)

має єдиний розв’язок p̄ = {pn, n ∈ Z} у просторi `1(Z,X) .
Справдi, (13) записується у такому еквiвалентному виглядi:un = D−1un+1 −D−1vn, n ≥ 1,

un = E−1un+1 − E−1vn, n ≤ 0.
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Тому досить зробити замiну pn = u−n+2, n ∈ Z, i врахувати, що внаслiдок неперервної
оборотностi операторiв D , E

`1(Z,X) =


. . . ,−D−1v2,−D−1v1︸ ︷︷ ︸

0

,−E−1v0,−E−1v−1, . . .

∣∣∣∣∣∣ {vn, n ∈ Z} ∈ `1(Z,X)

 .

III) Iз тверджень, доведених у пп. I, II, випливає, що Q1
+(E) — також пiдпростiр X ,

а для звуження EQ оператора E на Q1
+(E) також виконується включення σ(EQ) ⊂ {z ∈

∈ C | |z| > 1}.
IV) Перевiримо, що коли справджується умова j), тодi Q1

−(D) ∩Q1
+(E) = {0̄}.

Якщо, вiд супротивного, u 6= 0̄, u ∈ Q1
−(D) ∩ Q1

+(E), то вiдповiдне до (13) однорiдне
рiзницеве рiвняння має ненульовий сумовний розв’язок(

. . . ,E−2u,E−1u, u︸︷︷︸
1

,Du,D2u, . . .

)
.

Це суперечить умовi j).
V) Доведемо, що коли виконується умова j), тодi X = Q1

−(D)+̇Q1
+(E).

Зафiксуємо v ∈ X. Нехай {un, n ∈ Z} — єдиний сумовний розв’язок рiзницевого
рiвняння (13), що вiдповiдає послiдовностi v0 = v, vn = 0̄, n 6= 0. Тодi u0 ∈ Q1

+(E), тому
що u−k = E−ku0, k ≥ 1. Також un+1 = Dnu1, n ≥ 1, а отже, Eu0 + v = u1 ∈ Q1

−(D). Тому

v = u1 + (−Eu0), (17)

де u1 ∈ Q1
−(D), (−Eu0) ∈ Q1

+(E).
Єдинiсть зображення (17) випливає з твердження п. IV.
VI) Нехай P−, P+ — проектори, що вiдповiдають зображенню X = Q1

−(D)+̇Q1
+(E).

Доведемо, що коли виконується умова обмеженостi для рiзницевого рiвняння (13), тодi
σ(P+DP+) ⊂ {z ∈ C | |z| > 1}.

Зафiксуємо v ∈ Q1
+(E), m ∈ N. Скориставшись рiвнiстю v = DmP−D−mv+DmP+D−mv,

неважко переконатися, що обмеженiй послiдовностi

v̄(m) =

(
. . . , 0̄, v︸︷︷︸

m

, 0̄, . . .

)

вiдповiдає єдиний обмежений розв’язок ū(m) рiвняння (13), координати якого задаються
формулами

un(m) = −En−1P+D−mv, n ≤ 1,

un(m) = −Dn−1P+D−mv, 2 ≤ n ≤ m, (18)

un(m) = Dn−1P−D−mv, n ≥ m+ 1.

Зокрема, з урахуванням рiвностi v = P+v, робимо висновок, що u1(m) = −P+D−mP+v.
Покладемо тепер

`∞(Z,X) =

{
ū = {un, n ∈ Z} ⊂ X

∣∣∣∣ ‖ū‖∞ = sup
n∈Z
‖un‖ <∞

}
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i розглянемо оператор Φ ∈ L(`∞(Z,X)) , що визначається за правилом

∀ū =
{
un, n ∈ Z} ∈ `∞(Z,X) : Φū = {un − Tnun, n ∈ Z

}
,

де Tn = D, n ≥ 1, Tn = E, n ≤ 0. Внаслiдок умови обмеженостi для рiвняння (13) i
теореми Банаха про обернений оператор Φ є неперервно оборотним оператором, а також
ū(m) = Φ−1v̄(m). Отже,∥∥P+D−mP+v

∥∥ ≤ ‖ū(m)‖∞ ≤
∥∥Φ−1

∥∥ ‖v̄(m)‖∞ =
∥∥Φ−1

∥∥ ‖v‖. (19)

Оскiльки (19) виконується для всiх m ∈ N i v ∈ Q1
+(E), то внаслiдок принципу рiвно-

мiрної обмеженостi послiдовнiсть
{
‖P+D−mP+‖,m ≥ 1

}
є обмеженою.

Iз (18) i лiнiйностi рiзницевого рiвняння (13) випливає, що при фiксованих m ∈ N,
v ∈ Q1

+(E) обмеженiй послiдовностi

w̄(m) =

. . . , 0̄, P+D−m+1P+v︸ ︷︷ ︸
1

, . . . , P+D−1P+v, v︸︷︷︸
m

, 0̄, . . .


вiдповiдає єдиний обмежений розв’язок ū(m), координата u1(m) якого з урахуванням
твердження 1 леми 3 зображується у виглядi

u1(m) = −P+D−mP+v − P+D−m+1P+

(
P+D−1P+v

)
− . . .

. . .− P+D−1P+

(
P+D−m+1P+v

)
= −mP+D−mP+v.

Звiдси, аналогiчно до (19),∥∥mP+D−mP+v
∥∥ ≤ ∥∥Φ−1

∥∥ ‖w̄(m)‖∞ ≤
∥∥Φ−1

∥∥ sup
m≥1
‖P+D−1P+‖ ‖v‖,

а отже, за принципом рiвномiрної обмеженостi

∃C > 0 ∀m ≥ 1 : m
∥∥P+D−mP+

∥∥ ≤ C.
Тому внаслiдок твердження 1 леми 3 для кожного m ≥ 1 справджується оцiнка(

r
(
P+D−1P+

))m
= r

(
P+D−mP+

)
≤ C

m
.

Звiдси випливає, що r
(
P+D−1P+

)
< 1, а отже, з урахуванням твердження 2 леми 3,

σ(P+DP+) ⊂ {z ∈ C | |z| > 1}.
VII) Iз тверджень пп. I, VI i твердження 4 леми 3 випливає, що σ(D) ∩ S = ∅.
VIII) Зазначимо, що внаслiдок леми 4 виконується рiвнiсть Q1

−(D) = X−(D).
IX) Застосовуючи твердження пп. VII, VIII до рiзницевого рiвняння (16), робимо ви-

сновок, що σ(E) ∩ S = ∅, Q1
+(E) = X+(E) i, зрештою, X = X−(D)+̇X+(E).

Зауваження 1. Згiдно з теоремою 1 умови i1), i2) необхiднi й достатнi для того, щоб
вiдповiдне до (13) однорiдне рiзницеве рiвняння було експоненцiально дихотомiчним. В
iншому виглядi такi умови отримано в [11].

Теорема 2. Для того щоб для диференцiального рiвняння (1) виконувалась умова обмеже-
ностi, необхiдно й достатньо, щоб справджувалися такi умови:
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a1) σ(A) ∩ iR = ∅, σ(B) ∩ iR = ∅;
a2) X = X̃−(A)+̇X̃+(B).
Доведення. Внаслiдок леми 1 i теореми 1 достатньо встановити, що умови a1), a2)

виконуються тодi та тiльки тодi, коли виконуються умови
b1) σ(eA) ∩ S = ∅, σ(eB) ∩ S = ∅ ;
b2) X = X−(eA)+̇X+(eB).
Iз леми 2 випливає, що умови a1) i b1) рiвносильнi. Доведемо, що коли σ(A) ∩ iR = ∅,

тодi X̃−(A) = X−(eA). З урахуванням леми 5 для цього досить перевiрити, що X−(eA) =
= Q̃−(A).

Внаслiдок леми 4 X−(eA) =
{
u ∈ X

∣∣ supn≥1
∥∥enAu∥∥ <∞}. Також e(n+τ)A = enA eτA

для довiльних n ∈ Z, τ ∈ [n, n+ 1], а отже

X−(eA) =

{
u ∈ X

∣∣∣∣ sup
t≥0

∥∥etAu∥∥ <∞} = Q̃−(A).

Аналогiчно перевiряється, що коли σ(B) ∩ iR = ∅, то X+(eB) = X̃+(B).
Зауваження 2. Теорема 2 стверджує, що умови a1), a2) необхiднi й достатнi для того,

щоб вiдповiдне до (1) однорiдне диференцiальне рiвняння було експоненцiально дихотомiч-
ним на R . Про означення й властивостi експоненцiально дихотомiчних диференцiальних
рiвнянь iз обмеженими операторними коефiцiєнтами див., наприклад, [4] (розд. 4, § 3).
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