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The problem of derivation of a new spatially two-dimensional dispersion-free Lax – Sato completely
integrable equation of celestial type is studied.

Розглянуто задачу про виведення нового просторово-двовимiрного бездисперсiйного рiвняння не-
бесного типу, цiлком iнтегровного за Лаксом –Сато.

1. Вступ. Небеснi рiвняння, вперше впровадженi Є. Плєбанським [1], являють собою новий
тип бездисперсiйних цiлком iнтегровних нелiнiйних диференцiальних рiвнянь iз частинни-
ми похiдними. Їхня математична структура зумовлена глибоким зв’язком зi спецiальними
Лi-алгебраїчними структурами на функцiональних многовидах та властивостями, якi де-
тально вивчали протягом останнiх десятилiть багато спецiалiстiв iз нелiнiйного аналiзу
(див., наприклад, [2 – 17]). Зокрема в працях [7 – 9, 14 – 16] розвинуто Лi-алгебраїчну схему
Адлера –Костанта –Сурiо [9 – 11] на випадок нелiнiйних динамiчних систем, породжених
iнварiантами Казiмiра групи петлевих дифеоморфiзмiв тора Tn, n ∈ N, на коалгебрi Лi
петлевих векторних полiв на торi i якi породжують потоки Лi –Пуассона на вiдповiдно
асоцiйованому функцiональному многовидi. Враховуючи властивостi iнварiантiв Казiмi-
ра, всi таким чином побудованi потоки є пуассоновими, що дає можливiсть зображення
вiдповiдних небесних рiвнянь у виглядi комутативних векторних полiв типу Лакса –Сато.
Далi реалiзовано вказану конструкцiю для спецiального вигляду породжуючого елемента
коалгебри Лi петель но торi T2, який характеризується двома особливостями типу полюс
в λ = 0 та λ = ∞, що дало можливiсть навести нову нескiнченну iєрархiю iнтегровних
бездисперсiйних диференцiальних рiвнянь небесного типу.

2. Виведення рiвняння небесного типу. Використовуючи Лi-алгебраїчний пiдхiд, роз-
винутий в роботах [7 – 9], ми побудуємо новi нескiнченнi iєрархiї комутативних потокiв
систем еволюцiйних диференцiальних рiвнянь на певному функцiональному многовидi
M ⊂ C∞

(
T2;R3

)
як спецiальних потокiв на орбiтах спряженого простору G̃* := d̃iff

∗(
T2
)

до алгебри Лi G̃ голоморфних векторних полiв на двовимiрному торi T2, породжених ви-
браним кореневим елементом l̃ ∈ G̃* i вiдповiдними iнварiантами Казiмiра групи дифео-
морфiзмiв D̃iff

∗(
T2
)
, причому умови сумiсностi цих потокiв у формi Лакса –Сато точно

збiгаються з вiдповiдними рiвняннями небесного типу.
Нехай кореневий елемент l̃ ∈ G̃* задано у виглядi

l̃ = a(x;λ)dx1 + b(x;λ)dx2, (1)

де

a = l1 =
u

λ
+ v, b = l2 = p+ λw, (2)
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а функцiї u, v, p належать C∞
(
R2 × T2;R

)
, x = (x1, x2) ∈ T2, λ ∈ C\{0}. Використаємо

формулу (3.29) з [8] за змiнною y :〈
∂

∂x
, ◦∇h(y)(l)

〉
l +

〈
l,

(
∂

∂x
∇h(y)(l)

)〉
=

=

〈
∇h(y)(l), ∂

∂x

〉
l +

〈(
∂

∂x
,∇h(y)(l)

)〉
l +

〈
l,

(
∂

∂x
∇h(y)(l)

)〉
:=

:=
(
Ã∇h(y) +B∇h(y)

)
l (3)

або в подiбнiй формi за змiнною t :〈
∂

∂x
, ◦∇h(t)(l)

〉
l +

〈
l,

(
∂

∂x
∇h(t)(l)

)〉
:=
(
Ã∇h(t) +B∇h(t)

)
l,

де
Ã∇h(y) :=

〈
∇h(y)(l), ∂

∂x

〉
, Ã∇h(t) :=

〈
∇h(t)(l), ∂

∂x

〉
,

а векторнi поля на торi T2 визначаються виразами

B∇h(y) :=

〈
∂

∂x
,∇h(y)(l)

〉
+

(
∂

∂x
∇h(y)(l)

)
,

B∇h(t) :=

〈
∂

∂x
,∇h(t)(l)

〉
+

(
∂

∂x
∇h(t)(l)

)
,

якi, як правило, є матричними гомоморфiзмами в евклiдовому просторi En, y, t ∈ R —
вiдповiдно еволюцiйнi параметри.

Розглянемо випадок, коли кореневий елемент l̃ ∈ G̃* сингулярний при |λ| → 0. У цьому
випадку отримаємо асимптотичну формулу (3.19) з [8] у виглядi

∇h(l)_ := ∇h(p)(l)_ ∼ λ−p
∑
j≥0
∇h(p)j (l)λj

або у виглядi

∇h(l)_ := (∇h1,∇h2)T_ =
∑
j≥0

(fj , gj)
Tλj , |λ| → 0, (4)

де
l = (a, b)T , x ∈ R2.

Для знаходження елементiв fj , gj , j = 0, 1, 2, . . . , пiдставимо (2), (4) у (3) i отримаємо
спiввiдношення(

∂fj
∂x1

+
∂gj
∂x2

)
v + u

(
∂fj+1

∂x1
+
∂gj+1

∂x2

)
+ fj+1ux1 + gj+1ux2+

+ fjvx1 + gjvx2 + v
∂fj
∂x1

+ u
∂fj+1

∂x1
+ p

∂gj
∂x1

+ w
∂gj−1
∂x1

= 0, (5)
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∂fj
∂x1

+
∂gj
∂x2

)
p+ w

(
∂fj−1
∂x1

+
∂gj−1
∂x2

)
+ fjpx1 + fj−1wx1+

+ gjpx2 + gj−1wx2 + v
∂fj
∂x2

+ u
∂fj+1

∂x2
+ p

∂gj
∂x2

+ w
∂gj−1
∂x2

= 0. (6)

Iз спiввiдношень (5), (6) послiдовно знаходимо fj , gj для j = −1, 0, 1,

f0 = 1, g0 =
qx1

u
, f1 = rx1 −

pqx1

u2
, g1 =

zx1

u
− vqx1

u2
, (7)

f2 = ρx1 + rx2zx1 + (rx1)2 − 2α1pzx2 − 4α1prx1 − α1w + 4α2
1p

2,

g2 = γx1 − vg1 − rx1zx1 − α1r
2
x1
,

де

u = −qx2 , p = qx2rx2 , zx1 = g0v + ug1, v = −zx2 − 2uf1. (8)

Покладемо u = 1. Тодi з (8) отримаємо, що qx2 = −1, q = −x2 + α1x1, тобто

qx1 = ug0 = g0 = α1 = const,

а спiввiдношення (7) набувають вигляду

f0 = 1, g0 = α1 = const,

f1 = rx1 − α1p, g1 = zx1 − α1v = zx1 + α1zx2 + 2α1rx1 + 2α2
1rx2 , (9)

v = −zx2 − 2rx1 − 2α1rx2 , p = −rx2 . (10)

Беремо до уваги формулу (3.19) з [8] за еволюцiйним параметром y :

∇h(y)(l)_ = λ×
(
λ−py−1∇h(l)

)
_, n ∈ Z+. (11)

Тодi при py = 0 iз спiввiдношення (11) отримаємо обчислювальну формулу

∇h(y)(l)_ = λ×
(
λ−1∇h(l)

)
_ =

= λ×
[
λ−1∇h0(l) + λ0∇h1(l) + λ1∇h2(l) + λ2∇h3(l) . . .

]
_ =

= λ×
[
λ−1∇h0(l)

]
= ∇h0(l) =

(
f0

g0

)
=

(
1

α1

)
=

∇h(y)1

∇h(y)2

. (12)

Пiдставляючи (12), (2) y (5), (6) i розв’язуючи цi спiввiдношення, одержуємо рiвняння

uy = 0,

vy = vx1 + α1vx2 ,

py = px1 + α1px2 ,
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wy = wx1 + α1wx2 ,

де v, p мають вигляд (10), а

w = −ρx2 − prx1 − pzx2 + 2α1p
2.

Беремо до уваги формулу (3.19) з [8] за еволюцiйним параметром t :

∇h(t)(l)_ = λ×
(
λ−pt−1∇h(l)

)
_. (13)

Тодi при pt = 1 з (13) отримуємо обчислювальну формулу за еволюцiйним параметром t :

∇h(t)(l)_ = λ×
(
λ−1−1∇h(l)

)
_ =

= λ×
[
λ−2∇h0(l) + λ−1∇h1(l) + λ0∇h2(l) + λ1∇h3(l) + . . .

]
_ =

= λ×
[
λ−2∇h0(l) + λ−1∇h1(l)

]
= λ−1∇h0(l) + λ0∇h1(l) =

= λ−1

(
f0

g0

)
+ λ0

(
f1

g1

)
= λ−1

(
1

α1

)
+ λ0

(
rx1 + α1rx2

zx1 − α1v

)
=

=


1

λ
+ rx1 − α1p

1

λ
α1 + zx1 − α1v

 =

∇h(t)1

∇h(t)2

. (14)

Пiдставляючи (14), (2) y (5), (6) i розв’язуючи цi спiввiдношення, одержуємо рiвняння

ut = 0,

vt = 2vf1,x1 + vg1,x2 + vx1f1 + vx2g1 + pg1,x1 , (15)

wzx1x1 − α1wvx1 = 0, (16)

pt = prx1x1 + 2pzx1x2 + wx1 + rx1px1 + px2zx1 + vrx1x2+

+ α1prx1x2 + α1rx2px1 + α1vrx2x2 − 2α1pvx2 − α1px2v + α1wx2 , (17)

wt = wrx1x1 + rx1wx1 + zx1wx2 + 2wzx1x2−

− α1px1w − 2α1vx2w − α1pwx1 − α1vwx2 . (18)

З рiвняння (16) маємо

w(zx1 − α1v)x1 = wg1,x1 = 0. (19)

З урахуванням (19) розглянемо два випадки:
1) w = 0, g1,x1 6= 0;

2) w 6= 0, g1,x1 = 0.
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Випадок 1: w = 0, g1,x1 6= 0.
Виразимо змiннi v, p, f1, g1 у лiвiй i правiй частинах (15) через змiннi r, z. З цiєю

метою, пiдставляючи (9), (10) у (15), отримуємо таке спiввiдношення (видiляємо повнi
похiднi за змiнними x1, x2 ):

(−zx2 − 2rx1 − 2α1rx2)t = −(zt)x2 − (2rt)x1 − (2α1rt)x2 =

= −2zx2rx1x1 − 6rx1rx1x1 − zx2zx1x2 − 3rx1zx1x2 − zx1zx2x2−

− 2zx1rx1x2 − rx2zx1x1 − 8α1rx2rx1x1 − 4α1rx2zx1x2−

− 14α1rx1rx1x2 − 2α1zx1rx2x2 − 6α1zx2rx1x2−

− 2α1zx2zx2x2 − 4α1rx1zx2x2 − 4α2
1zx2rx2x2−

− 8α2
1rx1rx2x2 − 4α2

1rx2zx2x2 − 16α2
1rx2rx1x2 − 8α3

1rx2rx2x2 =

= −(2rx1zx2)x1 −
(
3r2x1

)
x1
− (zx1zx2)x2 − (rx1zx1)x2 − (rx2zx1)x1−

− (8α1rx1rx2)x1 −
(
3α1r

2
x1

)
x2
− (4α1rx1zx2)x2 − (2α1rx2zx1)x2−

− (2α1rx2zx2)x1 −
(
α1z

2
x2

)
x2
−
(
4α2

1rx2zx2

)
x2
−

−
(
8α2

1rx1rx2

)
x2
−
(
4α2

1r
2
x2

)
x1
−
(
4α3

1r
2
x2

)
x2
. (20)

З (20) видiляємо доданки при похiдних за змiнною x2 i одержуємо

−(zt)x2 − (2α1rt)x2 = −(zx1zx2)x2 − (rx1zx1)x2 −
(
3α1r

2
x1

)
x2
−

− (4α1rx1zx2)x2 − (2α1rx2zx1)x2 −
(
α1z

2
x2

)
x2
−

−
(
4α2

1rx2zx2

)
x2
−
(
8α2

1rx1rx2

)
x2
−
(
4α3

1r
2
x2

)
x2
. (21)

З (21) маємо рiвняння для r, z :

zt + 2α1rt = zx1zx2 + rx1zx1 + 3α1r
2
x1

+ 4α1rx1zx2+

+ 2α1rx2zx1 + +α1z
2
x2

+ 4α2
1rx2zx2 + 8α2

1rx1rx2 + 4α3
1r

2
x2
, (22)

а з (20) отримуємо рiвняння для r (прирiвняли вирази при похiдних за змiнною x1) :

rt = rx1zx2 +

(
1

2

)
rx2zx1 +

(
3

2

)
r2x1

+ 4α1rx1rx2 + α1rx2zx2 + 2α2
1r

2
x2
. (23)

Пiдставимо вираз (23) у (22) i одержимо рiвняння для z :

zt = −2α1rt + zx1zx2 + rx1zx1 + 3α1r
2
x1

+ 4α1rx1zx2 + 2α1rx2zx1+

+ α1z
2
x2

+ 4α2
1rx2zx2 + 8α2

1rx1rx2 + 4α3
1r

2
x2

=

= zx1zx2 + rx1zx1 + 2α1rx1zx2 + α1rx2zx1 + α1z
2
x2

+ 2α2
1rx2zx2 . (24)
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Враховуючи випадок 1 (w = 0, g1,x1 6= 0), виразимо змiннi v, p у лiвiй i правiй частинах (17)
через змiннi r, z. З цiєю метою пiдставимо (9), (10) у (17) i отримаємо вираз (видiляємо
повнi похiднi)

pt = (−rx2)t = −(rt)x2 = prx1x1 + 2pzx1x2 + wx1 + rx1px1 + px2zx1 + vrx1x2+

+ α1prx1x2 + α1rx2px1 + α1vrx2x2 − 2α1pvx2 − α1px2v + α1wx2 =

= −zx2rx1x2 − 3rx1rx1x2 − 2rx2zx1x2 − zx1rx2x2 − rx2rx1x1−

− 8α1rx2rx1x2 − 2α1rx2zx2x2 − 2α1zx2rx2x2 − 4α1rx1rx2x2 − 8α2
1rx2rx2x2 =

= −(rx2zx1)x2 −
(
r2x1

)
x2
− (zx2rx2)x1 − (rx1rx2)x1−

− (2α1rx2zx2)x2 − (4α1rx1rx2)x2 −
(
4α2

1r
2
x2

)
x2
−
(
2α1r

2
x2

)
x1
. (25)

Iз спiввiдношення (25) одержуємо рiвняння для r (прирiвняли похiднi за змiнною x2 ):

rt = rx2zx1 + r2x1
+ 2α1rx2zx2 + 4α1rx1rx2 + 4α2

1r
2
x2
. (26)

Об’єднуючи отриманi вище результати обчислень, можна сформулювати таку теорему.
Теорема 1. Кореневий елемент (1), (2) коалгебри Лi алгебри Лi векторних полiв на торi

T2 при умовi, що функцiональний параметр w = 0, породжує нескiнченну iєрархiю iнтег-
ровних бездисперсiйних рiвнянь небесного типу, першими представниками якої є система
еволюцiйних пуассонових потокiв (24), (26) вiдповiдно.

Розглянемо випадок 2 (w 6= 0, g1,x1 = 0).
При цiй умовi з рiвняння (17) отримаємо спiввiдношення

pt = (−rx2)t = −(rt)x2 = prx1x1 + 2pzx1x2 + wx1 + rx1px1 + px2zx1 + vrx1x2+

+ α1prx1x2 + α1rx2px1 + α1vrx2x2 − 2α1pvx2 − α1px2v + α1wx2 =

= wx1 − zx2rx1x2 − 3rx1rx1x2 − 2rx2zx1x2 − zx1rx2x2 − rx2rx1x1 − α1wx2−

− 8α1rx2rx1x2 − 2α1rx2zx2x2 − 2α1zx2rx2x2 − 4α1rx1rx2x2 − 8α2
1rx2rx2x2 =

= (w)x1 − (rx2zx1)x2 − (r2x1
)x2 − (rx2zx2)x1 − (rx1rx2)x1+

+ (α1w)x2 − (2α1rx2zx2)x2 − (4α1rx1rx2)x2 −
(
4α2

1r
2
x2

)
x2
−
(
2α1r

2
x2

)
x1
. (27)

Iз спiввiдношення (27) одержимо рiвняння для r (прирiвняли похiднi за змiнною x2 ):

rt = rx2zx1 + r2x1
+ 2α1rx2zx2 + 4α1rx1rx2 + 4α2

1r
2
x2

+ α1w. (28)

З рiвняння (18), виразивши v, p через r, z, отримаємо рiвняння на w :

wt = 2wzx1x2 + wx1rx1 + wx2zx1 + wrx1x1 + 5α1wrx1x2 + 2α1wzx2x2+

+ α1wx1rx2 + α1wx2zx2 + 2α1wx2rx1 + 4α2
1wrx2x2 + 2α2

1wx2rx2 . (29)

Як наслiдок виконаних вище аналiтичних обчислень можемо сформулювати таку теорему.
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Теорема 2. Кореневий елемент (1), (2) коалгебри Лi алгебри Лi векторних полiв на торi
T2 при умовi, що функцiональний параметр w 6= 0, породжує нескiнченну iєрархiю iнте-
гровних бездисперсiйних рiвнянь небесного типу, першими представниками якої є система
еволюцiйних пуассонових потокiв (28), (29) вiдповiдно.

Прокомутуємо два векторнi поля за формулою Лакса –Сато (30) (отримаємо два рiв-
няння на r i z за еволюцiйним параметром y ):

∂Ã∇h(y)
−

∂t
−
∂Ã∇h(t)

−

∂y
=

[
Ã∇h(y)

−
, Ã∇h(t)

−

]
, (30)

де

Ã∇h(y)
−

:=

〈
∇h(y)− (l),

∂

∂x

〉
= 1

∂

∂x1
+ α1

∂

∂x2
, (31)

Ã∇h(t)
−

:=

〈
∇h(t)− (l),

∂

∂x

〉
=

(
1

λ
+ rx1 + α1rx2

)
∂

∂x1
+

(
1

λ
α1 + zx1 − α1v

)
∂

∂x2
. (32)

Пiдставимо (31), (32) y (30) i одержимо

−
{

[(rx1)y + α1(rx2)y]
∂

∂x1
+ [(zx1)y − α1(v)y]

∂

∂x2

}
=

=
[
rx1x1 + 2α1rx1x2 + α2

1rx2x2

] ∂

∂x1
+
[
zx1x1 − α1vx1 + α1zx1x2 − α2

1vx2

] ∂

∂x2
. (33)

Прирiвнюючи в (33) вирази при ∂

∂x1
i ∂

∂x2
, отримуємо вiдповiдно спiввiдношення

−[(rx1)y + α1(rx2)y] =
[
rx1x1 + 2α1rx1x2 + α2

1rx2x2

]
, (34)

−[(zx1)y − α1(v)y] =
[
zx1x1 − α1vx1 + α1zx1x2 − α2

1vx2

]
. (35)

Видiляючи в (34) повнi похiднi, маємо вираз

−(ry)x1
− α1(ry)x2 = (rx1)x1 + (α1rx2)x1 + (α1rx1)x2 +

(
α2
1rx2

)
x2
. (36)

Прирiвнюючи похiднi в (36) за змiнними x1 i x2, отримуємо два однаковi рiвняння вигляду

ry = −rx1 − α1rx2 . (37)

Пiдставимо v з (10) y (35) i видiлимо повнi похiднi за змiнними x1 i x2. Одержимо вираз

−
[
(zy)x1 + (α1zy)x2 + (2α1ry)x1 + (2α2

1ry)x2

]
=

= (zx1)x1 + (α1zx2)x1 + (α1zx1)x2 + (2α1rx1)x1+

+
(
2α2

1rx2

)
x1

+
(
2α2

1rx1

)
x2

+
(
α2
1zx2

)
x2

+
(
2α3

1rx2

)
x2
. (38)

Прирiвнюючи похiднi в (38) за змiнними x1 i x2, отримуємо два однаковi рiвняння вигляду

zy + 2α1ry = −zx1 − α1zx2 − 2α1rx1 − 2α2
1rx2 . (39)
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Пiдставимо (37) у (39) i одержимо рiвняння для z :

zy = −zx1 − α1zx2 .

З iншого боку, умова (30) еквiвалентна спаренiй умовi двох лiнiйних рiвнянь з [8]:(
∂

∂y
+ Ã∇h(y)

−

)
ψ1 = 0,

(
∂

∂t
+ Ã∇h(t)

−

)
ψ2 = 0, (40)

де функцiя ψ належить
(
C2
(
R2 × T2

C
)
;C
)
для всiх y, t ∈ R i деякого λ ∈ C\{0}.

З першого рiвняння (40), врахувавши спiввiдношення (31), отримуємо рiвняння для ψ1

за еволюцiйним параметром y :

∂ψ1

∂y
+
∂ψ1

∂x1
+ α1

∂ψ1

∂x2
= 0, (41)

розв’язок якого шукаємо у формi

ψ1
∼=
∑
j≥0

ψ
(j)
1 λj .

Цей розв’язок набуває вигляду

ψ1 = y − (α+ 1)x1 + x2 + C1(const). (42)

З другого рiвняння (40), враховуючи спiввiдношення (32), отримуємо рiвняння для ψ2

за еволюцiйним параметром t :

∂ψ2

∂t
+

(
1

λ
+ rx1 + α1rx2

)
∂ψ2

∂x1
+

(
1

λ
α1 + zx1 + α1zx2 + 2α1rx1 + 2α2

1rx2

)
∂ψ2

∂x2
= 0. (43)

Розв’язок рiвняння (43) шукаємо у виглядi

ψ2
∼=
∑
j≥−1

ψ
(j)
2 λj = ψ

(−1)
2

1

λ
+ ψ

(0)
2 λ0 + ψ

(1)
2 λ1 + . . . ,

яке пiдставляємо у (43) i отримуємо спiввiдношення

∂

∂t

[
ψ
(−1)
2

1

λ
+ ψ

(0)
2 λ0 + ψ

(1)
2 λ1 + . . .

]
+

+

(
1

λ
+ rx1 + α1rx2

)
∂

∂x1

[
ψ
(−1)
2

1

λ
+ ψ

(0)
2 λ0 + ψ

(1)
2 λ1 + . . .

]
+

+

(
1

λ
α1 + zx1 + α1zx2 + 2α1rx1 + 2α2

1rx2

)
×

× ∂

∂x2

[
ψ
(−1)
2

1

λ
+ ψ

(0)
2 λ0 + ψ

(1)
2 λ1 + . . .

]
= 0. (44)
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Iз (44) при 1

λ2
маємо рiвняння

∂ψ
(−1)
2

∂x1
+ α1

∂ψ
(−1)
2

∂x2
= 0,

розв’язок якого набуває вигляду

ψ
(−1)
2 = −α1x1 + x2 + C2(const). (45)

Iз (44) при 1

λ
маємо рiвняння

∂ψ
(−1)
2

∂t
+
∂ψ

(0)
2

∂x1
+ (rx1 + α1rx2)

∂ψ
(−1)
2

∂x1
+

+ α1
∂ψ

(0)
2

∂x2
+
(
zx1 + α1zx2 + 2α1rx1 + 2α2

1rx2

) ∂ψ(−1)
2

∂x2
= 0. (46)

Пiдставимо розв’язок (45) у (46) i одержимо рiвняння для ψ(0)
2 :

∂ψ
(0)
2

∂x1
+ (rx1 + α1rx2) · (−α1) + α1

∂ψ
(0)
2

∂x2
+
(
zx1 + α1zx2 + 2α1rx1 + 2α2

1rx2

)
· (1) = 0. (47)

Iз (47) отримуємо рiвняння (видiляємо повнi похiднi)

∂ψ
(0)
2

∂x1
+ α1

∂ψ
(0)
2

∂x2
= (α1r)x1 +

(
α2
1r
)
x2
− (z)x1 − (α1z)x2 − (2α1r)x1 −

(
2α2

1r
)
x2
. (48)

Iз (48) маємо рiвняння

∂ψ
(0)
2

∂x1
= (−z − α1r)x1 ,

розв’язок якого набуває вигляду

ψ
(0)
2 = −z − α1r + C3(const). (49)

Iз (48) одержуємо рiвняння (прирiвняли похiднi при x2 )

α1
∂ψ

(0)
2

∂x2
=
(
α2
1r − α1z − 2α2

1r
)
x2
,

розв’язок якого спiвпадає з розв’язком (49).
Отже, розв’язок рiвняння (44) набуває вигляду

ψ2
∼= ψ

(−1)
2 + ψ

(0)
2 + . . . = −α1x1 + x2 − z − α1r +O(λ). (50)

Твердження 1. Нехай задано кореневий елемент (1) iз сингулярнiстю |λ| → 0 i викону-
ються рiвностi (9), (10), (12), (14), (30) – (32). Тодi умова сумiсностi Лакса –Сато є еквi-
валентною збiговi iнварiантiв векторних полiв (41) i (43), частковими розв’язками яких є
вирази (42), (50) вiдповiдно.
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Розглянемо випадок, коли кореневий елемент l̃ ∈ G̃* сингулярний при |λ| → ∞. Вико-
ристаємо асимптотичну формулу (3.27) з [7]:

∇h(l)+ := ∇h(p)(l)+ ∼ λp
∑
j≥0
∇h(p)j (l)λ−j

або ж у виглядi

∇h(l)+ := (∇h1,∇h2)T+ =
∑
j≥0

(fj , gj)
Tλ−j , |λ| → ∞, (51)

де l = (a, b)T , x ∈ T2. Для знаходження елементiв fj , gj , j = 0, 1, 2, . . . , пiдставимо (2),
(51) у (3) i отримаємо спiввiдношення(

∂fj
∂x1

+
∂gj
∂x2

)
v + u

(
∂fj−1
∂x1

+
∂gj−1
∂x2

)
+ fj−1ux1 + gj−1ux2+

+ fjvx1 + gjvx2 + v
∂fj
∂x1

+ u
∂fj−1
∂x1

+ p
∂gj
∂x1

+ w
∂gj+1

∂x1
= 0, (52)(

∂fj
∂x1

+
∂gj
∂x2

)
p+ w

(
∂fj+1

∂x1
+
∂gj+1

∂x2

)
+ fjpx1 + fj+1wx1+

+ gjpx2 + gj+1wx2 + v
∂fj
∂x2

+ u
∂fj−1
∂x2

+ p
∂gj
∂x2

+ w
∂gj+1

∂x2
= 0. (53)

Iз спiввiдношень (52), (53), в яких покладемо w = 1, послiдовно знаходимо fj , gj для
j = −1, 0, 1 :

g0 = 1, f0 = qx2 = α1 = const,

g1 = rx2 − vqx2 , f1 = zx2 − pqx2 , q = −x1 + α1x2, (54)

v = −rx1 , p = −zx1 − 2rx2 − 2α1rx1 , (55)

g2 = ρx2 + rx1zx2 + r2x1
+ 2α1rx1zx1 + 4α1rx1rx2 − α1u+ 4α2

1r
2
x1
,

f2 = γx2 + zx1zx2 + rx2zx2 + 3α1r
2
x2

+ 2α1rx1zx2+

+ α1z
2
x1

+ 4α1rx2zx1 + 8α2
1rx1rx2 + 4α2

1rx1zx1 + 4α3
1r

2
x1
,

u = −ρx1 + rx1rx2 + rx1zx1 + 2α1r
2
x1
.

Використаємо формулу (3.28) з [7] за еволюцiйним параметром y :

∇h(y)(l)+ = (λpy∇h(l))+ . (56)

Тодi при py = 0 з (56) отримаємо обчислювальну формулу

∇h(y)(l)+ =
(
λ0∇h(y)(l)

)
+

=

[
λ0∇h0(l) +

1

λ
∇h1(l) +

1

λ2
∇h2(l) + . . .

]
+

=
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=
[
λ0∇h0(l)

]
= ∇h0(l) =

(
f0

g0

)
=

(
α1

1

)
=

∇h(y)1

∇h(y)2

. (57)

Пiдставляючи (57), (2) y (52), (53) вiдповiдно та використовуючи рiвнiсть (3.17) з [8]

∂l̃

∂y
= −ad∗

∇h(y)
+

(
l̃
)
,

отримуємо систему рiвнянь

uy = −(ux2 + α1ux1),

vy = −(vx2 + α1vx1),

py = −(px2 + α1px1),

wy = 0,

де v, p набувають вигляду (55), а

u = −ρx1 + rx1rx2 + rx1zx1 + 2α1r
2
x1
.

Використаємо формулу (3.28) з [7] за еволюцiйним параметром t :

∇h(t)(l)+ = (λpt∇h(l))+. (58)

Тодi при pt = 1 з (58) отримаємо обчислювальну формулу за еволюцiйним параметром t :

∇h(t)(l)+ =
(
λ1∇h(l)

)
+

=

=

(
λ1∇h0(l) + λ0∇h1(l) +

1

λ
∇h2(l) +

1

λ2
∇h3(l) + . . .

)
+

=

= λ1∇h0(l) + λ0∇h1(l) =

= λ1

(
f0

g0

)
+ λ0

(
f1

g1

)
= λ1

(
α1

1

)
+ λ0

(
zx2 − α1p

rx2 − α1v

)
=

=

(
λ1α1 + zx2 − α1p

λ1 + rx2 − α1v

)
=

∇h(t)1

∇h(t)2

. (59)

Пiдставляючи (59), (2) y (52), (53) вiдповiдно та використовуючи рiвнiсть (3.17) з [8]

∂l̃

∂t
= −ad∗

∇h(t)
+

(l̃),

одержуємо такi рiвняння:
при λ−1 :

ut = −
[
urx2x2 + ux1zx2 + ux2rx2+
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+ 2uzx1x2 − α1uvx2 − 2α1upx1 − α1pux1 − α1vux2

]
; (60)

при λ0 :

vt = −
[
vrx2x2 + 2vzx1x2 + ux2 + zx2vx1 + rx2vx2+

+ prx1x2 − 2α1vpx1 − 2α1vvx2 − 2α1pvx1 + α1ux1

]
; (61)

при λ1 :

α1vx1 + vx2 + rx1x2 − α1vx1 ≡ 0, (62)

uzz2x2 − α1upx2 = 0; (63)

при λ0 :

pt = −
[
pzx1x2 + zx2px1 + vzx2x2 + 2prx2x2+

+ rx2px2 − 2α1ppx1 − 2α1pvx2 − 2α1vpx2

]
; (64)

при λ1 :
wt ≡ 0.

У результатi проведених вище обчислень крiм рiвнянь (60), (61), (64) отримали ще двi
додатковi умови (62) i (63). З рiвняння (62) одержали тотожнiй нуль, а з (63) маємо спiв-
вiдношення

u(zx2 − α1p)x2 = uf1,x2 = 0. (65)

Для (65) розглянемо два випадки:
1) u = 0, f1,x2 6= 0;
2) u 6= 0, f1,x2 = 0.

Розглянемо випадок 1: u = 0, f1,x2 6= 0.
Виразимо змiннi p, v у лiвiй i правiй частинах (64) через змiннi r, z. З цiєю метою

пiдставимо (55) у (64) i отримаємо спiввiдношення (видiляємо повнi похiднi за змiнними
x1, x2 ):

(−zx1 − 2rx2 − 2α1rx1)t = −(zt)x1 − (2rt)x2 − (2α1rt)x1 =

= −
[
−zx1zx1x2 − 2rx2zx1x2 − zx2zx1x1 − 2zx2rx1x2−

− rx1zx2x2 − 2zx1rx2x2 − 6rx2rx2x2 − rx2zx1x2−

− 4α1rx1zx1x2 − 2α1zx2rx1x1 − 8α1rx1rx2x2 − 14α1rx2rx1x2−

− 2α1zx1zx1x1 − 6α1zx1rx1x2 − 4α1rx2zx1x1 − 4α2
1zx1rx1x1−

− 8α2
1rx2rx1x1 − 4α2

1rx1zx1x1 − 16α2
1zx1rx1x2 − 8α3

1rx1rx1x1

]
=

= −
[
−(2rx2zx1)x2 −

(
3r2x2

)
x2
− (zx1zx2)x1−
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− (rx1zx2)x2 − (rx2zx2)x1 − (8α1rx1rx2)x2 − (3α1r
2
x2

)x1−

− (4α1rx2zx1)x1 − (2α1rx1zx1)x2 − (2α1rx1zx2)x1 −
(
α1z

2
x1

)
x1
−

−
(
4α2

1rx1zx1

)
x1
−
(
8α2

1rx1rx2

)
x1
−
(
4α2

1r
2
x1

)
x2
−
(
4α3

1r
2
x1

)
x1

]
.

(66)

З (66) одержимо рiвняння для z i r (прирiвняли вирази при похiдних за змiнною x1 ):

zt + 2α1rt = −
[
zx1zx2 + rx2zx2 + 3α1r

2
x2

+ 4α1rx2zx1 + 2α1rx1zx2+

+ α1z
2
x1

+ 4α2
1rx1zx1 + 8α2

1rx1rx2 + 4α3
1r

2
x1

]
, (67)

i рiвняння на r (прирiвняли вирази при похiдних за змiнною x2 ):

rt = −
[
rx2zx1 + (1/2)rx1zx2 + (3/2)r2x2

+ 4α1rx1rx2 + α1rx1zx1 + 2α2
1r

2
x1

]
. (68)

Пiдставимо вираз (68) у (67) i одержимо рiвняння для z :

zt = −2α1rt −
[
zx1zx2 + rx2zx2 + 3α1r

2
x2

+ 4α1rx2zx1 + 2α1rx1zx2+

+ α1z
2
x1

+ 4α2
1rx1zx1 + 8α2

1rx1rx2 + 4α3
1r

2
x1

]
=

= −zx1zx2 − rx2zx2 + 6α1rx2zx1 + 3α1rx1zx2+

+ 6α1r
2
x2

+ α1z
2
x1

+ 6α2
1rx1zx1 + 16α2

1rx1rx2 + 8α3
1r

2
x1
.

З урахуванням випадку 1 (u = 0, f1,x2 6= 0) виразимо змiннi v, p у лiвiй i правiй частинах
(61) через r, z. З цiєю метою пiдставимо (55) у (61) i здобудемо вираз (видiляємо повнi
похiднi)

vt = −[−(rx1)t] = −[−(rt)x1 ] =

= −
[
vrx2x2 + 2vzx1x2 + zx2vx1 + rx2vx2+

+ prx1x2 − 2α1vpx1 − 2α1vvx2 − 2α1pvx1

]
=

= −
[
−(rx1rx2)x2 − (rx1zx1)x2 − (zx2rx1)x1 −

(
r2x2

)
x1
−

−
(
α1r

2
x1

)
x2
−
(
2α1rx1zx1

)
x1
−
(
4α1rx1rx2

)
x1
−
(
4α2

1r
2
x1

)
x1

]
. (69)

З виразу (69) (прирiвнюємо похiднi при x1 ) маємо рiвняння для r :

rt = −
[
rx1zx2 + r2x2

+ 2α1rx1zx1 + 4α1rx1rx2 + 4α2
1r

2
x1

]
.

Розглянемо випадок 2 (u 6= 0, f1,x2 = 0). При цьому з рiвняння (61) отримаємо спiввiд-
ношення

vt = (−rx1)t = −(rt)x1 = −
[
vrx2x2 + 2vzx1x2 + ux2 + zx2vx1 + rx2vx2+
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+ prx1x2 − 2α1vpx1 − 2α1vvx2 − 2α1pvx1 + α1ux1 =

= −(rx1rx2)x2 − (rx1zx1)x2 + (u)x2 − (zx2rx1)x1 −
(
r2x2

)
x1
−

−
(
α1r

2
x1

)
x2
−
(
2α1rx1zx1

)
x1
−
(
4α1rx1rx2

)
x1
−
(
4α2

1r
2
x1

)
x1

+ (α1u)x1

]
,

з якого одержуємо рiвняння на r :

rt = −
[
rx1zx2 + r2x2

+ 2α1rx1zx1 + 4α1rx1rx2 + 4α2
1r

2
x1
− α1u

]
. (70)

У рiвняннi (60) виразимо p, v через r, z i здобудемо

ut = −
[
urx2x2 + ux1zx2 + ux2rx2 + 2uzx1x2−

− α1uvx2 − 2α1upx1 − α1pux1 − α1vux2

]
=

= −
[
urx2x2 + ux1zx2 + ux2rx2 + 2uzx1x2 + 5α1urx1x2 + 2α1uzx1x1+

+ α1ux1zx1 + 2α1ux1rx2 + α1ux2rx1 + 2α2
1ux1rx1 + 4α2

1urx1x1

]
.

Прокомутуємо два векторнi поля за формулою Лакса –Сато (71) (отримаємо два рiвняння
для r i z за еволюцiйним параметром y ):

∂Ã∇h(y)
+

∂t
−
∂Ã∇h(t)

+

∂y
=

[
Ã∇h(y)

+

, Ã∇h(t)
+

]
, (71)

де

Ã∇h(y)
+

:=

〈
∇h(y)+ (l),

∂

∂x

〉
= α·

∂

∂x1
+ 1

∂

∂x2
, (72)

Ã∇h(t)
+

:=

〈
∇h(t)+ (l),

∂

∂x

〉
=
(
λ0(zx2 − α1p) + λα1

) ∂

∂x1
+

+
(
λ0(rx2 − α1v) + 1λ

) ∂

∂x2
. (73)

Пiдставимо (72), (73) y (71) i одержимо спiввiдношення

−
{[

(zx2)y − α1(p)y
] ∂

∂x1
+
[
(rx2)y − α1(v)y

] ∂

∂x2

}
=

=
[
zx2x2 + 2α1rx2x2 + 2α1zx1x2 + α2

1zx1x1 + 4α2
1rx1x2 + 2α3

1rx1x1

] ∂

∂x1
+

+
[
rx2x2 + 2α1rx1x2 + α2

1rx1x1

] ∂

∂x2
. (74)
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Прирiвняємо в (74) вирази при ∂

∂x1
i ∂

∂x2
, при цьому пiдставимо p, v з (55) i видiлимо

повнi похiднi. Одержимо вiдповiдно

−
[
(zx2)y + α1(−zx1 − 2rx2 − 2α1rx1)y

]
=

=
[
zx2x2 + 2α1rx2x2 + 2α1zx1x2 + α2

1zx1x1 + 4α2
1rx1x2 + 2α3

1rx1x1

]
, (75)

−[(rx2)y − (α1v)y] =
[
rx2x2 + 2α1rx1x2 + α2

1rx1x1

]
. (76)

У (75) видiлимо повнi похiднi й отримаємо вираз

(zy + 2α1ry)x2 + α1(zy + 2α1ry)x1 =

=
(
−zx2 − 2α1rx2 − α1zx1 − 2α2

1rx1

)
x2

+ α1

(
−zx2 − 2α1rx2 − α1zx1 − 2α2

1rx1

)
x1
. (77)

Прирiвнявши похiднi в (77) за змiнними x1 i x2, одержимо два однаковi рiвняння вигляду

zy + 2α1ry = −zx2 − 2α1rx2 − α1zx1 − 2α2
1rx1 . (78)

Пiдставимо v з (55) y (76) i видiлимо повнi похiднi за змiнними x1 i x2 :

−
[
(ry)x2 − α1(ry)x2

]
= (rx2)x2 + (α1rx1)x2 + (α1rx2)x1 +

(
α2
1rx1

)
x1
. (79)

Прирiвнявши похiднi в (79) за змiнними x1 i x2, отримаємо два однаковi рiвняння вигляду

ry = −rx2 − α1rx1 . (80)

Пiдставимо (80) у (78) i одержимо рiвняння для z :

zy = −2α1(−rx2 − α1rx1)− zx2 − 2α1rx2 − α1zx1 − 2α2
1rx1 = −zx2 − α1zx1 .

З iншого боку, умова (71) еквiвалентна спаренiй умовi двох лiнiйних рiвнянь [8](
∂

∂y
+ Ã∇h(y)

+

)
ψ1 = 0,

(
∂

∂t
+ Ã∇h(t)

+

)
ψ2 = 0, (81)

де функцiя ψ = (ψ1, ψ2)
T ∈

(
C2
(
R2 × T2

C
)
;C
)
для всiх y, t ∈ R i деякого λ ∈ C\{0}.

З першого рiвняння (81) маємо рiвняння для ψ1 за еволюцiйним параметром y :

∂ψ1

∂y
+ α1

∂ψ1

∂x1
+
∂ψ1

∂x2
= 0. (82)

Розв’язок рiвняння (82) шукаємо у формi

ψ1
∼=
∑
j≥0

ψ
(j)
1 λ−j ,

i цей розв’язок має вигляд

ψ1 = y + x1 − (α+ 1)x2 + C3(const). (83)
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З другого рiвняння (81) маємо рiвняння для ψ2 за еволюцiйним параметром t :
∂ψ2

∂t
+ (zx2 − α1p+ λα1)

∂ψ2

∂x1
+ (rx2 − α1v + λ)

∂ψ2

∂x2
= 0. (84)

Пiдставимо p, v iз (55) у (84) i одержимо рiвняння
∂ψ2

∂t
+
(
zx2 + α1zx1 + 2α1rx2 + 2α2

1rx1 + λα1

) ∂ψ2

∂x1
+ (rx2 + α1rx1 + λ)

∂ψ2

∂x2
= 0. (85)

Розв’язок рiвняння (85) шукаємо у формi

ψ2
∼=
∑
j≥0

ψ
(j)
2 λ(−j) = ψ

(0)
2 λ0 + ψ

(1)
2

1

λ
+ ψ

(2)
2

1

λ2
+ . . . . (86)

Пiдставимо (86) у (85):
∂

∂t

[
ψ
(0)
2 λ0 + ψ

(1)
2

1

λ
+ ψ

(2)
2

1

λ2
+ . . .

]
+

+ (zx2 + α1zx1 + 2α1rx2 + 2α1rx2 + λα1)×

× ∂

∂x1

[
ψ
(0)
2 λ0 + ψ

(1)
2

1

λ
+ ψ

(2)
2

1

λ2
+ . . .

]
+

+ (rx2 + α1rx1 + λ)
∂

∂x2

[
ψ
(0)
2 λ0 + ψ

(1)
2

1

λ
+ ψ

(2)
2

1

λ2
+ . . .

]
= 0. (87)

З (87) при λ0 отримаємо рiвняння

∂ψ
(0)
2

∂t
+
(
zx2 + α1zx1 + 2α1rx2 + 2α2

1rx1

) ∂ψ(0)
2

∂x1
+

+ α1
∂ψ

(1)
2

∂x1
+ (rx2 + α1rx1)

∂ψ
(0)
2

∂x2
+
∂ψ

(1)
2

∂x2
= 0. (88)

З (87) при λ1 одержимо рiвняння

α1
∂ψ

(0)
2

∂x1
+
∂ψ

(0)
2

∂x2
= 0,

розв’язок якого має вигляд

ψ
(0)
2 = x1 − α1x2 + C4(const). (89)

Пiдставимо (89) у (88) i отримаємо рiвняння для ψ(1)
2 :

(
zx2 + α1zx1 + 2α1rx2 + 2α2

1rx1

)
· 1 + α1

∂ψ
(1)
2

∂x1
+ (rx2 + α1rx1)(−α1) +

∂ψ
(1)
2

∂x2
= 0, (90)

α1
∂ψ

(1)
2

∂x1
+
∂ψ

(1)
2

∂x2
= −zx2 − α1zx1 − 2α1rx2 − 2α2

1rx1 + (rx2 + α1rx1)α1 =

= −(z + α1r)x2 − α1(z + α1r)x1 .
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Iз рiвняння (90) маємо розв’язок

ψ
(1)
2 = −z − α1r.

Отже, розв’язок рiвняння (85) набуває вигляду

ψ2
∼= ψ

(0)
2 + ψ

(1)
2 + . . . = x1 − α1x2 − z − α1r +O

(
1

λ

)
, (91)

що сформулюємо як таке твердження.
Твердження 2. Нехай задано кореневий елемент (1) iз сингулярнiстю |λ| → ∞, для якого

справедлива система диференцiальних спiввiдношень (54), (55), (57), (59), (71) – (73). Тодi
умова сумiсностi Лакса –Сато є еквiвалентною збiговi iнварiантiв векторних полiв (82) i
(84), частковими розв’язками яких є вирази (83) i (91) вiдповiдно.

На закiнчення нашого аналiзу вкажемо, що, як легко перевiрити, для заданого коре-
невого елемента (1) умова iснування нетривiальних iнварiантiв Казiмiра не призводить до
умови замкненостi dl̃ = 0 для вiдповiдної диференцiальної форми l̃ ∈ Λ

(
T2
)
в алгебрi

Грасмана диференцiальних форм на торi T2, яка часто виникає [14 – 16] при дослiдженнi
бездисперсiйних iєрархiй iнтегровних небесних рiвнянь з частинними похiдними.

3. Висновки. Побудовано бездисперсiйнi рiвняння небесного типу. Розглянуто два ви-
падки сингулярностi кореневого елемента l̃. У випадку кореневого елемента l̃ iз сингу-
лярнiстю |λ| → 0 виведено новi динамiчнi системи бездисперсiйного типу i отримано
їхнi частиннi розв’язки. Аналогiчно одержано новi бездисперсiйнi динамiчнi системи у
випадку, коли кореневий елемент задано iз сингулярнiстю |λ| → ∞. Вiдповiдно отрима-
но їхнi частиннi розв’язки. Показано, що побудованi векторнi потоки є пуассоновими. Це
дало можливiсть вивести вiдповiднi небеснi рiвняння у виглядi комутативних векторних
полiв типу Лакса –Сато. Виведенi небеснi рiвняння цiлком iнтегровнi за Лаксом –Сато на
просторово-двовимiрному функцiональному многовидi.
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