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We construct a continuous nowhere monotone function depending on an infinite number of parameters
whose derivative is equal to zero almost everywhere (in the sense of the Lebesgue measure). We substanti-
ate that the function is well-defined and nowhere monotonic, analyze its differential properties, study
massiveness of level sets, a set of maxima and minima of the function, its structural and variational
properties.
Наведено конструкцiю неперервної нiде не монотонної функцiї, залежної вiд нескiнченної кiлько-
стi параметрiв, яка має рiвну нулю похiдну майже скрiзь (у розумiннi мiри Лебега). Обґрунтовано
коректнiсть означення функцiї, її нiде не монотоннiсть, проаналiзовано диференцiальнi властиво-
стi, вивчено масивнiсть множин рiвнiв, множини максимумiв i мiнiмумiв, структурнi та варiацiйнi
властивостi.

1. Вступ. Як вiдомо, кожна функцiя дiйсної змiнної обмеженої варiацiї є або функцiєю
стрибкiв, або абсолютно неперервною (невласним iнтегралом своєї похiдної), або сингу-
лярною (має рiвну нулю похiдну майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега), або є лiнiйною
комбiнацiєю вказаних функцiй (сумiшшю трьох попереднiх типiв).

Сингулярнi функцiї являють собою сiм’ю маловивчених функцiй чистого лебегiвського
типу [1, 2]. Справжнiй iнтерес до них (точнiше, до монотонних сингулярних функцiй)
зародився в теорiї ймовiрностей [3], а саме в теорiї розподiлiв, хоча тривалий час саме
цими теорiями категорично iгнорувався [4]. У цiй галузi сингулярнi функцiї виступають
як функцiї розподiлу ймовiрностей [3].

Завдяки теорiї фракталiв, iдей автомодельностi (узагальнення самоподiбностi, само-
афiнностi) з’явилися продуктивнi засоби для теоретичної, а саме аналiтичної розбудови
теорiї сингулярних функцiй (задання, вивчення, iнтерпретацiї, застосування). Iнший клас

© М. В. Працьовитий, Я. В. Гончаренко, I. М. Лисенко, О. В. Свинчук, 2020
502 ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2020, т. 23, № 4



ПРО ОДИН КЛАС СИНГУЛЯРНИХ НIДЕ НЕ МОНОТОННИХ ФУНКЦIЙ 503

маловивчених функцiй являють собою неперервнi нiде не монотоннi функцiї [5, 6]. Факт
iснування сингулярних нiде не монотонних функцiй є нетривiальним, а масивнiсть цього
класу у рiзних просторах вимагає окремого дослiдження. У роботi [7] вдалося побудувати
конструкцiю функцiй цiєї родини. Як виявилося пiзнiше, вже до цього було опублiковано
кiлька робiт, де вони фiгурували [8]. У цiй статтi ми будуємо континуальну сiм’ю таких
функцiй i проводимо дослiдження їхнiх властивостей.

2. Базовi поняття та факти. Далi 2 < s — фiксоване натуральне число, As ≡ {0, 1, . . .
. . . , s−1}—алфавiт (набiр цифр), L ≡ A×A×A× . . .—простiр послiдовностей елементiв
алфавiту.

Для означення основного об’єкта дослiдження ми використовуватимемо s-символьне
полiосновне Q∗s -зображення, яке визначається нескiнченноюстохастичноюматрицею Q∗s =
= ‖qik‖, де i = 0, s− 1, k ∈ N, з властивостями:

1) qik > 0, q0k + q1k + . . .+ qs−1,k = 1, k ∈ N ;

2)
∏∞

k=1
max
i
{qik} = 0.

Воно ґрунтується на такому твердженнi.
Теорема 1 [9]. Для будь-якого x ∈ [0; 1] iснує не бiльше двох послiдовностей (αn) з прос-

тору L таких, що при βik ≡ q0k + . . .+ qi−1,k виконується рiвнiсть

x = βα11 +
∞∑
k=2

βαkk

k−1∏
j=1

qαjj

 ≡ ∆Q∗
s

α1α2...αk...
.

Останнiй символiчний запис ∆
Q∗

s
α1α2...αk... називається Q∗s -зображенням числа x, при

цьому αn = αn(x) називається n-ю цифрою даного зображення.
Властивостi Q∗s -зображення чисел та його геометрiя добре вивченi [10]. Злiченна мно-

жина чисел має два, до того ж, перiодичнi зображення
∆
Q∗

s

c1...cm(0) i ∆
Q∗

s

c1...cm−1[cm−1](s−1).

Такi числа називаються Q∗s -бiнарними, решта чиселмають єдине Q∗s -зображення i називаю-
ться Q∗s -унарними.

Q∗s -цилiндром рангу m з основою c1c2...cm називається множина ∆
Q∗

s
c1c2...cm всiх чисел

вiдрiзка [0; 1], якi мають такi Q∗s -зображення, що αk(x) = ck, k = 1,m.

Q∗s -цилiндр ∆
Q∗

s
c1c2...cm є вiдрiзком з кiнцями ∆

Q∗
s

c1...cm(0) i ∆
Q∗

s

c1...cm(s−1), довжина якого
обчислюється за формулою

∣∣∣∆Q∗
s

c1c2...cm

∣∣∣ =
∏m

i=1
qcii. Очевидно, що ∆

Q∗
s

c1...cmc ⊂ ∆
Q∗

s
c1...cm .

Для будь-якої послiдовностi (cn) ∈ L виконується рiвнiсть
∞⋂
m=1

∆Q∗
s

c1c2...cm = ∆Q∗
s

c1c2...cm....

Якщо qik = qi = const для довiльного k ∈ N, i ∈ As, то Q∗s -зображення називається Qs -
зображенням. При qi =

1

s
, i = 0, s− 1, Qs -зображення є класичним s-ковим зображенням

чисел.
Вiдомо [11], що множина E = E[Qs; q0, . . . , qs−1] чисел x ∈ [0; 1], у Qs -зображеннi

яких використовуються всi цифри алфавiту As, причому цифра i — з частотою νi(x) ≡

≡ limk→∞
Ni(x, k)

k
= qi, де Ni(x, k) — кiлькiсть цифр i серед α1(x), α2(x), . . . , αk(x), є

множиною повної мiри Лебега.
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3. Об’єкт дослiдження. Нехай задана матриця G∗s ≡ ‖gik‖, i ∈ As, k ∈ N, має власти-
востi:

1) |gik| < 1, g0k + g1 + . . .+ g[s−1]k = 1 ;
2) δ0k ≡ 0, 0 < δik ≡

∑i−1

j=0
gjk < 1, i = 1, s− 1, δsk ≡ 1 ;

3)
∏∞

k=1
gikk = 0 для будь-якої послiдовностi (ik) ∈ L.

Умови 1 – 3 для матрицi G∗s = ‖gik‖ називатимемо початковими.
Зауважимо, що при будь-якому m ∈ N матриця G∗s(m) ≡ ‖gik‖, де 0 ≤ i < s, m ≤ k ∈

∈ N, задовольняє всi початковi умови.
Лема 1. Для довiльних i ∈ As\{0} та m ∈ N виконується рiвнiсть

δi−1,m + gi−1,m

δs−1,m+1 +
∞∑
k=2

δs−1,m+k

k−1∏
j=1

gs−1,m+j

 = δi,m. (1)

Доведення. Покажемо,що рiзниця правої та лiвої частин рiвностi (1) дорiвнює 0. З цiєю
метою зауважимо, що 1− δs−1,m+j = gs−1,m+j i розглянемо рiзницi, отриманi в результатi
почергового перенесення доданкiв iз лiвої частини в праву:

δi,m − δi−1,m = gi−1,m,

gi−1,m − δs−1,m+1gi−1,m = gi−1,m(1− δs−1,m+1) = gi−1,mgs−1,m+1,

gi−1,mgs−1,m+1 − δs−1,m+2gi−1,mgs−1,m+1 = gi−1,mqs−1,m+1qs−1,m+2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

gi−1,m

k−1∏
j=1

qs−1,m+j − δs−1,m+k+1qi−1,m

k−1∏
j=1

gs−1,m+j = gi−1,m

k∏
j=1

gs−1,m+j .

Враховуючи, що останнiй добуток прямує до 0 при k →∞ (це одна з початкових умов,
накладених на матрицю ‖gik‖), рiвнiсть (1) доведено.

Наслiдок 1. Виконується рiвнiсть

δs−1,m+1 +
∞∑
k=2

δs−1,m+k

k−1∏
j=1

gs−1,m+j

 = 1.

Означення 1. Функцiю f означимо рiвнiстю

f
(
x = ∆Q∗

s
α1α2...αn...

)
≡ δα11 +

∞∑
k=2

δαkk

k−1∏
j=1

gαjj

 ≡ ∆G∗
s

α1α2...αn.... (2)

Зауваження 1. Аналогiчнафункцiя розглядалась у роботi [12], але придодатковiй умовi
на матрицю ‖gik‖, наслiдком якої була вимога 2. Вилучення цiєї умови вимагало перегляду
основних моментiв в обґрунтуваннi коректностi означення функцiї тощо.

Теорема 2. Означення функцiї f рiвнiстю (2) є коректним, функцiя є неперервною на
вiдрiзку [0; 1] i її множиною значень є вiдрiзок [0; 1].
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Доведення. Для перевiрки коректностi означення функцiї досить довести, що вираз,
яким задається функцiя, надає однаковi значення при рiзних зображеннях Q∗s -бiнарних
чисел, тобто f

(
∆
Q∗

s

c1...cm(0)

)
= f

(
∆
Q∗

s

c1...cm−1[cm−1](s−1)

)
, а це є наслiдком попередньої леми, i

те, що ряд (2) є збiжним при будь-якiй послiдовностi (αn) ∈ L.
Очевидно, що f(0) = f

(
∆
Q∗

s

(0)

)
= 0, f(1) =

(
∆
Q∗

s

(s−1)

)
= 1.

Подамо значення функцiї f(x) у виглядi

f(x) = Sm(x) +

 m∏
j=1

gαj(x)j

δαm+1(x)[m+1] +
∞∑

k=m+2

δαk(x)k

k−1∏
j=m+1

gαj(x)j

,
де

Sm(x) = δα1(x)1 +

m∑
k=1

δαk(x)k

k−1∏
j=1

gαj(x)j


— частинна сума ряду (2). Доведемо, що 0 ≤ Sm < 1 для довiльного m ∈ N i набору цифр
(α1, α2, . . . , αm), скориставшись методом математичної iндукцiї.

Для m = 1 очевидно, що S1 = δα11 ∈ [0, 1) згiдно з умовами на матрицю ‖gik‖, причому
S1 = 0 лише тодi, коли α1 = 0.

Розглянемо S2 = δα11 + δα22gα11. Якщо α1 = 0, то S2 = δ01 + δα22g01 = δα22g01 i

0 < S2 = δα22g01 < δα22 < 1.

Нехай α1 > 0. Якщо gα11 > 0, то

0 ≤ δα11 < S2 = δα11 + δα22gα11 < δα11 + gα11 = δ[α1+1]1 < 1.

Якщо gα11 < 0, то 0 ≤ δ[α1+1]1 = δα11 + gα11 < S2 = δα11 + δα22gα11 < δα11 < 1.

Отже, 0 ≤ S2 < 1.

Припустимо, що 0 ≤ Sk < 1 для довiльної послiдовностi (αk) ∈ L i розглянемо Sk+1.
Оскiльки

Sk+1 = δα11 + gα11

S′k−1 + δαk+1[k+1]

k∏
j=2

gαjj

 = δα11 + gα11S
′′
k ,

де S′k, S′′k — частиннi суми ряду (2). Оскiльки за припущенням 0 ≤ S′′k < 1, то при gα1 > 0
маємо

0 ≤ δα11 < Sk+1 < δα11 + gα11 = δ[α1+1]1 < 1,

а при gα1 < 0 отримуємо

0 ≤ δ[α1+1]1 = δα11 + gα11 < Sk+1 < δα11 < 1.

Отже, 0 ≤ Sk+1 < 1 для довiльної послiдовностi (αn).

Таким чином, для довiльного x ∈ [0, 1] i натурального m виконується 0 ≤ Sm < 1, а
тому 0 ≤ f(x) = limm→∞ Sm ≤ 1.
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Доведемо неперервнiсть функцiї. Нехай x0 — довiльна Q∗2 -унарна точка iнтервалу
(0; 1). Якщо x 6= x0, то iснує m ∈ N таке, що αm(x) 6= αn(x0), але αi(x) 6= αi(x0) при
i < m, причому x→ x0 рiвносильне m→∞. Розглянемо модуль рiзницi

|f(x)− f(x0)| =

∣∣∣∣∣
m−1∏
i=1

gαi(x0)i

∣∣∣∣∣ |M |,
M = δαm(x)m − δαm(x0)m +

∞∑
k=m+1

δαk(x)k

k−1∏
j=m+1

gαj(x)j

− ∞∑
k=m+1

δαk(x0)k

k−1∏
j=m+1

gαj(x0)j

.
Оскiльки |M | — число, що не перевищує 1 (як модуль рiзницi чисел з [0; 1], а перший
множник прямує до нуля при m → ∞, то |f(x) − f(x0)| → 0(x → x0)). А це означає
неперервнiсть функцiї f у точцi x0.

Для доведення неперервностi функцiї в Q∗s -бiнарнiй точцi x0 можна використати цi ж
мiркування, але для доведення неперервностi функцiї злiва досить розглядати зображення
числа x0 з перiодом (s − 1), а для доведення неперервностi справа — зображення числа
x0 з перiодом (0).

Теорему 2 доведено.
4. Властивостi монотонностi та екстремуми функцiї.
Лема 2. Прирiст µf

(
∆
Q∗

s
c1c2...cm

)
≡ f

(
∆
Q∗

s

c1c2...cm(s−1)

)
− f

(
∆
Q∗

s

c1c2...cm(0)

)
функцiї f на ци-

лiндрi ∆
Q∗

s
c1c2...cm обчислюється за формулою

µf

(
∆Q∗

s
c1c2...cm

)
=

m∏
i=1

gcii. (3)

Доведення. Виразимо прирiст у виглядi

µf

(
∆Q∗

s
c1c2...cm

)
=

(
m∏
i=1

gcii

)δs−1,m+1 +
∞∑
k=2

δs−1,m+k

k−1∏
j=1

gs−1,m+j

.
Згiдно з лемою 1 вираз у квадратних дужках дорiвнює

δs,m − δs−1,m
gs−1,m

=
1− δs−1,m
gs−1,m

= 1.

Отже, має мiсце рiвнiсть (3).
Теорема 3. Функцiя f є:
1) сталою на цилiндрi ∆

Q∗
s

c1c2...cm лише тодi, коли iснує gckk = 0 при деякому k 6 m;
2) неспадною, якщо матриця ‖gik‖ не має вiд’ємних елементiв, причому строго зростаю-

чою, коли всi елементи матрицi додатнi;
3) нiде не монотонною, якщо у матрицi ‖gik‖ не має нулiв i в нескiнченнiй кiлькостi

стовпцiв iснують вiд’ємнi числа.
Доведення. 1) Якщо gckk = 0, де k ≤ m, то

∏m

i=1
gcii = 0. Отже, для довiльного

x ∈ ∆
Q∗

s
c1c2...cm маємо

f(x) = δc11 +
k−1∑
i=1

δcii i−1∏
j=1

gcjj

.
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Нехай тепер f(x) = const для будь-якого x ∈ ∆
Q∗

s
c1c2...cm . Тодi виконується рiвнiсть

f
(

∆
Q∗

s

c1c2...cm1(0)

)
= f

(
∆
Q∗

s

c1c2...cm(0)

)
,

а отже,

g0,m+1

m∏
i=1

gcii = 0,

тобто gckk = 0 при деякому k ≤ m, оскiльки g0,m+1 6= 0. Твердження 1 теореми доведено.
2) Нехай gik > 0 для всiх i ∈ As, k ∈ N. Тодi вираз значення функцiї є полiоснов-

ним s-символьним зображенням, породженим матрицею G∗s. Тому твердження 2 теореми
у цьому випадку є очевидним. Iншими словами, твердження 2) є наслiдком тверджен-
ня 1) i попередньої леми, оскiльки в цьому випадку прирости функцiї на всiх цилiндрах є
невiд’ємними.

3) Для доведення нiде не монотонностi функцiї при вказаних умовах досить показати,
що вона не є монотонною на кожному з цилiндрiв. Для цього розглянемо довiльний Q∗s -
цилiндр ∆

Q∗
s

c1...cm .
Оскiльки у матрицi ‖gik‖ iснує нескiнченна кiлькiсть стовпцiв з вiд’ємними елемента-

ми, то розглянемо стовпець з номером m+ k, що мiстить вiд’ємний елемент gi,m+k, i два
вiдповiднi цилiндри:

µf

∆
Q∗

s

c1c2...cm 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−1

0

µf

∆
Q∗

s

c1c2...cm 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−1

i

 =

 m∏
j=1

gcjj

2m0+k−1∏
j=1+m0

g0j

2 g0,m+kgi,m+k.

Оскiльки g0,m+k > 0, то g0,m+kgi,m+k < 0, i на одному з цилiндрiв ∆
Q∗

s

c1c2...cm 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−1

0
або

∆
Q∗

s

c1c2...cm 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−1

i
функцiя має додатний, а на iншому— вiд’ємний прирости. Тобто прирости

функцiї на вказаних цилiндрах, що мiстяться в цилiндрi ∆
Q∗

s
c1...cm , мають рiзнi знаки. Тому

функцiя f на цилiндрi ∆
Q∗

s
c1...cm не є монотонною. Отже, вона нiде не монотонна.

Теорема 4. 1) Якщо gi,m+1gi+1,m+1 < 0 для деякого i, то Q∗s -бiнарна точка вигляду
∆
Q∗

s

c1c2...cmi(0)
є точкою екстремуму функцiї f, причому:

1.1) точкою максимуму, якщо Dmgi,m+1 > 0;
1.2) точкою мiнiмуму, якщо Dmgi,m+1 < 0;

де Dm =
∏m

k=1
gckk 6= 0 — прирiст функцiї на цилiндрi ∆

Q∗
s

c1c2...cm .

2) Якщо gi,m+1gi+1,m+1 ≥ 0, то жодна з точок вигляду ∆
Q∗

s

c1c2...cmi(0)
не є точкою екстре-

муму функцiї f.
Доведення. 1. Нехай Dm =

∏m

k=1
gckk 6= 0. Розглянемо можливi випадки.

1.1. Нехай Dm > 0. Якщо gi+1,m+1 > 0, то на цилiндрi ∆
Q∗

s

c1c2...cm[i+1] функцiя має
додатний прирiст, а на цилiндрi ∆

Q∗
s

c1c2...cmi
, який лежить лiвiше—вiд’ємний. Тому спiльний

кiнець цих цилiндрiв — точка xi ≡ ∆
Q∗

s

c1c2...cmi(0)
, є точкою максимуму.

Якщо gi+1,m+1 < 0, то на цилiндрi ∆
Q∗

s

c1c2...cm[i+1] функцiя має вiд’ємний прирiст, а на
цилiндрi ∆

Q∗
s

c1c2...cmi
— додатний. Отже, точка xi є точкою мiнiмуму.
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1.2. Нехай Dm < 0. Якщо gi+1,m+1 > 0, то на цилiндрi ∆
Q∗

s

c1c2...cm[i+1] функцiя має
вiд’ємний прирiст, а на цилiндрi ∆

Q∗
s

c1c2...cmi
—додатний. Отже, точка xi є точкою мiнiмуму.

Якщо gi+1,m+1 < 0, то на цилiндрi ∆
Q∗

s

c1c2...cm[i+1] функцiя має додатний прирiст, а на
цилiндрi ∆

Q∗
s

c1c2...cmi
— вiд’ємний. Отже, точка xi є точкою максимуму.

2. Якщо gi,m+1gi+1,m+1 = 0, то згiдно з теоремою 3 принаймнi на одному з цилiндрiв
∆
Q∗

s
c1c2...cmi

або ∆
Q∗

s

c1c2...cm[i+1] функцiя є сталою, а отже, точка xi не є точкою екстремуму.
Якщо gi,m+1gi+1,m+1 > 0, то на обох цилiндрах функцiя f має прирiст однакового

знака, а отже, точка xi не є точкою екстремуму, оскiльки для одного цилiндра вона є
точкою максимуму, а для другого — точкою мiнiмуму.

5. Варiацiйнi властивостi.
Теорема 5 [12]. Функцiя f на цилiндрi ∆

Q∗
s

c1c2...cm = [u; v] набуває найбiльшого й наймен-
шого значення на його кiнцях. Причому, якщо

Dm ≡
m∏
i=1

gcii 6= 0, ym = δc11 +

m∑
k=2

(
δckk

k−1∏
i=1

gcii

)
,

то при Dm > 0 маємо max f(x) = f(v) = ym+Dm, min f(x) = f(u) = ym, а при Dm < 0 —
max f(x) = f(u) = ym, min f(x) = f(v) = ym +Dm.

Теорема 6. Варiацiя функцiї f(x) обчислюється за формулою

V 1
0 (f) =

∞∏
n=1

(
s−1∑
i=0

|gin|

)
. (4)

Доведення. Враховуючи, що функцiя f найбiльшого i найменшого значень на кожному
цилiндрi набуває на його кiнцях, розглянемо суму коливань функцiї на цилiндрах 1-го
рангу:

V1 =

s−1∑
i=0

∣∣∣f(∆
Q∗

s

i+1,(0)

)
− f

(
∆
Q∗

s

i(0)

)∣∣∣ =

s−1∑
i=0

|gi1|,

2-го рангу:

V2 =
s−1∑
j=0

|gi11|
s−1∑
i=1

∣∣∣f(∆
Q∗

s

i1,i2+1,(0)

)
− f

(
∆
Q∗

s

i1,i2(0)

)∣∣∣ =

s−1∑
j=0

|gi11|

(s−1∑
i=0

|gi22|

)
,

n-го рангу:

Vn =

(
s−1∑
i1=0

|gi11|

)(
s−1∑
i2=0

|gi22|

)
. . .

(
s−1∑
in=0

|ginn|

)
=

n∏
k=1

 s−1∑
ik=0

|gikk|

.
Тодi для будь-якого натурального n

Vn ≤ V 1
0 (f) ≤ lim

n→∞
Vn.

Оскiльки ж послiдовнiсть (Vn) є монотонною, то

V 1
0 (f) = lim

n→∞
Vn =

∞∏
n=1

(
s−1∑
i=0

|gin|

)
.
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Подамо варiацiю у виглядi

V 1
0 (f) =

∞∏
n=1

(
1−

(
1−

s−1∑
i=0

|gin|

))
.

Наслiдок 2. Функцiя f(x) є функцiєю обмеженої варiацiї тодi i тiльки тодi, коли

W ≡
∞∑
n=1

(
s−1∑
i=0

|gin| − 1

)
<∞. (5)

Наслiдок 3. Для того щоб функцiя f мала необмежену варiацiю, необхiдно й достатньо,
щоб W =∞. Зокрема, при un =

∑s−1

i=0
|gin|9 1, n→∞, маємо V 1

0 (f) =∞.
Якщо всi стовпцi матрицi G∗s однаковi, причому серед її елементiв є вiд’ємнi, то f є

функцiєю необмеженої варiацiї.
6. Диференцiальнi властивостi функцiї.
Лема 3. Якщо у точцi x0 функцiя f має скiнченну похiдну f ′(x0), то вона обчислюється

за формулою

f ′(x0) =
∞∏
k=1

gαk(x0)k

qαk(x0)k
. (6)

Доведення. Вiдомо, що коли функцiя f має скiнченну похiдну, то вона дорiвнює ци-
лiндричнiй похiднiй:

f ′
(
x0 = ∆Q∗

s
α1α2...αn...

)
= lim

n→∞

f
(

∆
Q∗

s

α1...αn(s−1)

)
− f

(
∆
Q∗

s

α1...αn(0)

)
∣∣∣∆Q∗

s
α1...αn

∣∣∣ =

= lim
n→∞

∏n

i=1
gαii∏n

i=1
qαii

= lim
n→∞

n∏
i=1

gαii

qαii
,

тобто виконується рiвнiсть (6).
Теорема 7. Якщо функцiя f має скiнченну варiацiю, тобто виконується умова (5), i для

майже всiх x ∈ [0; 1] границя послiдовностi
(
gαk(x0)k

qαk(x0)k

)
не iснує або вiдмiнна вiд 1, то f є

сингулярною функцiєю (має рiвну нулю похiдну майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега).
Доведення. Як вiдомо, кожна неперервна функцiя обмеженої варiацiї є рiзницею двох

монотонних функцiй, а отже, має скiнченну похiдну майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега.
Нехай x0 —довiльна точкамножина повної мiриЛебега, у якiй iснує скiнченна похiдна.

Тодi згiдно з попередньою лемою вона обчислюється за формулою (6), але при виконаннi
умов теореми необхiдна умова збiжностi нескiнченного добутку не виконується. Тодi вiн
розбiгається до нуля. Отже, функцiя f є сингулярною.

Наслiдок 4. Якщо при виконаннi умовтеореми матриця ‖gik‖ не має нульових елементiв,
але має нескiнченну кiлькiсть вiд’ємних елементiв, то функцiя f є сингулярною нiде не
монотонною функцiєю.
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7. Окремий випадок. Зупинимося тепер на одному простому, але цiкавому окремому
випадку. Розглянемо функцiю f при таких обмеженнях на матрицю G∗s :

1) s = 2k − 1, 2 ≤ k ∈ N, 0 < b1 < 1, 0 < q < 1, bn = b1q
n−1 ;

2) n-й стовпчик матрицi складається з елементiв

g0n = gs−1,n =
1 + bn

2
,

g1n = g3n = . . . = gs−2,n = −bn,

g2n = g4n = . . . = gs−3,n = bn.

У цьому випадку маємо δ0n = 0, δ1n = δ3n = δ2k−1,n =
1 + bn

2
, δ2n = δ4n = δ2k,n =

1− bn
2

,

un ≡
∑s−1

i=0
|gin| − 1 = 2(k − 1)bn. Тодi

∑∞

n=1
un =

2(k − 1)b1
1− q

<∞,
Отже, згiдно з наслiдком 2 функцiя f має обмежену варiацiю, згiдно з теоремою 3 є

нiде не монотонною i згiдно з теоремою 7 є сингулярною. Зосередимо тепер увагу на її
фрактальних властивостях, а саме: на властивостях множин рiвнiв функцiї.

Нагадаємо, що множиною рiвня y0 функцiї f називається множина {x : f(x) = y0} i
позначається f−1(y0).

Нехай

C [Q∗s;Bn] ≡
{
x : x = ∆

Q∗
s

α1(x)α2(x)...αn(x)...
, αn(x) ∈ Bn ⊂ As, n ∈ N

}
,

V ≡ As \ {0, s− 1}, V0 ≡ {2, 4, . . . , s− 2}, V1 ≡ {1, 3, . . . , s− 3}.

Лема 4. Множина C [Q∗s;V ] цiлком належить множинi f−1
(

1

2

)
рiвня y0 =

1

2
. Вона є

континуальною, досконалою, нiде не щiльною множиною i залежно вiд матрицi Q∗s = ‖qik‖
може мати нульову або додатну мiру Лебега, а саме: має додатну мiру Лебега тодi i тiльки
тодi, коли збiгається додатний ряд

∞∑
k=1

q0k + qs−1,k
q1k + q2k + . . .+ qs−2,k

.

Якщо Q∗s -зображення є Qs -зображенням, то множина C [Q∗s;V ] є самоподiбною множи-
ною канторiвського типу, фрактальна вимiрнiсть Гаусдорфа – Безиковича якої є розв’язком
рiвняння

s−2∑
i=1

qxi = 1, тобто x = logq1,...,qs−2
1. (7)

Доведення. Вимагає доведення лише перша частина твердження, оскiльки властивостi
множини C [Q∗s, V ] добре вiдомi [9, 10].

Зауважимо, що f
(

∆
Q∗

s

(i)

)
=

1

2
при i = 1, 2, . . . , s− 2. Справдi, для парного i маємо

f
(

∆
Q∗

s

(i)

)
=

1− b1
2

+
∞∑
k=2

1− bk
2

k−1∏
j=1

bj

 =
1

2
,
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для непарного i —

f
(

∆
Q∗

s

(i)

)
=

1 + b1
2

+

∞∑
k=2

1 + bk
2

k−1∏
j=1

(−bj)

 =
1

2
.

Очевидно, що коли цифри i та j мають однакову парнiсть i вiдмiннi вiд 0 та (s− 1), то
f
(

∆
Q∗

2
α1α2...αk−1iαk+1...

)
= f

(
∆
Q∗

s
α1α2...αk−1jαk+1αk+2...

)
.

Тому множина f−1
(

1

2

)
прообразiв числа 1

2
при вiдображеннi f включає обидвi мно-

жини C [Q∗s, Vi] , де Vi — множина всiх цифр алфавiту As однакової парностi.
Бiльш того, якщо αn ∈ V, то f

(
x = ∆

Q∗
s

α1α2...αn...

)
=

1

2
. Отже, f−1

(
1

2

)
⊃ C [Q∗s, V ] .

Як вiдомо [13], мiра Лебега множини C [Q∗s, Bn] обчислюється за формулою

λ[C] =

∞∏
k=1

[
1− λ(F k)

λ(Fk−1)

]
,

де Fk — об’єднання цилiндрiв рангу k, серед внутрiшнiх точок яких є точки множини
C [Q∗s, Bn] , F k ≡ Fk−1 \ Fk, а саме:

Fk =
∑
c1∈B1

. . .
∑
ck∈Bk

∣∣∣∆Q∗
s

c1...ck

∣∣∣ , F k =
∑
c1∈B1

. . .
∑

ck−1∈Bk−1

∑
c∈As\Bk

∣∣∣∆Q∗
s

c1...ck

∣∣∣ .
Для множини C [Q∗s, V ] маємо Fk = q1k + . . . + qs−2,k, F k = q0k + qs−1,k. Тодi згiдно з
теоремами про зв’язок збiжностi нескiнченних добуткiв i рядiв маємо

λ(C) > 0 ⇔
∞∑
k=1

q0k + qs−1,k
q1k + q2k + . . .+ qs−2,k

<∞. (8)

Структура самоподiбностi множини C = C [Q∗s, V ] має вигляд

C [Q∗s, V ] = C1 ∪ C2 ∪ . . . ∪ Cs−2,

де C — подiбна множинi Ci ≡ ∆
Q∗

s
i ∩ C з коефiцiєнтом qi.

Оскiльки C задовольняє умову вiдкритої множини, то самоподiбна розмiрнiсть, яка є
розв’язком рiвняння (7), збiгається з її фрактальною розмiрнiстю Гаусдорфа – Безиковича.

Теорема 8. Кожне двiйково-рацiональне число y0 є образом континуальної фрактальної
множини чисел, Q∗s -зображення яких не використовує цифр 0 i (s− 1), починаючи з деякого
мiсця.

Доведення. Нехай y0 = ∆2
c1...cm1(0) — довiльне двiйково-рацiональне число. Кожне з

чисел x = ∆
Q∗

s
α1...αm..., де αj ∈ V при j > m i

αi =

0, якщо ci = 0,

1, якщо ci = 1, i = 1,m,

є прообразом y0.
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Тому множина f−1(y0) прообразiв числа y0 при вiдображеннi f включає множину
C [Q∗s, Bn] , де при n ≤ m

Bn =

{0}, cn = 0,

{1}, cn = 1,

i Bm+k = V.
Тодi фрактальна розмiрнiсть Гаусдорфа – Безиковичамножини f−1(y0) бiльша або рiвна

розмiрностi множини C [Q∗s;V ].
Наслiдок 5. Якщо матриця Q∗s = ‖qik‖ задовольняє умову (8), то атомами розподiлу

значень випадкової величини Y = f(X), де X — випадкова величина з рiвномiрним на [0; 1]
розподiлом, є всi двiйково-рацiональнi числа вiдрiзка [0; 1].

Наслiдок 6. Якщо Q∗s -зображення є класичним s-ковим зображенням, то

1∫
0

f(x)dx =
1

2
,

якщо при цьому y0 — s-ково-рацiональне число, то фрактальна розмiрнiсть Гаусдорфа –
Безиковича множини рiвня y0 дорiвнює logs(s− 2).
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