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We consider a nonlinear system of ordinary differential equations defined on the whole real axis with
Dirichlet-type boundary conditions at ±∞ . It is assumed that the linear part of the system has the property
of nonuniform strong exponential dichotomy. To prove the existence theorem, we apply a Shauder –
Tikhonov-type fixed-point principle. In addition, we establish conditions underwhich the obtained solution
has the same asymptotic properties as that of the inhomogeneous linearized system.

Розглянуто визначену на всiй дiйснiй осi нелiнiйну систему диференцiальних рiвнянь iз умовами
типу Дiрiхле на ±∞ . Припускалося, що лiнiйна частина системи має властивiсть нерiвномiрної
сильної експоненцiальної дихотомiї. Для доведення теореми iснування застосовано принцип неру-
хомої точки типуШаудера – Тихонова. Встановлено також умови, за яких отриманий розв’язок має
тi ж самi асимптотичнi властивостi, що й розв’язок неоднорiдної лiнеаризованої системи.

Вступ. Одне з центральних мiсць у якiснiй теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь
посiдають проблеми, пов’язанi з дослiдженням поведiнки розв’язкiв нелiнiйних систем на
нескiнченних промiжках незалежної змiнної. До числа таких проблем належать, зокрема,
задачi iснування обмежених розв’язкiв та розв’язкiв крайових задач як на пiвосi, так i
на всiй дiйснiй осi. Не претендуючи на повний аналiз результатiв та перелiк посилань
iз зазначеної тематики, згадаємо лише кiлька важливих праць, iдейно близьких до задачi,
якiй присвячено цю статтю: [1 – 9]. У цихже працяхможна знайти вiдповiдну бiблiографiю.

Важливу роль у задачi про обмеженi розв’язки лiнiйних неоднорiдних систем вiдiграють
поняття експоненцiальної дихотомiї та функцiї Грiна [1 – 3, 5, 7, 8]. Аналоги цих понять,
зокрема функцiя Грiна–Самойленка, є базовими в теорiї лiнiйних розширень динамiчних
систем на многовидах [3, 4].

Як вiдомо, за допомогою функцiї Грiна задачу про обмеженi розв’язки нелiнiйних
систем iз видiленою експоненцiально дихотомiчною лiнiйною частиною можна звести до
iнтегрального рiвняння, а отже, до питання про iснування нерухомої точки вiдповiдного
нелiнiйного iнтегрального оператора. При такому пiдходi технiка доведення iснування не-
рухомої точки тривалий час базувалася на методi послiдовних наближень (або принципi
стиснених вiдображень). При цьому областю визначення зазначеного iнтегрального опера-
тора слугував банахiв простiр C обмежених на R (або R+ ) вiдображень, що має стандартну
sup-норму. Класичний приклад — теорема Боля (див., наприклад, [1, 2]). У загальному
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випадку iнтегральний оператор, про який йдеться, не є цiлком неперервним у просторi
C . Ця обставина перешкоджала безпосередньому застосуванню стандартних топологiчних
принципiв нерухомої точки, таких, наприклад, як принципШаудера. Подолання зазначеної
перешкоди стало можливим значною мiрою завдяки розвитку теорiї c-неперервних i c-
компактних операторiв [10 – 12]. Так, у [10, 13] для розв’язання задачi iснування обмежених
на R розв’язкiв нелiнiйних систем iз видiленою експоненцiально дихотомiчною лiнiйною
частиною було з успiхом застосовано теорему Шаудера – Тихонова (див., наприклад, [14]).
Ця теорема гарантує iснування нерухомої точки нелiнiйного цiлком неперервного операто-
ра, заданого на опуклiй замкненiй пiдмножинi локально опуклого гаусдорфового простору.
Саме таким є простiр C , надiлений топологiєю рiвномiрної збiжностi на замкнених вiдрiз-
ках дiйсної прямої.

У цiй статтi iз застосуванням топологiчного принципу типу Тихонова –Шаудера до-
слiджено сингулярну крайову задачу на всiй осi з крайовими умовами типу Дiрiхле на
±∞ . Враховано обставину, що на видiлену лiнiйну частину системи ми накладали умови
нерiвномiрної сильної експоненцiальної дихотомiї в сенсi [15 – 17].

2. Формулювання задачi та основнi припущення. Розглянемо систему

ẋ = F (t, x), (2.1)

де

F (·, ·) ∈ C0,1 (R× Rn 7→Rn) , lim
t→±∞

F (t, 0) = 0.

Проаналiзуємо такi питання:
– чи iснує хоча б один розв’язок системи (2.1), який задовольняє крайовi умови Дiрiхле

x(±∞) = 0 (2.2)

на нескiнченностi?
– як пов’язанi мiж собою асимптотичнi властивостi розв’язку задачi (2.1), (2.2) та

функцiї f0(·) := F (·, 0)?
Подамо праву частину системи (2.1) виглядi

F (t, x) = f0(t) + F ′x(t, 0)x+
[
F (t, x)− f0(t) + F ′x(t, 0)x

]
i покладемо

A(t) := F ′x(t, 0), f(t, x) :=
[
F (t, x)− f0(t) + F ′x(t, 0)x

]
.

Тепер запишемо систему (2.1) з урахуванням уведених позначень:

ẋ = A(t)x+ f0(t) + f(t, x). (2.3)

Позначимо через Xt
s матрицант лiнiйної однорiдної системи

ẋ = A(t)x. (2.4)

За означенням ∂

∂t
Xt
s ≡ A(t)Xt

s, X
s
s ≡ Id.
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Припущення 1. Система (2.4) допускає нерiвномiрну сильну експоненцiальну дихотомiю
з додатними сталими C, α, β [15 – 17], тобто iснує розклад у пряму суму

Rn = V− ⊕ V+

лiнiйних пiдпросторiв V− , V+ такий, що∥∥Xt
0P±X

0
s

∥∥ ≤ Ce±α(t−s)+β|s| ∀ ± t ≤ ±s,
де P± : Rn 7→ V± — проектори, P+ + P− = Id .

Простий приклад лiнiйної системи з нерiвномiрною сильною експоненцiальною дихо-
томiєю можна знайти в [16].

Припущення 2. Для функцiї f0(·) справджується нерiвнiсть

‖f0(t)‖ ≤ e−β|t|η(t)

з деякою функцiєю η(·) ∈ C1 (R 7→ (0,∞)) , що прямує до 0, коли |t| → ∞ , причому показники
Ляпунова останньої задовольняють умови

lim
t→−∞

ln η(t)

t
<:= λ− < α, lim

t→∞

ln η(t)

t
= −λ+ > −α.

Увiвши ядро Грiна

G(t, x) :=

X(t)P−X
−1(s), s ≤ t,

−X(t)P+X
−1(s), t < s,

визначимо функцiю

x0(t) :=

∞∫
−∞

G(t, s)f0(s)ds. (2.5)

З огляду на припущення 2 вона є обмеженим розв’язком лiнiйної неоднорiдної системи

ẋ = A(t)x+ f0(t).

Покладемо

ξ (t) = C

∞∫
−∞

e−α|t−s|η(s)ds.

Тодi

‖x0(t)‖ ≤ ξ(t) ∀t ∈ R.

Лема 1. Функцiї η(·) та ξ(·) мають однаковi показники Ляпунова λ− та −λ+ .
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Доведення. Легко переконатися, що внаслiдок припущення 2

lim
|s|→∞

eα|s|η(s) =∞.

Оскiльки η(t)→ +0 при t→ ±∞ , то λ+, λ− ≥ 0 , i тодi за правилом Лопiталя маємо

∓λ± = lim
t→±∞

ln η(t)

t
= lim

t→±∞

η̇(t)

η(t)
,

lim
t→∞

ξ(t)

η(t)
= C lim

t→∞

∫ t

−∞
eαsη(s)ds

eαtη(t)
+ C lim

t→∞

∫ ∞
t

e−αsη(s)ds

e−αtη(t)
=

= C lim
t→∞

η(t)

αη(t) + η̇(t)
+ C lim

t→∞

−η(t)
η̇(t)− αη(t)

=
2αC

(α− λ+) (λ+ + α)
=: C+, (2.6)

lim
t→−∞

ξ(t)

η(t)
=

2αC

(α+ λ−) (α− λ−)
=: C−. (2.7)

Вiдтак твердження леми є наслiдком рiвностей (2.6), (2.7).
Зауважимо, що

d

dt
eαtξ(t) = 2αeαt

∞∫
t

e−αsη(s)ds > 0,

d

dt
e−αtξ(t) = −2αe−αt

t∫
−∞

e−αsη(s)ds < 0.

(2.8)

Тепер ми використаємо функцiю ξ(·) як ефективну характеристику асимптотичної
поведiнки функцiї x0(·) i посилимо крайовi умови (2.2) додатковою вимогою щодо асимп-
тотики шуканого розв’язку

‖x(t)− x0(t)‖ = o (ξ(t)) , t→ ±∞. (2.9)

Добре вiдомо, що обмежений розв’язок системи (2.3) задовольняє iнтегральне рiвняння

x(t) =

∞∫
−∞

G(t, s)
[
f(s, x(s)) + f0(s)

]
ds,

i навпаки, кожний неперервний обмежений розв’язок цього рiвняння є обмеженим розв’яз-
ком системи (2.3).

Шукатимемо розв’язок задачi (2.1), (2.9) у виглядi x (t) = x0(t) + ξ(t)y(t) . З огляду
на (2.5) функцiя y(t) має бути розв’язком iнтегрального рiвняння

y(t) =

∞∫
−∞

G(t, s)

ξ(t)
g(s, y(s))ds, (2.10)

де

g(s, y(s)) := f(s, x0(s) + ξ(s)y(s)).
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Припущення 3. Для всiх r ∈ R+ коректно визначена функцiя

ϕ(r) := sup

{
eβ|t|

ξ(t)

∥∥f(t, x)∥∥ : ‖x‖ ≤ ξ(t)(1 + r), t ∈ R

}
<∞.

Нарештi, той факт, що f(t, 0) ≡ 0 i f ′x(t, 0) ≡ 0 , дає достатнi пiдстави для такого
припущення.

Припущення 4. Iснує рiвномiрна границя

eβ|t|
∥∥f(t, x)∥∥
‖x‖

⇒
t∈R

0 при ‖x‖ → 0.

3. Основнi результати. Якщо вважати виконаним припущення 3, то на множинi

Br :=
{
y(·) ∈ C (R 7→Rn) : sup

t∈R

∥∥y(·)∥∥ ≤ r}
справджується нерiвнiсть∥∥∥∥∥∥

∞∫
−∞

G(t, s)

ξ(t)
g(s, y(s))ds

∥∥∥∥∥∥ ≤ C

ξ(t)

 ∞∫
−∞

e−α|t−s|ξ(s)ds

ϕ(r).
Оскiльки з урахуванням леми 1 iснує стала

K := sup
t∈R

C

ξ(t)

∞∫
−∞

e−α|t−s|ξ(s)ds,

то, поклавши

G[y](t) :=
∞∫
−∞

G(t, s)

ξ(t)
g(s, y(s))ds,

одержимо

sup
t∈R

∥∥G[y](t)∥∥ ≤ Kϕ(r) ∀y(·) ∈ Br. (3.1)

Отже, визначено дiю оператора

Br 3 y(·) 7→ G[y](·) ∈ BKϕ(r).

Теорема 1. Якщо справджуються припущення 1–3 i рiвняння

r −Kϕ(r) = 0

має додатний корiнь r∗ , то iнтегральне рiвняння (2.10) має принаймнi один розв’язок y∗(·) ∈
∈ Br∗ .
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Доведення. З нерiвностi (3.1) випливає, що оператор G[·] вiдображає опуклу множину
Br∗ в себе. Якщо за аналогiєю з [10, 13] показати, що у просторi Br∗ , надiленому топологiєю
рiвномiрної збiжностi на кожному вiдрiзку дiйсної прямої, оператор G[·] дiє неперервно, а
замикання множини G [Br∗ ] є компактом, то iснування розв’язку y∗(·) ∈ Br∗ рiвняння (2.10)
випливатиме з теореми Шаудера – Тихонова [14].

Замiсть перевiрки виконання умов теореми Шаудера – Тихонова вважаємо за доцiльне
навести ad hoc доведення потрiбного нам результату, використовуючи класичний принцип
Шаудера.

З цiєю метою для кожного натурального k розглянемо iнтегральне рiвняння

y(t) =

k∫
−k

G(t, s)

ξ(t)
g(s, y(s))ds, t ∈ [−k, k]. (3.2)

Зауважимо, що лiва частина цього рiвняння визначає оператор Gk[x(·)] , який дiє у банахо-
вому просторi

B(k) :=
(
C ([−k, k] 7→Rn), ‖·‖∞ := max

t∈[−k,k]
‖·‖
)
.

Якщо y(·) ∈ B(k)r∗ :=
{
y(·) ∈ B(k) :

∥∥y(·)∥∥∞ ≤ r∗} , то для всiх t ∈ [−k, k] справджуються
нерiвностi

‖Gk[y(·)](t)‖ =

∥∥∥∥∥∥
k∫
−k

G(t, s)

ξ(t)
ξ(s)

g(s, y(s))

ξ(s)
ds

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ C

ξ(t)

 k∫
−k

e−α|t−s|ξ(s)ds

ϕ(r∗) ≤

≤ C

ξ(t)

 ∞∫
−∞

e−α|t−s|ds

ϕ(r∗) ≤ Kϕ(r∗) = r∗.

Крiм того, безпосередньою перевiркою переконуємося в тому, що

d

dt
Gk[y(·)](t) =

[
A(t)− ξ̇(t)

ξ(t)
Id

]
Gk[y(·)](t) + g(t, y(t)).

Звiдси випливає iснування додатної сталої Lk такої, що

max
t∈[−k,k]

∥∥∥∥ ddtGk[y(·)](t)
∥∥∥∥ ≤ Lk ∀y(·) ∈ B(k)r∗ .

Отже, оператор Gk[·] вiдображає опуклу множину B(k)r∗ у її компактну пiдмножину, утворе-
ну функцiями, що задовольняють умову Лiпшиця зi сталою Lk . Тому згiдно з принципом
Шаудера оператор має нерухому точку yk(·) ∈ B

(k)
r∗ . Продовживши цю функцiю на всю

дiйсну вiсь за правилом

yk(t) :=

yk(−k), t < −k,

yk(k), t > k,
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дiстанемо рiвномiрно обмежену послiдовнiсть
{
yk(·) : R 7→ Rn

}
k∈N , одностайно неперерв-

ну на кожному вiдрiзку дiйсної прямої. При цьому

yk(t) ≡
k∫
−k

G(t, s)

ξ(t)
g(s, yk(s))ds, t ∈ [−k, k].

Далi, застосувавши теорему Асколi –Арцели, визначимо послiдовнiсть пiдмножин

N ⊃ N1 ⊃ N2 ⊃ . . . ⊃ Ni ⊃ . . .

у такий спосiб, щоб послiдовнiсть {yk(·)}k∈Ni
рiвномiрно збiгалася на [−i, i] i

{yk(·)}k∈Ni+1
⊂ {yk(·)}k∈Ni

, i ∈ N.

Звiдси випливає, що iснує функцiя y∗(·) ∈ Br∗ така, що

yk(t) ⇒
t∈[−i,i]

y∗(t), Ni 3 k →∞.

Залишається довести, що y∗(·) — розв’язок рiвняння (2.10). Нехай числа T > 0 , i ∈ N та
k ∈ Ni задовольняють нерiвнiсть k > i > T i t ∈ [−T, T ] . Оскiльки yk(·) задовольняє (3.2),
то ∥∥y∗(t)− G[y∗](t)∥∥ ≤ ∥∥y∗(t)− yk(t)∥∥+ ∥∥Gk[yk](t)− Gi[y∗](t)∥∥+

+

∥∥∥∥∥∥
−i∫
−∞

G(t, s)

ξ(t)
g(s, y∗(s))ds

∥∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥∥
∞∫
i

G(t, s)

ξ(t)
g(s, y∗(s))ds

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤
∥∥y∗(t)− yk(t)∥∥+

∥∥∥∥∥∥
i∫
−i

G(t, s)

ξ(t)
[g (s, yk(s))− g(s, y∗(s))] ds

∥∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥∥
−i∫
−k

G(t, s)

ξ(t)
g (s, yk(s)) ds

∥∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥∥

k∫
i

G(t, s)

ξ(t)
g (s, yk(s)) ds

∥∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥∥
−i∫
−∞

G(t, s)

ξ(t)
g (s, y∗(s)) ds

∥∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥∥
∞∫
i

G(t, s)

ξ(t)
g (s, y∗(s)) ds

∥∥∥∥∥∥ .
Для оцiнки останнiх чотирьох доданкiв на вiдрiзку [−T, T ] використаємо нерiвностi (2.8)
та ∥∥∥∥∥∥

∞∫
i

G(t, s)

ξ(t)
g(s, y(s))ds

∥∥∥∥∥∥ ≤ Cr∗
Kξ(t)

∞∫
i

eα(t−s)ξ(s)ds ≤ Cr∗e
αT

αKξ(T )
sup
s≥T

ξ(s)e−αi ∀t ≤ T,

∥∥∥∥∥∥
−i∫
−∞

G(t, s)

ξ(t)
g(s, y(s))ds

∥∥∥∥∥∥ ≤ Cr∗
Kξ(t)

−i∫
−∞

e−α(t−s)ξ(s)ds ≤ Cr∗e
αT

Kαξ(−T )
sup
s≤−T

ξ(s)e−αi ∀t ≥ −T
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для довiльного y(·) ∈ Br∗ . Тодi∥∥∥∥∥∥y∗(t)−
∞∫
−∞

G(t, s)

ξ(t)
g(s, y∗(s))ds

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤
∥∥y∗(t)− yk(t)∥∥+

∥∥∥∥∥∥
i∫
−i

G(t, s)

ξ(t)
[g (s, yk(s))− g(s, y∗(s))] ds

∥∥∥∥∥∥+
+

2Cr∗e
αT

αKξ(T )
sup
s≥T

ξ(s)e−αi +
2CeαT

αξ(−T )
sup
s≤−T

ξ(s)ϕ(r∗)e
−αi.

Перейшовши тут до границi спочатку при Ni 3 k →∞ , а потiм при i→∞ , переконуємося
в тому, що y∗(·) задовольняє рiвняння (2.10) на вiдрiзку [−T, T ] , а отже, й на всiй осi R .

Нарештi, сформулюємо i доведемо основний результат роботи.
Теорема 2. Якщо справджуються припущення 1 – 4, то задача (2.1), (2.2), (2.9) має при-

наймнi один розв’язок.
Доведення. Згiдно з припущенням 4 iснує функцiя σ(·) : R+ 7→ R+ така, що

eβ|t|f(t, x) = σ(‖x‖)‖x‖, lim
r→+0

σ(r) = 0.

Тодi

∥∥G[y∗](t)∥∥ ≤ C

ξ(t)

∞∫
−∞

e−α|t−s|ξ(s)σ
(
‖x0(s) + ξ(s)y∗(s)‖

)‖x0(s) + ξ(s)y∗(s)‖
ξ(s)

ds ≤

≤ C (1 + r∗)

eαtξ(t)

t∫
−∞

eαsξ(s)σ
(
‖x0(s) + ξ(s)y∗(s)‖

)
ds+

+
C (1 + r∗)

e−αtξ(t)

∞∫
t

e−αsξ(s)σ
(
‖x0(s) + ξ(s)y∗(s)‖

)
ds.

За лемою 1 показниками Ляпунова функцiї ξ(·) є λ− та −λ+ . Тому з урахуванням припу-
щення 2 так само, як i при доведеннi зазначеної леми, знаходимо

lim
t→∞

1

eαtξ(t)

t∫
−∞

eαsξ(s)σ(‖x0(s) + ξ(s)y∗(s)‖)ds = lim
t→∞

σ(‖x0(t) + ξ(t)y∗(t)‖)
α+ ξ̇(t)/ξ(t)

= 0,

lim
t→∞

1

e−αtξ(t)

∞∫
t

e−αsξ(s)σ(‖x0(s) + ξ(s)y∗(s)‖)ds = lim
t→∞

σ(‖x0(t) + ξ(t)y∗(t)‖)
α− ξ̇(t)/ξ(t)

= 0,

звiдки limt→∞ ‖y∗(t)‖ = limt→∞
∥∥G[y∗](t)∥∥ = 0 . Зрозумiло, що й limt→−∞ ‖y∗(t)‖ = 0 .

Насамкiнець зауважимо,що отриманi результати для нелiнiйностей певного типу дають
змогу знаходити розв’язки дослiджуваної крайової задачi, якi не є близькими до розв’язку
x0(·) вiдповiдної лiнеаризованої задачi, але мають таку саму асимптотику при t → ±∞ ,
що й x0(·) . Вiдповiдним прикладам буде присвячено окрему статтю.
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