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We prove the correct solvability of the nonlocal timemultipoint problem for the evolutionary equation with
operator of fractional differentiation and initial function, which is an element of the space of generalized
distribution-type functions.

Доведено коректну розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за часом задачi для еволюцiйного рiв-
няння з оператором дробового диференцiювання i початковою функцiєю, яка є елементом простору
узагальнених функцiй типу розподiлiв.

Рiзнi класичнi функцiональнi простори (наприклад, соболевськi, аналiтичних функцiй,
нескiнченно диференцiйовних функцiй та розподiлiв Л. Шварца) можна розумiти як по-
зитивнi та негативнi простори вiдносно L2, побудованi за функцiями вiд оператора дифе-
ренцiювання або множення на незалежну змiнну, або як проективнi та iндуктивнi границi
таких просторiв [1].

У цiй роботi дослiджено нелокальну багатоточкову за часом задачу у пiвпросторi t > 0
для еволюцiйного рiвняння ∂u/∂t+Au = 0, де

A :=
√
I + |iDx|α =

√
I + |Dx|α, Dx = d/dx, α ∈ (1,+∞) \ {2, 3, . . .}.

Такий оператор можна розумiти як певний аналог оператора
√
I + (iDx)2 =

√
I −D2

x,
який використовується в теорiї дробового диференцiювання [2] i називається оператором
Бесселя дробового диференцiювання. Дослiджувана задача є узагальненням задачi Кошi,
якщо початкова умова u(t, ·)|t=0 = f замiнюється умовою

m∑
k=0

µku(t, ·)|t=tk = f,

де t0 = 0, {t1, . . . , tm} ⊂ (0,+∞), 0 < t1 < t2 < . . . < tm < +∞, {µ0, µ1, . . . , µm} ⊂ R,
m ∈ N, — фiксованi числа (якщо µ0 = 1, µ1 = . . . = µm = 0, то маємо, очевидно, задачу
Кошi). Вказана умова трактується у класичному розумiннi або в слабкому сенсi, якщо f —
узагальнена функцiя, тобто як граничне спiввiдношення

m∑
k=0

µk lim
t→tk
〈u(t, ·), ϕ〉 = 〈f, ϕ〉

для довiльної функцiї ϕ з основного простору (тут 〈f, ·〉 позначає дiю функцiонала f на
основну функцiю ϕ). Така нелокальна за часом задача вiдноситься до багатоточкових
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задач для диференцiально-операторних рiвнянь (огляд праць, присвячених нелокальним
задачам для диференцiально-операторних рiвнянь та рiвнянь з частинними похiдними,
див., наприклад, у [3]).

У цiй роботi доводиться коректна розв’язнiсть зазначеної задачi з початковою функ-
цiєю, яка є елементом простору узагальнених функцiй типу розподiлiв, наводиться зо-
браження розв’язку у виглядi згортки фундаментального розв’язку з початковою фун-
кцiєю, дослiджуються властивостi фундаментального розв’язку. Встановлено, що зву-
ження оператора A на деякий локально-опуклий топологiчний простiр, який є прое-
ктивною границею певних банахових просторiв, неперервно та щiльно вкладених один
у одний, збiгається з псевдодиференцiальним оператором, побудованим за функцiєю-
символом a(σ) = (1 + |σ|α)1/2, σ ∈ R, недиференцiйовною у точцi σ = 0.

1. Простори основних та узагальнених функцiй. Простiр Φα. Нехай α — фiксоване
число з множини (1,+∞) \ {2, 3, 4, . . .}, α0 := 1 + [α] ([α] — цiла частина числа α),
M(x) := 1 + |x|, x ∈ R,

Φα =

{
ϕ ∈ C∞(R)

∣∣ ∀p ∈ Z+ ∃cp > 0 : sup
x∈R

{
p∑

k=0

(M(x))α0+k|Dk
xϕ(x)|

}
≤ cp

}

(сталi cp > 0 залежать вiд функцiї ϕ). У Φα вводиться структура злiченно-нормованого
простору за допомогою норм

‖ϕ‖p := sup
x∈R

{
p∑

k=0

(M(x))α0+k−1/2|Dk
xϕ(x)|

}
, ϕ ∈ Φα, p ∈ Z+.

При цьому (див. [4, с. 103 – 110]) Φα — повний досконалий злiченно-нормований простiр
з топологiєю проективної границi банахових просторiв Φp,α : Φα = lim

p→∞
prΦp,α =

∞⋂
p=0

Φp,α

(Φp,α — поповнення Φα за p-ю нормою), вкладення Φp+1,α ⊂ Φp,α, p ∈ Z+, є неперерв-
ними.

Множина B ⊂ Φα називається обмеженою, якщо

∀p ∈ Z+ ∃cp > 0 ∀ϕ ∈ B : ‖ϕ‖p ≤ cp

(тобто кожна з норм простору Φα обмежена на множинi B своєю сталою).
Послiдовнiсть функцiй {ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Φα збiгається в Φα до функцiї ϕ ∈ Φα при

ν → +∞, якщо ‖ϕν − ϕ‖p → 0 при ν → +∞ для кожного p ∈ Z+.
Зауважимо (див. [4, с. 108 – 110]), що у просторi Φα визначена й неперервна операцiя

зсуву аргументу Tξ : ϕ(ξ) → ϕ(x + ξ) ∀ϕ ∈ Φα та операцiя диференцiювання. Оскiльки
Φα — досконалий простiр, то iз загальних результатiв теорiї досконалих просторiв (див.
[5, с. 171 – 172] випливає, що операцiя зсуву аргументу у просторi Φα не лише неперервна,
але й нескiнченно диференцiйовна (тобто граничнi спiввiдношення (ϕ(x+h)−ϕ(x))h−1 →
→ ϕ′(x), h→ 0, виконуються в сенсi збiжностi за топологiєю в просторi Φα ).

Простiр Ψα. Функцiї з простору Φα абсолютно iнтегровнi на R, тому на них визначено
операцiю перетворення Фур’є F :

F [ϕ](σ) =

∫
R

ϕ(x)eiσxdx, ϕ ∈ Φα.
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Символом Ψα позначимо Фур’є-образ простору Φα : Ψα = F [Φα]. Очевидно, що кожна
функцiя F [ϕ], ϕ ∈ Φα, обмежена й неперервна на R. Розглянемо основнi властивостi
функцiй з простору Ψα (див. [6, с. 197 – 210]).

1. Якщо ϕ ∈ Φα, то F [ϕ] ∈ L1(R).

2. Якщо ϕ ∈ Φα, то F [ϕ] — нескiнченно диференцiйовна на R \ {0} функцiя.
Зауважимо, що у точцi σ = 0 функцiя F [ϕ] може бути недиференцiйовною, оскiльки

диференцiювання iнтеграла
∫
R
ϕ(x) exp{iσx}dx може привести до розбiжного iнтеграла.

Iнтегрування ж частинами вимагає виконання умови σ 6= 0. Наприклад, функцiя ϕ(x) =
= (1 + x2)−1, x ∈ R, є елементом простору Φα, де α ∈ (1, 2). Але вiдомо, що F [ϕ](σ) =
= πe−|σ|, σ ∈ R. Ця функцiя не диференцiйовна в точцi σ = 0. Iнший приклад: функцiя
ϕ(x) = (1 + x2)−m, x ∈ R, m ∈ N, є елементом простору Φα, де α ∈ (2m − 1, 2m). При
цьому (див. [7, с. 364 – 367])

F [ϕ](σ) =
2π

(m− 1)!

m−1∑
k=0

(m+ k − 1)!

k!(m− k − 1)!2m+k
|σ|m−k−1e−|σ|, σ ∈ R.

Ця функцiя не має похiдної у точцi σ = 0.

3. Уфункцiї Dk
σF [ϕ](σ), ϕ ∈ Φα, σ 6= 0, k ∈ N, iснують скiнченнi одностороннi границi

limσ→±0D
k
σF [ϕ](σ).

4. Перетворення Фур’є неперервно й бiєктивно вiдображає Φα на Ψα.

5. Функцiї з простору Ψα задовольняють умову

∀{k, l} ⊂ Z+, k ≥ l, ∃bk > 0 ∃dl > 0 : sup
σ∈R\{0}

|σkDl
σψ(σ)| ≤ bk · dl, ψ ∈ Ψα

(сталi bk, dl залежать вiд функцiї ψ ).
У просторi Ψα вводиться структура злiченно-нормованого простору за допомогою сис-

теми норм

‖ψ‖p := sup
σ∈R\{0}

{
p∑

k=0

|σ|k
k∑
l=0

|Dl
σψ(σ)|

}
, ψ ∈ Ψα, p ∈ Z+.

При цьому (див. [6, с. 206 – 207]), Ψα — повний злiченно-нормований простiр, Ψα =
=
⋂∞
p=0 Ψp,α, Ψp,α — поповнення простору Ψα за нормою ‖ · ‖p, вкладення Ψp+1,α ⊂ Ψp,α,

p ∈ Z+, є неперервними.
Функцiя g ∈ C(R) ∩ C∞(R \ {0}) називається мультиплiкатором у просторi Ψα, якщо

gψ ∈ Ψα для довiльної функцiї ψ ∈ Ψα i вiдображення ψ → gψ є лiнiйним i неперервним
оператором з Ψα в Ψα.

Простiр Φ′
α. Символом Φ′α позначимо простiр усiх лiнiйних неперервних функцiона-

лiв на Φα зi слабкою збiжнiстю. Оскiльки в основному просторi Φα введено топологiю
проективної границi банахових просторiв Φp,α, причому вкладення Φp+1,α ⊂ Φp,α, p ∈ Z+,
є неперервними, то

Φ′α =
(

lim
p→+∞

pr Φp,α

)′
= lim

p→+∞
ind Φ′p,α =

∞⋃
p=0

Φ′p,α.
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Отже, якщо f ∈ Φ′α, то f ∈ Φ′p,α при деякому p ∈ Z+. Найменше з таких p називається
порядком f, тобто кожна узагальнена функцiя f ∈ Φ′α має скiнченний порядок.

Перетворення Фур’є узагальненої функцiї f ∈ Φ′α визначимо за допомогою спiввiдно-
шення

〈F [f ], ϕ〉 = 2π〈f, F−1[ψ]〉 ∀ψ ∈ Ψα.

Iз властивостi лiнiйностi i неперервностi функцiонала f та перетворення Фур’є (прямо-
го й оберненого) основних функцiй випливає лiнiйнiсть i неперервнiсть функцiонала F [f ],
заданого на Ψα = F [Φα], тобто F [f ] = Ψ′α, якщо f ∈ Φ′α.

Згортка в Φ′
α. В [4, с. 112 – 118] дано три ознаки iснування згортки в Φ′α. Наведемо

одну з них: якщо f ∈ Φ′α, ϕ ∈ Φα, то згортка f ∗ ϕ iснує i визначається формулою

(f ∗ ϕ)(x) := 〈fξ, T−xϕ̌(ξ)〉 ≡ 〈fξ, ϕ(x− ξ)〉, ϕ̌(ξ) = ϕ(−ξ),

при цьому f ∗ϕ — звичайна нескiнченно диференцiйовна на R функцiя (тут 〈fξ, T−xϕ̌(ξ)〉
позначає дiю функцiонала f на основну функцiю T−xϕ̌(ξ) як функцiю змiнної ξ ).

Нехай f ∈ Φ′α. Якщо f ∗ ϕ ∈ Φα для довiльної функцiї ϕ ∈ Φα i зi спiввiдношення
ϕν → 0 при ν → +∞ у просторi Φα випливає, що f ∗ ϕν → 0 при ν → +∞ у просторi Φα,
то функцiонал f називається згортувачем у просторi Φα.

Оскiльки Φα — досконалий простiр з диференцiйовною операцiєю зсуву, то iз резуль-
татiв, наведених в [5, с. 179 – 181], випливає твердження: якщо f ∈ Φ′α — згортувач у
просторi Φα, то F [f ∗ ϕ] = F [f ]F [ϕ] ∀ϕ ∈ Φα, при цьому F [f ] — мультиплiкатор у про-
сторi Ψα. Зазначимо, що кожний фiнiтний функцiонал iз простору Φ′α (тобто функцiонал,
носiєм якого є обмежена замкнена множина) є згортувачем у просторi Φα. Зокрема, згор-
тувачем у просторi Φα є δ -функцiя Дiрака, оскiльки її носiй — supp δ = {0}

(
у цьому

можна переконатись i безпосередньо:

δ ∗ ϕ = 〈δξ, T−xϕ̌(ξ)〉 = T−xϕ̌(0) = ϕ̌(−x) = ϕ(x) ∀ϕ ∈ Φα

)
.

Фiнiтнi узагальненi функцiї утворюють широкий клас; зокрема, кожна обмежена замкнена
множина є носiєм деякої узагальненої функцiї з Φ′α [4, с. 118].

2. Дробове диференцiювання у просторi Φ′
α . Розглянемо оператор

A :=
√
I + |iDx|α =

√
I + |Dx|α, Dx = d/dx,

який можна розумiти як певний аналог оператора
√
I + (iDx)2 =

√
I −D2

x. Цей опера-
тор часто використовують у теорiї дробового диференцiювання i називають оператором
Бесселя дробового диференцiювання. A — невiд’ємний самоспряжений оператор у гiль-
бертовому просторi L2(R), оскiльки A = G(iDx), де G(λ) = (1 + |λ|α)1/2 > 0, λ ∈ R, —
дiйснозначна функцiя, iDx — самоспряжений в L2(R) оператор iз областю визначення
D(iDx) = {ϕ ∈ L2(R) : ∃ϕ′ ∈ L2(R)}. Якщо Eλ, λ ∈ R, — спектральна функцiя оператора
iDx, то, внаслiдок основної спектральної теореми для самоспряжених операторiв,

Aϕ = (I + |Dx|α)1/2ϕ =

+∞∫
−∞

(1 + |λ|α)1/2dEλϕ,
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ϕ ∈ D(A) =

ϕ ∈ L2(R) :
+∞∫
−∞

(1 + |λ|2)d(Eλϕ,ϕ) <∞

 .

Врахувавши вигляд спектральної функцiї Eλ (див. [8, с. 421]), знайдемо, що для довiльної
функцiї ϕ ∈ Φα ⊂ L2(R) правильним є спiввiдношення

Eλϕ =
1

2π

λ∫
−∞


+∞∫
−∞

ϕ(τ)e−iστdτ

 e−itσdσ.

Звiдси випливає, що dEλϕ = (2π)−1F [ϕ](λ)e−itλ. Отже,

Aϕ =
1

2π

+∞∫
−∞

(1 + |λ|α)1/2F [ϕ](λ)e−itλdλ = F−1[(1 + |λ|α)1/2F [ϕ]], ϕ ∈ Φα. (1)

Для обґрунтування спiввiдношення (1) доведемо таке твердження.
Лема 1. Функцiя a(σ) = (1 + |σ|α)1/2, σ ∈ R, є мультиплiкатором у просторi Ψα.

Доведення. Насамперед доведемо, що a · ψ ∈ Ψα для довiльної функцiї ψ ∈ Ψα. Для
цього досить встановити, що

∀σ 6= 0 ∀p ∈ Z+ ∃cp > 0 :
∞∑
k=0

|σ|k
k∑
l=0

∣∣(a(σ)ψ(σ))(l)
∣∣ ≤ cp.

Для оцiнки похiдних функцiї a(σ) скористаємося формулою Фаа де Бруно диференцi-
ювання складеної функцiї

Ds
σF (g(σ)) =

s∑
m̃=1

dm̃F (g)

dgm̃

∑ s!

m̃1! . . . m̃l!

(
d

dσ
g(σ)

)m̃1

. . .

(
1

l!

dl

dσl
g(σ)

)m̃l
, s ∈ N, (2)

де знак суми поширюється на всi розв’язки в цiлих невiд’ємних числах рiвняння m̃1 +
+ 2m̃2 + . . .+ lm̃l = s, m̃1 + m̃2 + . . .+ m̃l = m̃. У цiй формулi покладемо F (g) = (1 + g)1/2,
g = |σ|α. Тодi

dm̃F (g)

dgm̃
=

1

2

(
1

2
− 1

)
−
(

1

2
− (m̃− 1)

)
(1 + |σ|α)1/2−m̃ ≡

≡ c′m̃(1 + |σ|α)1/2−m̃, σ 6= 0, s ∈ N,

|Ds
σF (g)| ≤

s∑
m̃=1

|c′m̃|(1 + |σ|α)1/2−m̃
∑ s!

m̃1! . . . m̃l!
Λ, σ 6= 0, s ∈ N,

де

Λ :=

∣∣∣∣∣
(
d

dσ
g(σ)

)m̃1
(

1

2!

d2

dσ2
g(σ)

)m̃2

. . .

(
1

l!

dl

dσl
g(σ)

)m̃l∣∣∣∣∣.
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Оскiльки α > 1, то правильною є нерiвнiсть

α(α− 1) . . . (α− (l − 1)) ≤ α · 2α . . . lα = αll!.

Тодi

Λ ≤ αm̃1 |σ|(α−1)m̃1α2m̃2 |σ|(α−2)m̃2 . . . αm̃l |σ|(α−l)m̃l =

= αm̃1+2m̃2+...+lm̃l |σ|α(m̃1+m̃2+...+m̃l)−(m̃1+2m̃2+...+lm̃l) = αs|σ|αm̃−s, σ 6= 0. (3)

Отже,

|Ds
σF (g)| = |Ds

σa(σ)| ≤
s∑

m̃=1

|c′m̃|(1 + |σ|α)1/2−m̃
∑ s!

m̃1! . . . m̃l!
|σ|αm̃−s, s ∈ N.

Нехай |σ| ≥ 1. Тодi

γα := (1 + |σ|α)1/2−m̃|σ|αm̃−s =
(1 + |σ|α)1/2

(1 + |σ|α)m̃
|σ|αm̃−s ≤

≤
√

2|σ|α/2

|σ|αm̃
|σ|αm̃−s =

√
2|σ|α/2−s ≤

√
2|σ|α−s, m̃ ∈ {1, . . . , s}, s ∈ N.

Якщо σ 6= 0, |σ| < 1, то виконується нерiвнiсть γα ≤ |σ|αm̃−s ≤ |σ|α−s. Пiдсумовуючи,
отримуємо

∀σ 6= 0 : γα ≤
√

2|σ|α−s, s ∈ N.

Таким чином,

|Ds
σa(σ)| ≤ cs|σ|α−s, σ 6= 0, s ∈ N. (4)

Отже,

Ik := |σ|k
k∑
l=0

|(a(σ)ψ(σ))(l)| ≤ |σ|k
k∑
l=0

l∑
j=0

Cjl |a
(j)(σ)||ψ(l−j)(σ)| =

=

k∑
l=0

(
|σ|k|a(σ)||ψ(l)(σ)|+

l∑
j=1

Cjl |σ|
k|a(j)(σ)||ψ(l−j)(σ)|

)
.

Оскiльки ψ ∈ Ψα, то (див. властивiсть 5, п. 1),

∀{r,m} ⊂ Z+, r ≥ m, ∃br = br(ψ) > 0 ∃dm = dm(ψ) > 0

∀σ 6= 0 : |σ|r|ψ(m)(σ)| ≤ brdm.

Нехай |σ| ≥ 1. Урахувавши нерiвностi

|a(σ)| ≤
√

2|σ|α/2 ≤
√

2|σ|α ≤
√

2|σ|α0 , α0 := [α] + 1,
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та оцiнку (4), знайдемо, що

Ik ≤
k∑
l=0

(
√

2|σ|k+α0 |ψ(l)(σ)|+
l∑

j=1

Cjl cj |σ|
k+α0 |ψ(l−j)(σ)|

)
≤

≤
k∑
l=0

(
√

2bk+α0dl +

l∑
j=1

Cjl cjbk+α0dl−j

)
≡ c̃k.

Якщо σ 6= 0, |σ| < 1, то a(σ) ≤
√

2 i

Ik ≤
k∑
l=0

(
√

2bkdl +

l∑
j=1

Cjl cj |σ|
k−j |ψ(l−j)(σ)|

)
≤

≤
k∑
l=0

(
√

2bkdl +
l∑

j=1

Cjl cjbk−jdl−j

)
≡ ˜̃ck.

З останнiх двох нерiвностей випливає оцiнка

‖aψ‖p ≤ cp, p ∈ Z+, cp =

p∑
k=0

(
c̃k + ˜̃ck

)
.

Цим доведено, що aψ ∈ Ψα.

Оператор Ψα 3 ψ → aψ ∈ Ψα є обмеженим, оскiльки кожну обмежену множину про-
стору Ψα вiн вiдображає в обмеженумножину цьогожпростору (доведення цiєї властивостi
здiйснюється за схемою, наведеною вище). Оскiльки у просторi Ψα, як у просторi з першою
аксiомою злiченностi, клас лiнiйних обмежених операторiв збiгається з класом лiнiйних
неперервних операторiв, то звiдси випливає, що функцiя a(σ), σ ∈ R, —мультиплiкатор у
просторi Ψα.

Лему 1 доведено.
Нехай Â := A|Φα — звуження оператора A на Φα. З леми 1 випливає, що опера-

тор Â вiдображає Φα в Φα, є лiнiйним i неперервним i при цьому збiгається на Φα

з псевдодиференцiальним оператором F−1[a(σ)F ], побудованим за функцiєю-символом
a(σ) = (1 + |σ|α)1/2, σ ∈ R. Оператор Â називатимемо оператором дробового диференцi-
ювання у просторi Φα.

3. Нелокальна за часом задача. Розглянемо еволюцiйне рiвняння

∂u

∂t
+ Âu(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0,+∞)× R ≡ Ω, (5)

де Â — оператор дробового диференцiювання у просторi Φα (A = F−1[a(σ)F ]), розгляну-
тий у п. 2. Пiд розв’язком рiвняння (5) розумiємо функцiю u(t, x), (t, x) ∈ Ω, яка:

1) неперервно диференцiйовна за змiнною t;

2) u(t, ·) ∈ Φα = D(Â) при кожному t > 0;

3) u(t, x), (t, x) ∈ Ω, задовольняє рiвняння (5).
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Для рiвняння (5) поставимонелокальну багатоточкову за часом задачу: знайти розв’язок
рiвняння (5), який задовольняє умову

µu(0, x)− µ1u(t1, x)− . . .− µmu(tm, x) = f(x), x ∈ R, f ∈ Φα, (6)

де u(0, x) = limt→+0 u(t, x), x ∈ R, m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,+∞), {t1, . . . , tm} ⊂
⊂ (0,+∞) — фiксованi числа, 0 < t1 < t2 < . . . < tm < +∞, µ >

∑m

k=1
µk.

Розв’язок задачi (5), (6) шукаємо за допомогою перетворення Фур’є у виглядi u(t, x) =
= F−1[v(t, σ)]. Для функцiй v : Ω→ R дiстаємо задачу з параметром σ :

dv(t, σ)

dt
+ a(σ)v(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ Ω, (7)

µv(0, σ)−
m∑
k=1

µkv(tk, σ) = f̃(σ), σ ∈ R, (8)

де f̃(σ) = F [f ](σ). Розв’язок задачi (7), (8) визначаємо формулою

v(t, σ) = f̃(σ) exp{−ta(σ)}

(
µ−

m∑
k=1

µk exp
{
− tka(σ)

})−1

, (t, σ) ∈ Ω.

Отже, розв’язком задачi (5), (6) є функцiя

u(t, x) = (2π)−1

∫
R

v(t, σ)e−ixσdσ.

Введемо такi позначення: G(t, x) = F−1[Q(t, σ)], де Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ),

Q1(t, σ) = exp
{
−ta(σ)

}
, Q2(σ) =

(
µ−

m∑
k=1

µk exp
{
−tka(σ)

})−1

.

Тодi, мiркуючи формально, отримуємо

u(t, x) =

∫
R

G(t, x− ξ)f(ξ)dξ = G(t, x) ∗ f(x).

Справдi,

u(t, x) = (2π)−1

∫
R

Q(t, σ)

∫
R

f(ξ)eiσξdξ

 e−iσxdσ =

=

∫
R

(2π)−1

∫
R

Q(t, σ)e−iσ(x−ξ)dσf(ξ)dξ =

∫
R

G(t, x− ξ)f(ξ)dξ = G(t, x) ∗ f(x).

Коректнiсть проведених тут перетворень та збiжнiсть вiдповiдних iнтегралiв випливає з
властивостей функцiї G, якi наведемо нижче. Властивостi функцiї G визначаються вла-
стивостями функцiї Q, оскiльки G = F−1[Q]. Отже, насамперед дослiдимо властивостi
функцiї Q(t, σ) як функцiї змiнної σ.
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Лема 2. При кожному фiксованому t > 0 функцiя Q(t, σ) нескiнченно диференцiйовна за
змiнною σ ∈ R \ {0}; для її похiдних виконуються оцiнки∣∣Ds

σQ(t, σ)
∣∣ ≤ cstγs|σ|ωs−s exp

{
−t|σ|α/2

}
, s ∈ N, (9)

де стала cs = cs(α) > 0 не залежить вiд t,

γ =

0, якщо 0 < t < 1,

1, якщо t ≥ 1,
ωs =

α, якщо σ 6= 0, |σ| < 1,

αs, якщо |σ| ≥ 1.

Доведення. Для доведення твердження скористаємося формулою (2), у якiй покладемо
F = eg, g = −ta(σ). Тодi

∣∣Ds
σe
−ta(σ)

∣∣ ≤ e−ta(σ)
s∑

m̃=1

s!

m̃1! . . . m̃l!
Λ̃, σ 6= 0,

де

Λ̃ :=

∣∣∣∣∣
(
d

dσ
(−ta(σ))

)m̃1

. . .

(
1

l!

dl

dσl
(−ta(σ))

)m̃l∣∣∣∣∣, σ 6= 0.

Врахувавши оцiнку (4), отримаємо

Λ̃ ≤ cm̃1
1 . . . cm̃ll tm̃|σ|αm̃−s ≤ c̃stm̃|σ|αm̃−s, c̃s = max{1, c1, . . . , cs}.

Тодi

∣∣Ds
σe
−ta(σ)

∣∣ ≤ c̃ss! s∑
m̃=1

tm̃|σ|αm̃−s exp{−t|σ|α/2} ≤

≤ bstγs|σ|ωs−s exp
{
−t|σ|α/2

}
, (10)

де bs = bs(α) > 0,

γ =

0, якщо 0 < t < 1,

1, якщо t ≥ 1,
ωs =

α, якщо σ 6= 0, |σ| < 1,

αs, якщо |σ| ≥ 1.

Врахувавши формулу Лейбнiца диференцiювання добутку двох функцiй, знайдемо, що

Ds
σQ(t, σ) = Ds

σ(Q1(t, σ)Q2(σ)) =

s∑
p=0

CpsQ
(p)
1 (t, σ)Q

(s−p)
2 (σ).

Для проведення подальших оцiнок знову скористаємосяформулою (2), у якiй покладемо
F = ϕ−1, ϕ = R, де

R(σ) = µ−
m∑
k=1

µk exp{−tka(σ)} = Q−1
2 (σ).
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Тодi Q2(σ) = F (ϕ) = R−1 i

|Ds
σQ2(σ)| =

∣∣∣∣∣
s∑

m̃=1

dm̃

dRm̃
R−1

∑ s!

m̃1! . . . m̃l!

(
d

dσ
R(σ)

)m̃1

. . .

(
1

l!

dl

dσl
R(σ)

)m̃l∣∣∣∣∣,
σ 6= 0, s ∈ N.

Нехай |σ| ≥ 1. Врахувавши вигляд функцiї R(σ) та оцiнки (10), одержимо нерiвностi∣∣∣∣ 1

j!

dj

dσj
R(σ)

∣∣∣∣ ≤ 1

j!

m∑
k=1

µk

∣∣∣∣ djdσj e−tka(σ)

∣∣∣∣ ≤
≤ bj
j!

m∑
k=1

µkt
γj
k |σ|

αj−j exp{−tk|σ|α/2} ≤

≤ 2jbj

m∑
k=1

µk
tγjk
t2jk
|σ|−j ≡ βj |σ|−j

(
тут враховано, що |σ|αj exp{−tk|σ|α/2} ≤

(2j)!

t2jk
, j ∈ {1, . . . , l}

)
.

Отже, якщо |σ| ≥ 1, то правильною є оцiнка∣∣∣∣∣
(
d

dσ
R(σ)

)m̃1

∣∣∣∣∣ . . .
∣∣∣∣∣
(

1

l!

dl

dσl
R(σ)

)m̃l∣∣∣∣∣ ≤ βm̃1
1 |σ|

−m̃1βm̃2
2 |σ|

−2m̃2 . . . βm̃ll |σ|
−lm̃l ≤

≤ βm̃1+...+m̃l |σ|−(m̃1+2m̃2+...+lm̃l) ≤ βm̃|σ|−s,

де β = max{β1, . . . , βl}. Крiм того,

dm̃

dRm̃
R−1 = (−1)m̃m̃!R−(m̃+1).

Оскiльки exp{−tka(σ)} ≤ 1 ∀σ ∈ R, k ∈ {1, . . . ,m}, то

µ−
m∑
k=1

µk exp{−tka(σ)} ≥ µ−
m∑
k=1

µk.

За умовою µ >
∑m

k=1
µk, тодi

R−1(σ) ≤

(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

≡ β0,

∣∣∣∣ dm̃dRm̃R−1

∣∣∣∣ ≤ βm̃+1
0 m̃!.

Урахувавши цi нерiвностi, знайдемо, що

|Ds
σQ2(σ)| ≤ s!

s∑
m̃=1

βm̃+1
0 βm̃m̃!|σ|−s ≡ ˜̃cs|σ|−s, |σ| ≥ 1, s ∈ N.
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Якщо σ 6= 0, |σ| < 1, то, мiркуючи аналогiчно попередньому, отримуємо нерiвнiсть

|Ds
σQ2(σ)| ≤ ˜̃c′s|σ|−s, s ∈ N.

У результатi

|Ds
σQ2(σ)| ≤ ∆s|σ|−s, s ∈ N, σ 6= 0, (11)

де ∆s = max
{

˜̃cs, ˜̃c
′
s

}
. Звiдси, з урахуванням (10), (11), маємо оцiнку

|Ds
σQ(t, σ)| ≤

s∑
p=0

Cps bpt
γp|σ|ωp−p∆s−p|σ|−(s−p) exp{−t|σ|α/2}.

Якщо |σ| ≥ 1, то

|σ|ωp−p · |σ|−(s−p) = |σ|αp−p−s+p ≤ |σ|αs−s = |σ|ωs−s,

якщо σ 6= 0, |σ| < 1, то

|σ|ωp−p · |σ|−(s−p) = |σ|α−p−s+p = |σ|α−s = |σ|ωs−s.

Отже,

∀σ 6= 0 : |Ds
σQ(t, σ)| ≤ cstγs|σ|ωs−s exp{−t|σ|α/2},

де cs =
∑s

p=0
Cps bp∆s−p, що й потрiбно було довести.

Зауваження 1. Використовуючи оцiнки (9), (10), безпосередньо переконуємося в тому,
що

{
Q1(t, ·), Q(t, ·)

}
⊂ Ψα при кожному t > 0. Звiдси, з урахуванням обмеженостi Q2(σ)

на R, отримуємо, що функцiя Q2 — мультиплiкатор у просторi Ψα.
Дослiдимо тепер, якi властивостi має функцiя

G(t, x) = (2π)−1

∫
R

Q(t, σ)e−ixσdσ = F−1[Q(t, σ)].

Звiдси та з леми 2 випливає, що G(t, ·) ∈ Φα при кожному t > 0, тобто функцiя G та її
похiднi задовольняють нерiвностi

|Dk
xG(t, x)| ≤ ck(1 + |x|)−(1+[α]+k), (t, x) ∈ Ω,

де ck = ck(t) > 0. У цьому можна переконатися й безпосередньо. Наведемо схему доведе-
ння зазначених оцiнок у випадку k = 0.

Якщо x 6= 0, то, iнтегруючи s = 1 + [α] разiв частинами, подамо G(t, x) у виглядi

G(t, x) = (2π)−1 lim
ε→+0

∫
|σ|≥ε

Q(t, σ)e−ixσdσ =

= (2π)−1 c̃s
xs

lim
ε→+0

 ∫
|σ|≥ε

Ds
σQ(t, σ)e−ixσdσ + r(ε, x)

,
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де символом r(ε, x) позначено позаiнтегральний вираз, який складається iз доданкiв ви-
гляду Dl

σQ(t, σ)e−ixσ, 0 ≤ l ≤ s − 1, зi значеннями в точках σ = −ε, σ = ε. Iз оцiнок (9)
випливає, що для σ 6= 0, |σ| < 1, справджуються нерiвностi

|Dl
σQ(t, σ)| ≤ bl(t)|σ|α−l, l ∈ {1, . . . , s− 1}, s = 1 + [α],

де bl(t) = clt
γ , причому α − l ≥ α − [α] = {α}. Звiдси дiстаємо, що limε→+0 r(ε, x) = 0 у

кожнiй точцi x ∈ R \ {0}. На нескiнченностi позаiнтегральнi доданки перетворюються в
нуль, оскiльки

lim
σ→±∞

|Dl
σQ(t, σ)| = 0, l ∈ {0, 1, . . . , s− 1}, s = 1 + [α].

Врахувавши оцiнки похiдних функцiї Q(t, σ) (див. (9)), знаходимо, що

|G(t, x)| ≤
˜̃cs
|x|s

tγs
+∞∫
−∞

|σ|ωs−s exp
{
−t|σ|α/2

}
dσ =

=
˜̃cs
|x|s

t−2/α(ωs−s+1)+γs

+∞∫
−∞

|y|ωs−s exp
{
−|y|α/2

}
dy.

Якщо |y| < 1, то пiдiнтегральна функцiя

|y|ωs−s exp
{
−|y|α/2

}
= |y|α−s exp

{
−|y|α/2

}
у точцi y = 0 має iнтегровну особливiсть, оскiльки α− s = α− (1 + [α]) = {α} − 1. Отже,

|G(t, x)| ≤ c′s(t)|x|−(1+[α]), t > 0, x 6= 0.

Крiм того,

|G(t, x)| ≤ (2π)−1

+∞∫
−∞

|Q(t, σ)|dσ ≤ (2π)−1

(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1 +∞∫
−∞

exp
{
−t|σ|α/2

}
dσ =

= (2π)−1

(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

t−2/α

+∞∫
−∞

exp
{
−|y|α/2

}
dy = b0(t)

для всiх x ∈ R. Отже,

|G(t, x)| ≤ cs(t)(1 + |x|)−(1+[α]), (t, x) ∈ Ω.

Справдi, введемо позначення

Γ(t, x) := (1 + |x|)1+[α]|G(t, x)| =
1+[α]∑
l=0

C l1+[α]|x|
1+[α]−l|G(t, x)|.
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Якщо |x| < 1, то

Γ(t, x) ≤
α0∑
l=0

C lα0
|G(t, x)| ≤ 2α0b0(t) ≡ b1(t), α0 = 1 + [α] ≡ s.

Нехай |x| ≥ 1. Тодi правильною є оцiнка

Γ(t, x) ≤
α0∑
l=0

C lα0
|x|α0−lc′α0

(t)|x|−α0 ≤ 2α0c′α0
(t) ≡ b2(t).

Отже, Γ(t, x) ≤ c(t) ∀(t, x) ∈ Ω, де c(t) = max{b1(t), b2(t)}. Звiдси отримуємо оцiнку

|G(t, x)| ≤ c(t)(1 + |x|)−(1+[α]), (t, x) ∈ Ω,

що й потрiбно було довести.
Якщо k ∈ N фiксоване, то, мiркуючи аналогiчно тому, як це було зроблено у випадку

k = 0 та зiнтегрувавши частинами s = 1 + [α] + k разiв, знаходимо

Dk
xG(t, x) =

cs
xs

∫
R

Ds
σ

(
Q(t, σ)σk

)
e−iσxdσ, x 6= 0.

Враховуючи формулу диференцiювання добутку двох функцiй, маємо, що оцiнка похiдних
функцiї G(t, x) зводиться до оцiнки суми iнтегралiв вигляду

|cs|
|x|s

 ∫
R

|σ|k|Ds
σQ(t, σ)|dσ + ks

∫
R

|σ|k−1|Ds−1
σ Q(t, σ)|dσ +

+k(k − 1)
s(s− 1)

2!

∫
R

|σ|k−2|Ds−2
σ Q(t, σ)|dσ + . . .

. (12)

Кожен iз iнтегралiв у (12) має iнтегровну особливiсть у точцi σ = 0. Справдi, розглянемо
один iз iнтегралiв вигляду∫

R

|σ|k−p|Ds−p
σ Q(t, σ)|dσ, 0 ≤ p ≤ k − 1, s = 1 + [α] + k.

Iз нерiвностей (9) випливає, що в околi точки y = 0 (|y| < 1) пiдiнтегральна функцiя
допускає оцiнку

|σ|k−p|Ds−p
σ Q(t, σ)| ≤ cs−ptγ(s−p)|σ|k−p|σ|α−(s−p) =

= cs−pt
γ(s−p)|σ|k−p+α−(1+[α]+k−p) = cs−pt

γ(s−p)|σ|{α}−1,

звiдкий випливає збiжнiсть вiдповiдного iнтеграла.Оцiнюючи аналогiчно кожний iнтеграл
у сумi (12), одержуємо нерiвностi

|Dk
xG(t, x)| ≤ ck(t)(1 + |x|)−(1+[α]+k), (t, x) ∈ Ω.

Зауважимо також,що з властивостейфункцiй a(σ), Q(t, σ) випливає диференцiйовнiсть
функцiї G(t, x) як функцiї змiнної t ∈ (0,∞).
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Лема 3. Функцiя G(t, ·), t ∈ (0,+∞), як абстрактна функцiя параметра t зi значеннями
в просторi Φα, диференцiйовна по t.

Доведення. Iз властивостi неперервностi перетворенняФур’є випливає,щодля доведен-
ня твердження досить встановити, що функцiя F [G(t, x)] = Q(t, σ), як абстрактна функцiя
параметра t зi значеннями в просторi Ψα, диференцiйовна по t. Iншими словами, потрiбно
довести, що граничне спiввiдношення

Γ∆t(σ) :=
1

∆t

[
Q(t+ ∆t, σ)−Q(t, σ)

]
→ ∂

∂t
Q(t, σ), ∆t→ 0,

виконується в сенсi збiжностi за топологiєю простору Φα.
Зауважимо, що

Γ∆t(σ) = −a(σ)Q(t+ θ∆t, σ), 0 < θ < 1,

Γ∆t(σ)− ∂

∂t
Q(t, σ) = a2(σ)Q(t+ θ1∆t, σ)θ∆t, 0 < θ1 < 1.

(13)

Враховуючи (13) та властивостi функцiй a(σ), Q(t, σ), доводимо (див. доведення лем 1, 2,
оцiнки (4), (9)), що

∀p ∈ Z+ :
∥∥∥∥Γ∆t(·)−

∂

∂t
Q(t, ·)

∥∥∥∥
p

→ 0, ∆t→ 0.

Наслiдок 1. Справджується рiвнiсть

∂

∂t
(f ∗G(t, x)) = f ∗ ∂G(t, x)

∂t
∀f ∈ Φ′α, t > 0.

Доведення. За означенням згортки узагальненої функцiї з основою

f ∗G(t, x) = 〈fξ, T−xǦ(t, ξ)〉, Ǧ(t, ξ) = G(t,−ξ).

Тодi
∂

∂t
(f ∗G(t, ·)) = lim

∆t→0

1

∆t

[
f ∗G(t+ ∆t, ·)− f ∗G(t, ·)

]
=

= lim
∆t→0

〈
fξ,

1

∆t

[
T−xǦ(t+ ∆t, ξ)− T−xǦ(t, ξ)

]〉
.

На пiдставi леми 3 граничне спiввiдношення
1

∆t

[
T−xǦ(t+ ∆t, ·)− T−xǦ(t, ·)

]
−−−−→
∆t→0

∂

∂t
T−xǦ(t, ·)

виконується в сенсi збiжностi за топологiєю простору Φα, тому, з урахуванням неперерв-
ностi функцiонала f,

∂

∂t
(f ∗G(t, x)) = 〈fξ, lim

∆t→0

1

∆t

[
T−xǦ(t+ ∆t, ξ)− T−xǦ(t, ξ)

]
〉 =

= 〈fξ,
∂

∂t
T−xǦ(t, ξ)〉 = 〈fξ, T−x

∂

∂t
Ǧ(t, ξ)〉 = f ∗ ∂G(t, x)

∂t
,

що й потрiбно було довести.
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Лема 4. У просторi Φ′α виконуються спiввiдношення:
1) G(t, ·)→ F−1[Q2], t→ +0;

2)

µG(t, ·)−
∑m

k=1
µkG(tk, ·)→ δ, t→ +0 (14)

(тут δ — дельта-функцiя Дiрака).
Доведення. 1) З урахуванням властивостi неперервностi перетворення Фур’є для дове-

дення твердження достатньо встановити, що

F [G(t, ·)] = Q1(t, ·)Q2(·) −→
t→+0

Q2(·)

у просторi Ψ′α. Для цього вiзьмемо довiльну функцiю ψ ∈ Ψα i, скориставшись тим, що
Q2 —мультиплiкатор у просторi Ψα, а також теоремою Лебега про граничний перехiд пiд
знаком iнтеграла Лебега, знайдемо, що

〈Q1(t, ·)Q2(·), ψ(·)〉 = 〈Q1(t, ·), Q2(·)ψ(·)〉 =

∫
R

Q1(t, σ)Q2(σ)ψ(σ)dσ −→
t→+0

−→
t→+0

∫
R

Q2(σ)ψ(σ)dσ = 〈1, Q2(·)ψ(·)〉 = 〈Q2, ψ〉.

Звiдси випливає твердження 1 леми 4.
2) Врахувавши твердження 1, знайдемо, що

µG(t, ·)−
m∑
k=1

µkG(tk, ·) −→
t→+0

µF−1[Q2]−
m∑
k=1

µkF
−1[Q1(tk, ·)Q2(·)] =

= F−1

[
µQ2(·)−

m∑
k=1

µkQ1(tk, ·)Q2(·)

]
=

= F−1

[(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk, ·)

)
Q2(·)

]
=

= F−1

[(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk, ·)

)(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk, ·)

)−1]
=

= F−1[1] = δ.

Отже, спiввiдношення (14) виконується в просторi Φ′α.

Лему доведено.
Зауваження 2. Якщо µ = 1, µ1 = . . . = µm = 0, то задача (5), (6) перетворюється в

задачу Кошi для рiвняння (5). У цьому випадку Q2(σ) = 1 ∀σ ∈ R, G(t, x) = F−1[e−ta(σ)] i
G(t, ·)→ F−1[1] = δ при t→ +0 у просторi Φ′α.
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Наслiдок 2. Нехай

ω(t, x) = f ∗G(t, x), f ∈ Φ′α,∗, (t, x) ∈ Ω

(тут Φ′α,∗ — клас згортувачiв у просторi Φα ). Тодi у просторi Φ′α виконується граничне
спiввiдношення

µω(t, ·)−
m∑
k=1

µkω(tk, ·)→ f, t→ +0. (15)

Доведення. Доведемо, що граничне спiввiдношення

F

[
µω(t, ·)−

m∑
k=1

µkω(tk, ·)

]
→ F [f ], t→ +0, (16)

виконується в просторi Ψ′α. Оскiльки f ∈ Φ′α,∗, G(t, ·) ∈ Φα при кожному t > 0, то

F [ω(t, ·)] = F [f ∗G(t, ·)] = F [f ]F [G(t, ·)] = F [f ]Q(t, ·).

Отже, потрiбно довести, що

F [f ]

[
µQ(t, ·)−

m∑
k=1

µkQ(tk, ·)

]
→ F [f ]

при t→ +0 у просторi ψ′α. Оскiльки Q(t, ·) = Q1(t, ·)Q2(·)→ Q2(·) при t→ +0 у просторi
Ψ′α (див. доведення твердження 1 леми 4), то

µQ(t, ·)−
m∑
k=1

µkQ(tk, ·) −→
t→+0

µQ2(·)−
m∑
k=1

µkQ1(tk, ·)Q2(·) =

=

(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk, ·)

)
Q2(·) = 1

у просторi Ψ′α. Таким чином, спiввiдношення (16), а отже, й (15) виконуються у вiдповiдних
просторах.

Твердження доведено.
Зауваження 3. Функцiя G(t, x), (t, x) ∈ Ω, задовольняє рiвняння (5). Справдi,

∂

∂t
G(t, x) =

∂

∂t
F−1[Q(t, σ)] = F−1

[
∂

∂t
Q(t, σ)

]
= −F−1[a(σ)Q(t, σ)],

ÂG(t, x) = F−1[a(σ)F−1[G(t, ·)]] = F−1[a(σ)Q(t, σ)].

Отже,

∂G(t, x)/∂t+ ÂG(t, x) = 0, (t, x) ∈ Ω,

що й потрiбно було довести.
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Надалi функцiю G називатимемофундаментальним розв’язком багатоточкової за часом
задачi для рiвняння (5).

З наслiдку 2 випливає, що нелокальну багатоточкову за часом задачу для рiвняння (5)
можна сформулювати так: знайти функцiю u(t, x), (t, x) ∈ Ω, яка задовольняє рiвняння (5)
та умову

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µku(tk, ·) = f, f ∈ Φ′α,∗ (17)

(граничне спiввiдношення (17) розглядається в просторi Φ′α, обмеження на параметри
µ, µ1, . . . , µm, t1, . . . , tm такi ж, як у випадку задачi (5), (6)).

Основний результат роботи сформульовано у такому твердженнi.
Теорема. Нелокальна багатоточкова за часом задача (5), (17) коректно розв’язна, розв’я-

зок визначено формулою

u(t, x) = f ∗G(t, x), (t, x) ∈ Ω,

u(t, ·) ∈ Φα при кожному t > 0.
Доведення. Переконаємося в тому, що функцiя u(t, x), (t, x) ∈ Ω, задовольняє рiвнян-

ня (5). Справдi (див. наслiдок 1),

∂u(t, x)

∂t
=

∂

∂t
(f ∗G(t, x)) = f ∗ ∂G(t, x)

∂t

i

Âu(t, x) = F−1
[
a(σ)F [f ∗G(t, x)]

]
.

Оскiльки f — згортувач у просторi Φα, то

F [f ∗G(t, x)](σ) = F [f ]F [G(t, x)](σ) = F [f ]Q(t, σ).

Отже,

Âu(t, x) = F−1[a(σ)Q(t, σ)F [f ](σ)] = −F−1

[
∂

∂t
Q(t, ·)F [f ](σ)

]
=

= −F−1

[
F

[
∂

∂t
G(t, ·)

]
· F [f ]

]
= −F−1

[
F

[
f ∗ ∂G(t, ·)

∂t

]]
= −f ∗ ∂G(t, x)

∂t
.

Звiдси випливає, що функцiя u(t, x), (t, x) ∈ Ω, задовольняє рiвняння (5).
З наслiдку 2 випливає, що u задовольняє умову (17) у вказаному сенсi. Зазначимо

також, що u неперервно залежить вiд функцiї f ∈ Φ′α,∗, оскiльки операцiя згортки має
властивiсть неперервностi.

Залишається переконатися в тому, що задача (5), (17) має єдиний розв’язок. Для цього
розглянемо задачу Кошi

∂v

∂t
= Â∗v, (t, x) ∈ [0, t0)× R ≡ Ω′, 0 ≤ t < t0 < +∞, (18)

v(t, ·)|t=t0 = ψ, ψ ∈ Φ′α,∗, (19)
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де Â∗ — звуження спряженого оператора до оператора Â на простiр Φα. Умову (19) розу-
мiємо в слабкому сенсi. Задача Кошi (18), (19) є розв’язною, розв’язок одержано формулою
v(t, σ) = ψ ∗G∗(t, σ), де G∗(t, σ) = F−1[e(t−t0)a(ξ)], v(t, ·) ∈ Φα при кожному t ∈ [0, t0).

Нехай Qtt0 : Φ′α,∗ → Φα — оператор, який зiставляє функцiонал ψ ∈ Φ′α,∗ з розв’язком
задачi (18), (19). Оператор Qtt0 є лiнiйним i неперервним, визначений для довiльних t i t0
таких, що 0 ≤ t < t0 < +∞, i має властивостi

∀ψ ∈ Φ′α,∗ :
dQtt0ψ

dt
= Â∗Qtt0ψ, lim

t→t0
Qtt0ψ = ψ

(границя розглядається в просторi Φ′α ).
Розглянемо розв’язок u(t, x), (t, x) ∈ Ω, задачi (5), (17), який розумiтимемо як регу-

лярний функцiонал з простору Φ′α,∗ ⊃ Φα. Доведемо, що задача (5), (17) може мати лише
єдиний розв’язок у просторi Φ′α,∗. Для цього достатньо довести, що єдиним розв’язком
рiвняння (5) при нульовiй початковiй умовi може бути лише функцiонал u(t, x) ≡ 0 (при
кожному t ∈ (0,+∞)). Застосуємо функцiонал u до функцiї Qtt0ψ ∈ Φα, де ψ — довiль-
но фiксований елемент iз простору Φα ⊂ Φ′α,∗. Диференцiюючи по t i використовуючи
рiвняння (5), (18), отримуємо

∂

∂t
〈u(t, ·), Qtt0ψ〉 = 〈∂u

∂t
,Qtt0ψ〉+ 〈u,

∂Qtt0ψ

∂t
〉 =

= 〈−Au,Qtt0ψ〉+ 〈u, Â∗Qtt0ψ〉 = −〈Au,Qtt0ψ〉+ 〈Au,Qtt0ψ〉 = 0, t ∈ [0, t0).

Отже, 〈u(t, ·), Qtt0ψ〉 є сталою величиною. Iз властивостей абстрактних функцiй випливає
спiввiдношення

lim
t→t0
〈u(t, ·), Qtt0ψ〉 = 〈u(t0, ·), ψ〉 = const ≡ c, c = c(t0),

у довiльнiй точцi t0 ∈ (0,+∞). Отже, якщо в (17) f = 0, то

µ lim
t→+0

〈u(t, ·), ψ〉 −
m∑
k=1

µk〈u(tk, ·), ψ〉 = µc0 −
m∑
k=1

µkck = 0.

Звiдси випливає, що c0 = c1 = . . . = cm = 0. Справдi, припустимо, що це не так. На-
приклад, c0 6= 0. Тодi маємо спiввiдношення µ −

∑m

k=1
µkαk = 0, де αk = ck/c0, тобто

µ =
∑m

k=1
µkαk. Оскiльки αk — довiльнi сталi, а за умовою µ, µ1, . . . , µm — фiксованi

параметри, причому µ >
∑m

k=1
µk, то одержана суперечнiсть доводить, що c0 = 0. Ана-

логiчно доводимо, що c1 = . . . = cm = 0. Таким чином, 〈u(t0, ·), ψ〉 = 0 для довiльного
ψ ∈ Φα, тобто u(t0, x) — нульовий функцiонал iз простору Φ′α,∗. Оскiльки t0 ∈ (0,+∞) i
t0 вибране довiльним чином, то u(t, x) = 0 для всiх t ∈ (0,+∞).

Теорему доведено.
Як приклад, розглянемо задачу (5), (17) з початковою функцiєю f = δ, де δ — дельта-

функцiя Дiрака. Оскiльки δ ∈ Φ′α,∗, то згiдно з основною теоремою така задача коректно
розв’язна, розв’язок одержуємо формулою

u(t, x) = δ ∗G(t, x) = G(t, x), (t, x) ∈ Ω.
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Оскiльки

Q(t, σ) = F [G(t, x)] =

∫
R

G(t, x)eixσdx, (t, σ) ∈ Ω,

то

Q(t, σ) =

∫
R

G(t, x)dx = exp{−t}

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{−tk}

)−1

(тут враховано, що a(0) = 1). Отже, розв’язок вказаної задачi має властивiсть∫
R

u(t, x)dx→ 0, t→ +∞.

Уроботi встановлено,що звуження оператора A =
√
I + |Dx|α на простiр Φα збiгається

з псевдодиференцiальним оператором, побудованим за функцiєю-символом a(σ) = (1 +
+ |σ|α)1/2, σ ∈ R. Особливiстю є те, що символом оператора A є неоднорiдна функцiя, не
диференцiйовна у точцi σ = 0 (у теорiї псевдодиференцiальних операторiв, як правило,
використовуються однорiднi певного порядку символи, негладкi у точцi 0). Це дозволило
ефективно застосувати перетворення Фур’є при дослiдженнi нелокальної багатоточкової
за часом задачi для еволюцiйного рiвняння з таким оператором. Доведено коректну розв’яз-
нiсть зазначеної задачi з початковою функцiєю, яка є елементом простору узагальнених
функцiй типу розподiлiв. Така постановка задачi дозволяє розширити клас початкових
функцiй, оскiльки кожну функцiю, яка має степеневу особливiсть довiльного порядку у
точцi 0, можна регуляризувати у просторi узагальнених функцiй типу розподiлiв Л.Шварца
(тобто таку функцiю можна розумiти як регулярний функцiонал). Знайдено зображення
розв’язку у виглядi згортки фундаментального розв’язку з початковою функцiєю, при
цьому дослiджено властивостi такого фундаментального розв’язку.
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