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New properties of solutions of linear systems of functional-differential equations with linear and constant
delays are found.

Одержано новi властивостi розв’язкiв лiнiйних систем диференцiально-функцiональних рiвнянь iз
лiнiйними та постiйними запiзненнями.

У першiй частинi цiєї статтi розглянуто систему рiвнянь

x′(t) = Ax(t) +Bx(qt) +

m∑
i=1

Cix
′(qit) + f(t), (1)

де A, B, Ci —комплекснi (p×p)-матрицi, 0 < q, qi < 1, яка при Ci = 0 i f = 0 вивчалася
в [1]. Надалi числа Mi — невiд’ємнi сталi, асимптотичний символ O має аргумент, що
прямує до нескiнченностi, i якщо x = (x1, . . . , xp)

T , тодi ‖x‖ = max {|xi| : 1 ≤ i ≤ p} ,
‖A‖ = max {‖Ax‖ : ‖x‖ = 1} .

Доведемо таку теорему.
Теорема 1. Нехай виконуються такi умови:
1) всi власнi значення матрицi A мають вiд’ємнi дiйснi частини i

∥∥eAt∥∥ ≤M1e
at, a < 0,

t ≥ 0, матриця A−1B дiагоналiзовна з найбiльшим по модулю власним значенням l ;
2) для параметра j ∈ N

⋃
{0} виконується нерiвнiсть

v0
df
=

ln |l|
ln q−1

≥ vmin
df
=

ln
(∑m

i=1
‖Ci‖ qj−1i +M1

∣∣a−1∣∣ (‖B‖qj +
∑m

i=1
‖ACi‖qj−1i

))
ln q−1

;

3) функцiя f(t) належить Cj+1[1,+∞) i f (m)(t) = O (tα−m) , α ∈ R, m = 0, j + 1.

Тодi для кожного j + 2 разiв неперервно диференцiйовного розв’язку x(t) системи (1)
виконуються оцiнки:

l) якщо α < v0, тодi x(t) = O (tv0);
ll) якщо α = v0, тодi x(t) = O (tv0 ln t);
lll) якщо α > v0, тодi x(t) = O (tα) .

Доведення. Продиференцiюємо систему (1) j разiв:

x(j+1)(t) = Ax(j)(t) +Bqjx(j)(qt) +
m∑
i=1

Ciq
j
i x

(j+1)(qit) + f (j)(t).

© Г. П. Пелюх, Д. В. Бельський, 2020
ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2020, т. 23, № 4 493



494 Г. П. ПЕЛЮХ, Д. В. БЕЛЬСЬКИЙ

Зробимо замiну змiнних x(j)(t) = tvy(t), де v df
= max {vmin + ε, α− j} , ε > 0, — довiльне

число:

y(t) = eA(t−t0)

{
y(t0)−

m∑
i=1

Ciq
j+v−1
i y(qit0)

}
+

m∑
i=1

Ciq
j+v−1
i y(qit)+

+

t∫
t0

eA(t−s)

{
Bqj+vy(qs) +

m∑
i=1

ACiq
j+v−1
i y(qis)−

v

s
y(s) +

v

s

m∑
i=1

Ciq
j+v−1
i y(qis)

}
ds+

+

t∫
t0

eA(t−s)s−vf (j)(s)ds, t0 ≥ 1.

З урахуванням нерiвностi v ≥ α− j i умов 1, 3 оцiнимо ‖y(t)‖ при t0 ≤ t ≤ T :

max
t0≤t≤T

‖y(t)‖ ≤M2 +

(
m∑
i=1

‖Ci‖qj+v−1i +

+
M1

|a|

{
‖B‖qj+v +

m∑
i=1

‖ACi‖qj+v−1i +
|v|
t0

+
|v|
t0

m∑
i=1

‖Ci‖qj+v−1i

})
max
t0≤t≤T

‖y(t)‖.

Оскiльки v > vmin i t0 можна вибрати досить великим, функцiя y(t) обмежена i x(j)(t) =
= O (tv) .

У рiвняннi

x(j−1)(t) +A−1Bqj−1x(j−1)(qt) =

= −A−1
m∑
i=1

Ciq
j−1
i x(j)(qit) +A−1x(j)(t)−A−1f (j−1)(t) df

= g(t)

зробимо замiну x(j−1)(t) = tv∗y(t), де v∗ ≥ max {v, α− (j − 1)} i v∗ >
ln
(∣∣lqj−1∣∣)
ln q−1

= v0 −

− (j − 1). Тодi отримуємо

y(t) = −A−1Bqj−1+v∗y(qt) + t−v∗g(t).

Будемо вважати, що базис обраний таким чином, що матриця A−1B дiагональна. Тодi∥∥A−1Bqj−1+v∗∥∥ < 1 i неоднорiднiсть t−v∗g(t) обмежена, тому функцiя y(t) теж обмежена
i x(j−1)(t) = O (tv∗) , де

v∗ = max {v0 − (j − 1) + ε,max {vmin + ε, α− j} , α− (j − 1)} =

= max {v0 − (j − 1) + ε, vmin + ε, α− (j − 1)} .

Повторюючи цей процес, переконуємося, що

x(j−2)(t) = O
(
tmax{v0−(j−2)+ε,max{v0−(j−1)+ε,vmin+ε,α−(j−1)},α−(j−2)}

)
=
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= O
(
tmax{v0−(j−2)+ε,vmin+ε,α−(j−2)}

)
.

Дiючи таким чином декiлька разiв, отримуємо (за умовою теореми v0 ≥ vmin )

x(t) = O
(
tmax{v0+ε,vmin+ε,α}

)
= O

(
tmax{v0,α}+ε

)
.

Аналогiчно для похiдної справедлива оцiнка

x′(t) = O
(
tmax{v0−1+ε,α−1}

)
= O

(
tmax{v0,α}+ε−1

)
.

Визначимо для стислостi h df
= max {v0, α}+ ε, µ

df
= ln q, µi

df
= ln qi i зробимо в системi (1)

замiну змiнних t = es, W (s) = t−hx(t). Тодi

W (s)−
(
−A−1Bqh

)
W (s+ µ) =

= A−1

(
hW (s) +W ′(s)−

m∑
i=1

Ci

{
hehµiW (s+ µi) + ehµiW ′(s+ µi)

}
e−µi

)
e−s−

−A−1e−hsf(es).

Зауважимо, що W (s) i W ′(s) — обмеженi функцiї. Нехай L df
=−A−1Bqh i

G(s)
df
=A−1

(
hW (s) +W ′(s)−

m∑
i=1

Ci

{
hehµiW (s+ µi) + ehµiW ′(s+ µi)

}
e−µi

)
e−s−

−A−1e−hsf (es) .

Тодi

W (s)− LW (s+ µ) = G(s),

де ‖L‖ = e(h−v0)µ, ‖G(s)‖ ≤ M3e
−s + M4e

(α−h)s, s ≥ s0 > 0. Для закiнчення доведення
теореми 1 треба повторити мiркування для аналогiчного скалярного рiвняння (3.7) з [2].

Теорему 1 доведено.
Теорема 2. Якщо матриця A дiагоналiзовна, всi її власнi значення, наприклад, λi(A),

1 ≤ i ≤ p, мають додатнi дiйснi частини такi, що

amin
df
= min {Reλi(A) : 1 ≤ i ≤ p} > qmax max {Reλi(A) : 1 ≤ i ≤ p} df

= qmaxamax,

де qmax
df
= max{q, qi}, i неоднорiднiсть f(t) = O(eαt), α < amin, то для кожного неперервно

диференцiйовного розв’язку x(t) системи (1) iснує границя lim
t→+∞

e−Atx(t).

Доведення. Запишемо систему (1) в iнтегральнiй формi

e−Atx(t) = e−At0x(t0) +
m∑
i=1

e−AtCiq
−1
i x(qit)−

m∑
i=1

e−At0Ciq
−1
i x(qit0)+

+

t∫
t0

e−AsBx(qs)ds+

m∑
i=1

t∫
t0

e−AsACiq
−1
i x(qis)ds+

t∫
t0

e−Asf(s)ds.
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Будемо вважати,що базис обрано таким чином,щоматриця A дiагональна. Тодi з останньої
тотожностi одержуємо

e−amaxt ‖x(t)‖ ≤
∥∥e−Atx(t)

∥∥ ≤M5 +
m∑
i=1

e−(amin−amaxqi)t ‖Ci‖ q−1i e−amaxqit ‖x (qit)‖+

+

t∫
t0

e−(amin−amaxq)s‖B‖e−amaxqs‖x(qs)‖ds+

+

m∑
i=1

t∫
t0

e−(amin−amaxqi)s‖ACi‖q−1i e−amaxqis‖x(qis)‖ds.

Оцiнимо функцiю e−amaxt‖x(t)‖ на вiдрiзку t0 ≤ t ≤ T :

max
t0≤t≤T

(
e−amaxt ‖x (t)‖

)
≤M6 +

(
e−(amin−amaxq)t0 ‖B‖

amin − amaxq

+
m∑
i=1

e−(amin−amaxqi)t0

qi

(
‖Ci‖+

‖ACi‖
amin − amaxqi

))
×

× max
t0≤t≤T

(
e−amaxt ‖x (t)‖

)
.

Оскiльки amin > qmaxamax i t0 можна вибрати досить великим, функцiя e−amaxt‖x(t)‖
обмежена. Тому з рiвностi

e−At2x(t2)− e−At1x(t1) =
m∑
i=1

e−At2Ciq
−1
i x(qit2)−

m∑
i=1

e−At1Ciq
−1
i x(qit1)+

+

t2∫
t1

e−AsBx(qs)ds+

m∑
i=1

t2∫
t1

e−AsACiq
−1
i x(qis)ds+

t2∫
t1

e−Asf(s)ds

отримуємо iснування границi limt→+∞ e
−Atx(t).

Теорему 2 доведено.
Теорема 1 надає ще одне доведення п. (i) теореми 1 з [1]. В [3] вивчалися аналiтичнi

розв’язки лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь iз нескiнченним числом лiнiйних
запiзнень. В [4, 5] дослiджувалися нелiнiйнi системи диференцiальних рiвнянь iз одним
лiнiйним запiзненням.

Далi у цiй статтi розглядатимемо систему рiвнянь

x′(t) = B0(t)x(t) +B1(t)x(t− 1) + . . .+Bm(t)x(t−m)+

+A1(t)x
′(t− 1) + . . .+Al(t)x

′(t− l) + f(t), (2)
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де Aj(t) ∈ C1[0,+∞), j = 1, l, Bk(t) ∈ C[0,+∞), k = 0,m, — комплекснi перiодичнi
(p×p)-вимiрнi матрицi з перiодом 1, функцiя f : [0,+∞)→ Cp неперервна, m ∈ N

⋃
{0} =

= Z+, l ∈ N, з початковою умовою

x(t) = ϕ(t) ∈ C[−r, 0]
r⋂

k=1

C1[−k,−k + 1], t ∈ [−r, 0], r
df
= max{m, l}. (3)

Розв’язок x(t) системи (2) — неперервна кусково-неперервно диференцiйовна функцiя,
у якoї в кожнiй точцi t > −r iснують лiвостороння й правостороння похiднi; якщо пiд
похiдною в системi (2) розумiти правосторонню похiдну, то розв’язок x(t) задовольняє
рiвнiсть (2) для всiх t ≥ 0.

Детальний огляд лiтератури, присвяченої методам дослiдження системи (2), можна
знайти в [6] (розд. 4, 5) та [7] (додаток). Результати, близькi до отриманих у цiй статтi,
опублiкованi в [8]. Незважаючи на викладене i на широкi застосування, якi знаходять такi
рiвняння в рiзних областях науки i технiки, багато питань теорiї систем диференцiально-
рiзницевих рiвнянь вигляду (2) вивченi мало. Перш за все, це стосується асимптотичних
властивостей розв’язкiв цiєї системи в околi особливої точки t = +∞. Завдякицьому основ-
ною метою цiєї статтi є пошук нових достатнiх умов асимптотичної стiйкостi розв’язкiв
системи (2).

Далi буде потрiбна така лема.
Лема. Якщо в системi (2) неоднорiднiсть обмежена деякою експонентою, то розв’язок

цiєї системи i його правостороння похiдна теж обмеженi деякою експонентою.
Наслiдуючи [7, с. 502] або [9], визначимо для τ ∈ [0, 1), n = −r,−r + 1, . . . функцiї

xn(τ)
df
=x(n+ τ) i для n = 0, 1, . . . функцiї fn(τ)

df
= f(n+ τ). Тодi з (2) отримуємо

+∞∑
n=0

x′n(τ)zn = B0(τ)
+∞∑
n=0

xn(τ)zn +B1(τ)z
+∞∑
n=0

xn(τ)zn +B1(τ)x−1(τ) + . . .

. . .+Bm(τ)zm
+∞∑
n=0

xn(τ)zn +Bm(τ)
(
x−m(τ) + . . .+ x−1(τ)zm−1

)
+

+A1(τ)z

+∞∑
n=0

x′n(τ)zn +A1(τ)x′−1(τ) + . . .+Al(τ)zl
+∞∑
n=0

x′n(τ)zn+

+Al(τ)
(
x′−l(τ) + . . .+ x′−1(τ)zl−1

)
+

+∞∑
n=0

fn(τ)zn.

Нехай
∑+∞

n=0
xn(τ)zn

df
=X(τ, z) i

∑+∞

n=0
fn(τ)zn

df
=F (τ, z). Припустимо, що для неоднорiд-

ностi справедлива оцiнка

‖f(t)‖ ≤M7e
γt, t ≥ 0, (4)

де M7 i γ — деякi константи. Тодi розв’язок x(t) i його правостороння похiдна згiд-
но з лемою також обмеженi деякою експонентою, i в околi нуля ряди

∑+∞

n=0
xn(τ)zn
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i
∑+∞

n=0
x′n(τ)zn збiгаються абсолютно й рiвномiрно, тобто почленне диференцiювання

можливе. Тому

X ′τ (τ, z) =
(
I −A1(τ)z − . . .−Al(τ)zl

)−1
(B0(τ) +B1(τ)z + . . .+Bm(τ)zm)X(τ, z)+

+
(
I −A1(τ)z − . . .−Al(τ)zl

)−1
×

×

(
B1(τ)x−1(τ) + . . .+Bm(τ)

(
x−m(τ) + . . .+ x−1(τ)zm−1

)
+

+A1(τ)x′−1(τ) + . . .+Al(τ)
(
x′−l(τ) + . . .+ x′−1(τ)zl−1

)
+ F (τ, z)

)
.

Скорочено позначимо

P (τ, z)
df
=
(
I −A1(τ)z − . . .−Al(τ)zl

)−1
(B0(τ) +B1(τ)z + . . .+Bm(τ)zm) .

Тодi, як вiдомо, фундаментальна матриця останньої системи набирає вигляду

U(τ, z) = I +

τ∫
0

P (s, z)ds+

τ∫
0

P (s, z)

s∫
0

P (η, z)dη ds+ . . . .

Звiдси отримуємо

X(τ, z) = U(τ, z)X(0, z) + U(τ, z)

τ∫
0

U−1(s, z)
(
I −A1(s)z − . . .−Al(s)zl

)−1
×

×

(
B1(s)x−1(s) + . . .+Bm(s)

(
x−m(s) + . . .+ x−1(s)z

m−1)+

+A1(s)x
′
−1(s) + . . .+Al(s)

(
x′−l(s) + . . .+ x′−1(s)z

l−1
)

+ F (s, z)

)
ds. (5)

Оскiльки xn(τ)→ xn+1(0), τ → 1− 0, n = 0, 1, . . . , то при τ → 1− 0 маємо

X(τ, z)→ 1

z
(X(0, z)− x(0)) ,

X(0, z) = (I − zU(1, z))−1
{
x(0) + zU(1, z)

1∫
0

U−1(s, z)
(
I −A1(s)z − . . .−Al(s)zl

)−1
×

×
(
B1(s)x−1(s) + . . .+Bm(s)

(
x−m(s) + . . .+ x−1(s)z

m−1)+

+A1(s)x
′
−1(s) + . . .+Al(s)

(
x′−l(s) + . . .+ x′−1(s)z

l−1
)

+ F (s, z)
)
ds

}
. (6)
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Зауважимо, що

detU(τ, z) = exp

τ∫
0

trP (s, z)ds.

Тобто властивостi неперервностi та аналiтичностi по z функцiї P (τ, z) переносяться на
функцiї U(τ, z) i U−1(τ, z).

З (4) випливає, що функцiя F (τ, z) аналiтична в колi |z| < e−γ при будь-якому τ ∈ [0, 1).
Якщо додатково припустити, що визначник det

(
I −A1(τ)z − . . .−Al(τ)zl

)
не має нулiв у

колi |z| < R1 при будь-якому τ ∈ [0, 1), матрична функцiя (I − zU(1, z))−1 аналiтична в
колi |z| < R2 i для простоти довизначити функцiї x′−k(s), k = 1, l, x−j(s), j = 1,m, fn(s),
n = 0, 1, . . . в точцi s = 1 як x′−k(1) = lims→1−0 x

′
−k(s), x−j(1) = lims→1−0 x−j(s), fn(1) =

= f(n + 1), то з (5), (6) отримуємо, що функцiя в правiй частинi рiвностi (5) неперервна
на множинi τ ∈ [0, 1], |z| < min {R1, R2, e

−γ} i аналiтична по z у зазначеному колi. Таким
чином, для будь-якого R < min {R1, R2, e

−γ} виконується оцiнка ‖xn(τ)‖ ≤ M8(R,ϕ, f)

Rn
при ∀n ≥ 0 ∀τ ∈ [0, 1), тобто

‖x(t)‖ ≤M9(R,ϕ, f)e(lnR
−1)t, t ≥ 0. (7)

Якщо f(t) ≡ 0, то останню оцiнку можна уточнити:

‖x(t)‖ ≤M10(R) max

{
sup

t∈[−r,0]
‖ϕ(t)‖ , sup

t∈[−r,0],−t/∈Z+

‖ϕ′(t)‖

}
e(lnR

−1)t, t ≥ 0. (8)

Отже, довели таку теорему.
Теорема 3. Якщо визначник det

(
I −A1(τ)z − . . .−Al(τ)zl

)
не має нулiв у колi |z| < R1

при будь-якому τ ∈ [0, 1], матрична функцiя (I − zU(1, z))−1 аналiтична в колi |z| < R2 i
для неоднорiдностi f(t) справедлива оцiнка (4), то для розв’язку початкової задачi (2), (3)
виконуються оцiнки (7), (8).

У разi постiйних матриць Aj , j = 1, l, Bk, k = 0,m, з експоненцiйної стiйкостi
однорiдної системи (2) отримуємо, що визначник det

(
I −A1z − . . .−Alzl

)
не має нулiв у

колi |z| ≤ 1, оскiльки в iншому випадку в околi точки λn = λ0 + 2πni, n ∈ N
⋃
{0}, такoї,

що det
(
I −A1e

−λ0 − . . .−Ale−λ0l
)

= 0 i Reλ0 ≥ 0, визначник

det
(
λ
(
I −A1e

−λ − . . .−Ale−λl
)
−B0 −B1e

−λ − . . .−Bme−λm
)

=

= λp det

(
I −A1e

−λ − . . .−Ale−λl −
1

λ

(
B0 +B1e

−λ + . . .+Bme
−λm

))
дорiвнює нулю вiдповiдно до теореми Руше при досить великому n. Тобто однорiдна
система (2) має розв’язок x(t) = veλ∗t, v 6= 0, де Reλ∗ > −ε i ε — як завгодно мала
додатна величина.

Бiльш того, якщо вибрати як початкову функцiю матрицю

Φ(t) =

0, −r ≤ t < 0,

I, t = 0,
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то вiдповiдний розв’язок однорiдної системи (2), скажiмо X0(t), буде мати твiрну функцiю

X0(0, z) =
(
I − ze(I−A1z−...−Alz

l)
−1

(B0+B1z+...+Bmzm)
)−1

.

З експоненцiйної стiйкостi однорiдної системи (2) випливає аналiтичнiсть функцiї X0(0, z)
в деякому колi |z| < R, де R > 1.

Таким чином, довели таке твердження.
Наслiдок. У разi постiйних матриць Aj , j = 1, l, Bk, k = 0,m, експоненцiальна стiй-

кiсть однорiдної системи (2) має мiсце тодi i тiльки тодi, коли визначник

det
(
I −A1z − . . .−Alzl

)
не має нулiв у колi |z| ≤ 1, i матрична функцiя

(
I − ze(I−A1z−...−Alz

l)
−1

(B0+B1z+...+Bmzm)
)−1

аналiтична в деякому колi |z| < R, де R > 1.

Зауважимо, що для визначення експоненцiйної стiйкостi автономної однорiдної сис-
теми (2) з вимiрнiстю p < 5 визначник det

(
I − ze(I−A1z−...−Alz

l)
−1

(B0+B1z+...+Bmzm)
)

можна обчислити в одиничному колi |z| ≤ 1, використовуючи власнi числа матрицi(
I −A1z − . . .−Alzl

)−1
(B0 +B1z + . . .+Bmz

m) , i, таким чином, звести перевiрку кри-
терiю експоненцiйної стiйкостi до простої комп’ютерної програми. При тому, що задача
пошуку коренiв характеристичного рiвняння для диференцiально-рiзницевих систем вiдо-
ма своєю складнiстю навiть у разi найпростiших скалярних диференцiально-рiзницевих
рiвнянь.

У скалярному випадку теорема 3 i її наслiдок узгоджуються з результатом, отриманим
у [7, с. 513] (теорема Д.8).

Приклад. Розглянемо частковий випадок рiвняння Матьє [6, с. 142]

y′′(t) + cy′(t) + (a+ ε1 cos(2πt)) y(t) = (b+ ε2 cos(2πt)) y(t− 1),

де a, b, c, ε1,2 — дiйснi числа. Для цього запишемо його в матричнiй формi

x′(t) = A(t)x(t) +B(t)x(t− 1),

де

x =

(
y

y′

)
, A(t) =

(
0 1

− (a+ ε1 cos(2πt)) −c

)
, B(t) =

(
0 0

b+ ε2 cos(2πt) 0

)
.

Дослiдження визначника det(I − zU(1, z)) в одиничному колi |z| ≤ 1 також можна прово-
дити чисельними методами за допомогою ЕОМ.
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