
УДК 517.929+517.958
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Given the finiteness of the speed of gravity, the dynamics of three bodies located on a straight line is
studied in the case where the masses of external bodies and their distances to the central body are the
same. It is shown that the motion of these bodies is unstable and the escape velocity is greater than the
corresponding velocity of classical celestial mechanics.

З урахуванням скiнченностi швидкостi гравiтацiї дослiджено динамiку трьох тiл, розмiщених на
прямiй, у випадку, коли маси зовнiшнiх тiл i їхнi вiдстанi до центрального тiла є однаковими.
Показано, що рух цих тiл є нестiйким i друга космiчна швидкiсть бiльша вiдповiдної швидкостi
класичної небесної механiки.

1. Вступ. Утеорiї гравiтацiї Ньютонашвидкiсть гравiтацiї cg не входить дожодної формули
i вважається нескiнченно великою (cg =∞).

У загальнiй теорiї вiдносностi А. Ейнштейна для швидкостi гравiтацiї приймається, що
cg = c, де c —швидкiсть свiтла [1, 2].

Швидкiсть гравiтацiї можна оцiнити за швидкiстю передачi впливу гравiтацiйного
поля на результати вимiрювань. Так, у 2002 р. Копейкiн i Фомалонт провели експери-
мент на основi радiоiнтерферометрiї, в якому випромiнювання вiд далекого квазара QSO
J0842+1835, що проходило поблизуЮпiтера, реєструвалося радiотелескопами на Землi [3].
Аналiз даних експерименту дав швидкiсть гравiтацiї, близьку по величинi до швидкостi
свiтла, з точнiстю порядку 20%.

Другий спосiб вимiрювання швидкостi гравiтацiї пов’язаний з фiксацiєю гравiтацiйних
хвиль вiд далеких зiркових джерел одночасно зi свiтловим сигналом. Перше таке вимi-
рювання в 2017 р. отримали для гравiтацiйної хвилi GW170817, породженої злиттям двох
нейтронних зiрок (вiдстань до джерела 13×107 свiтлових рокiв), з використанням лазерно-
iнтерферометричних гравiтацiйно-хвильових детекторiв детекторної сiтки LIGO-Virgo. За
цiєю подiєю вiдхилення швидкостi гравiтацiйних хвиль вiд швидкостi свiтла, якщо таке
вiдхилення iснує, знаходиться в межах вiд −3 × 10−15 до +0,7 × 10−15, тобто сумiсне з
нулем в межах похибки [4].

У цiй статтi дослiдимо рух трьох тiл, розмiщених у кожний момент часу на прямiй
iз залежним вiд часу напрямком, у випадку, коли маси зовнiшнiх тiл i їхнi вiдстанi до
центрального тiла є однаковими. При дослiдженнi руху цих тiл будемо враховувати скiн-
ченнiсть швидкостi гравiтацiї cg, вважаючи, що cg = c. Пiдґрунттям для використання
цiєї рiвностi є наведенi вище данi. Завдяки такiй вимозi математичною моделлю руху тiл
є не система звичайних диференцiальних рiвнянь, як у класичнiй небеснiй механiцi [5], а
система диференцiальних рiвнянь iз вiдхилювальним аргументом, як у [6], i для динамiки
тiл характернi властивостi, якi неможливi у випадку cg =∞.
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2. Закон всесвiтнього тяжiння зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї. Розглянемо двi ма-
терiальнi точки M1 i M2 з масами m1 i m2 вiдповiдно. Згiдно iз законом всесвiтнього
тяжiння та другим законом Ньютона цi точки здiйснюють рух у просторi. Рух точок бу-
демо розглядати по вiдношенню до прямокутної системи координат x, y, z з початком
координат у деякiй точцi O. Вважатимемо, що система координат є iнерцiальною i на
кожну точку дiє тiльки сила тяжiння, породжена iншою точкою. Положення точок M1 i
M2 в момент часу t визначається їхнiми радiусами-векторами ~r1(t) i ~r2(t).

Для дослiдження руху точок M1 i M2 потрiбно знати сили, з якими кожна з цих точок
притягую iншу.

Якбишвидкiсть гравiтацiї була нескiнченною, як у теорiї Ньютона, то на пiдставi закону
всесвiтнього тяжiння в момент часу t точка M2 притягувала б точку M1 iз силою

~F2,1,∞(t) =
Gm1m2

|~r2(t)− ~r1(t)|3
(~r2(t)− ~r1(t)) , (1)

де G — гравiтацiйна стала i |~r2(t) − ~r1(t)| — евклiдова довжина вектора ~r2(t) − ~r1(t).
Напрямок цiєї сили збiгається з напрямком вектора ~r2(t)− ~r1(t).

Аналогiчно в момент часу t точка M1 притягувала б точку M2 з силою

~F1,2,∞(t) =
Gm1m2

|~r1(t)− ~r2(t)|3
(~r1(t)− ~r2(t)) .

Згiдно з викладками з п. 1 швидкiсть гравiтацiї є скiнченною. Тому дiя однiєї точки на
iншу здiйснюється з урахуванням запiзнювання гравiтацiйного поля.

Пояснимо вплив цього запiзнювання на сили, з якими притягуються розглянутi точ-
ки M1 i M2.

Завдяки скiнченнiй швидкостi гравiтацiї на точку M1 дiє iнша сила

~F2,1,c(t) =
Gm1m2

|~r2(t− τ2,1(t))− ~r1(t)|2
(~r2(t− τ2,1(t))− ~r1(t)) , (2)

де запiзнення гравiтацiї τ2,1(t) в (2) задовольняє спiввiдношення

cτ2,1(t) = |~r2(t− τ2,1(t))− ~r1(t)| (3)

i c —швидкiсть гравiтацiї.
Справдi, нехай точки M2 i M1 рухаються по кривим, частини яких зображенi на рис. 1,

зi швидкостями ~v2(t) = ~̇r2(t) i ~v1(t) = ~̇r1(t).
Нехай точка M2 в момент часу t − τ2,1(t), де τ2,1(t) задовольняє (3), збiгається з точ-

кою M∗2 . Промiжку часу [t − τ2,1(t), t] вiдповiдає крива
^

M∗2M2, по якiй рухається точка
M2. Цього промiжку часу достатньо, щоб згiдно з (3) гравiтацiйне поле зi швидкiстю c
поширилося з точки M∗2 в точку M1.

Отже, в момент часу t на точку M1 дiє не сила (1), а сила (2).
Зазначимо, що притягувальною точкою для точки M1 в момент часу t є не точка M2,

а точка M∗2 .
Аналогiчно на точку M2 дiє сила

~F1,2,c(t) =
Gm1m2

|~r1(t− τ1,2(t))− ~r2(t)|3
(~r1(t− τ1,2(t))− ~r2(t)) . (4)
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Рис. 1. Розмiщення точок M1 i M2 в моменти часу t i t− τ2,1(t).

Притягувальною точкою для точки M2 в момент часу t є не точка M1, а точка M∗1 , що
визначається вектором ~r1(t− τ1,2(t)) .

Запiзнення гравiтацiї τ1,2(t) в (4) задовольняє спiввiдношення

cτ1,2(t) =
∣∣~r1(t− τ1,2(t))− ~r2(t)∣∣. (5)

Iснування функцiй τ2,1(t) i τ1,2(t), що задовольняють спiввiдношення (3) i (5), показано
в [6]. Завдяки теоремам про неявну функцiю [7, с. 449 – 453] цi функцiї є неперервними й
диференцiйовними.

Зазначимо, що сили ~F2,1,c(t) i ~F1,2,c(t) можуть вiдрiзнятися за величиною i не бути
колiнеарними. Також на пiдставi (3) i (5) для кожного моменту часу t

lim
c→+∞

~F2,1,c(t) = ~F2,1,∞(t) i lim
c→+∞

~F1,2,c(t) = ~F1,2,∞(t).

Отже, закон всесвiтнього тяжiння Ньютона вiдкриває шлях бiльш загальному закону
(див. (2) – (5)) i збiгається з ним у граничному випадку (при c = +∞).

Зазначимо, що для використання формул (2) i (4) потрiбна iнформацiя про векторнi
функцiї ~r1(t) i ~r2(t) та скалярнi функцiї τ2,1(t) i τ1,2(t). Цi функцiї можна знаходити,
використовуючи диференцiальнi рiвняння з вiдхилювальним аргументом, що описують
рух точок M1 i M2, й отримуються за допомогою другого закону Ньютона [8].

3. Математична модель руху скiнченного числа матерiальних точок. Придiлимо увагу
математичнiй моделi руху точок Mi, i = 1, n, з масами mi, i = 1, n, вiдповiдно, де
n ∈ N \ {1}. Рух цих точок будемо розглядати вiдносно прямокутної системи координат x,
y, z з початком координат у деякiй точцi O. Вважатимемо, що ця система є iнерцiальною.

Рух точок Mi, i = 1, n, можна описати деякими векторними функцiями ~ri(t), i = 1, n,
вiдповiдно.

Зафiксуємо довiльнi точки Mi i Mj , де i, j ∈ {1, 2, . . . , n} i i 6= j. Згiдно з п. 2 точка Mj

притягує точку Mi з силою

~Fj,i,c(t) =
Gmjmi

|~rj(t− τj,i(t))− ~ri(t)|3
(~rj(t− τj,i(t))− ~ri(t)) , (6)
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де запiзнення гравiтацiї τj,i(t) задовольняє спiввiдношення

cτj,i(t) = |~rj(t− τj,i(t))− ~ri(t)| . (7)

Використаємо силу
∑

j∈Ni,n

~Fj,i,c(t), що дiє на точку Mi, породжену точками Mj ,

j ∈ Ni,n, де
Ni,n = {1, 2, . . . , n} \ {i}, i = 1, n,

Згiдно з другим законом Ньютона для векторних функцiй ~ri(t), i = 1, n, виконуються
рiвностi

mi
d2~ri(t)

dt2
=
∑
j∈Ni,n

~Fj,i,c(t), i = 1, n.

Звiдси та з (6) i (7) випливає, що функцiї ~ri(t), i = 1, n, є розв’язками системи диференцi-
альних рiвнянь iз вiдхилювальним аргументом та функцiональних рiвнянь

d2~ri(t)

dt2
=
∑

j∈Ni,n

Gmj

|~rj(t− τj,i(t))− ~ri(t)|3
(~rj(t− τj,i(t))− ~ri(t)) , i = 1, n,

cτj,i(t) = |~rj(t− τj,i(t))− ~ri(t)| , i = 1, n, j = 1, n, i 6= j.

(8)

Очевидно, що для кожного значення t

lim
c→+∞

τj,i(t) = 0, i = 1, n, j = 1, n, i 6= j,

lim
c→+∞

~Fj,i,c(t) = ~Fj,i,∞(t), i = 1, n, j = 1, n, i 6= j,

де
~Fj,i,∞(t) =

Gmjmi

|~rj(t)− ~ri(t)|3
(~rj(t)− ~ri(t)) .

Тому система (8) є узагальненням класичної моделi руху точок Mi, i = 1, n,

d2~ri(t)

dt2
=
∑
j∈Ni,n

Gmj

|~rj(t)− ~ri(t)|3
(~rj(t)− ~ri(t)) , i = 1, n, (9)

що отримується з (8) при c =∞.
При знаходженнi траєкторiй руху точок Mi, i = 1, n, потрiбно крiм системи рiвнянь (8)

використовувати також початковi або крайовi умови (див. [6, 8, 9]). Система (8) разом iз
цими умовами є математичною моделлю руху точок Mi, i = 1, n, що враховує скiнченнiсть
швидкостi гравiтацiї.

Очевидно, що систему рiвнянь (8) з урахуванням початкових умов можна використову-
вати як математичну модель зоряної системи з n− 1 планетами з масами mi, i = 2, n, що
рухаються в силовому полi, породженому зiркою з масою m1 та планетами.

Зазначимо, що система (8) мiстить n векторних рiвнянь i n(n− 1) скалярних рiвнянь.
Тому ця система рiвносильна системi скалярних рiвнянь, число яких збiгається з

3n+ n(n− 1) = n2 + 2n = (n+ 1)2 − 1.
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Рис. 2. Розмiщення точок M1, M2 i M3.

Класична модель (9) руху n матерiальних точок, що мiстить n векторних рiвнянь, рiвно-
сильна системi 3n скалярних рiвнянь.

Звiдси та з того, що

lim
n→∞

(n+ 1)2 − 1

3n
= +∞,

випливає, що якщо навiть не враховувати складнiсть рiвнянь системи (8), дослiдження
системи (8) при великих n є суттєво складнiшою задачею, нiж дослiдження системи (9).

Не зважаючи на це, можна знайти такi властивостi системи (8), яких не має система (9)
(див. [6, 9]).

4. Математична модель руху трьох тiл, розмiщених у всi моменти часу на прямiй. Роз-
глянемо систему (8) у випадку n = 3, коли всi точки Mi, i = 1, 3, у всi моменти часу
t розмiщенi на прямiй, що знаходиться на деякiй зафiксованiй у просторi площинi. На-
прямок прямої, очевидно, залежить вiд t. Вважатимемо, що у зовнiшнiх точках M1 i M3

зосереджено однакову масу m, у внутрiшнiй точцi M2 — масу M i точки M1 i M3 в
усi моменти руху знаходяться на однаковiй вiдстанi до точки M2. Таке розмiщення точок
можливе при виборi певних початкових умов.

Завдяки обмеженням на точки Mi, i = 1, 3, iнерцiальну прямокутну систему координат
x, y, tz можна вибрати так, щоб точки Mi, i = 1, 3, знаходилися на площинi Oxy i початок
координат (точка O ) у кожний момент часу t збiгався з точкою M2. Такий вибiр систе-
ми координат дає можливiсть дослiджувати динамiку розглянутих точок, обмежившись
використанням прямокутної системи координат x, y (див. рис. 2).

На рис. 2 зображено частини кривих L1 i L3, що симетричнi вiдносно точки O, по
яких рухаються вiдповiднi точки M1 i M3, а також вказано швидкостi ~v1(t) i ~v3(t) руху
цих точок, для яких у всi моменти часу t

~v3(t) = −~v1(t) i ~v2(t) = ~0.

Завдяки (8) рух точок Mi, i = 1, 3, описується системою рiвнянь
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d2~ri(t)

dt2
=
∑

j∈{1,2,3}\{i}

Gmj

|~rj(t− τj,i(t))− ~ri(t)|3
(~rj(t− τj,i(t))− ~ri(t)) , i = 1, 3,

cτj,i(t) = |~rj(t− τj,i(t))− ~ri(t)| , i = 1, 3, j = 1, 3, i 6= j,

~r3(t) = −~r1(t),

~r2(t) = ~0,

(10)

де m1 = m3 = m i m2 =M.

Ми будемо розглядати систему (10) при t ≥ t0, де t0 — деякий зафiксований момент
часу.

Перетворимо систему (10), використавши описане вище розмiщення точок.
Згiдно з обмеженнями на рух точок Mi, i = 1, 3, для всiх t ≥ t0

τ2,1(t) = τ2,3(t) = 0, (11)

τ1,3(t) = τ3,1(t) (12)

i

τ1,2(t) = τ3,2(t). (13)

З урахуванням рiвнянь системи (10) i спiввiдношень (11) – (13) отримуємо

d2~r1(t)

dt2
=

Gm2

|~r2(t− τ2,1(t))− ~r1(t)|3
(~r2(t− τ2,1(t))− ~r1(t))+

+
Gm3

|~r3(t− τ3,1(t))− ~r1(t)|3
(~r3(t− τ3,1(t))− ~r1(t)) =

=
GM

|~r2(t)− ~r1(t)|3
(~r2(t)− ~r1(t))+

+
Gm

|~r3(t− τ3,1(t))− ~r1(t)|3
(~r3(t− τ3,1(t))− ~r1(t)) =

= − GM

|~r1(t)|3
~r1(t) +

Gm

|~r3(t− τ3,1(t))− ~r1(t)|3
(~r3(t− τ3,1(t))− ~r1(t)) =

= − GM

|~r1(t)|3
~r1(t)−

Gm

|~r1(t− τ3,1(t)) + ~r1(t)|3
(~r1(t− τ3,1(t)) + ~r1(t)) , (14)

d2~r3(t)

dt2
=

Gm1

|~r1(t− τ1,3(t))− ~r3(t)|3
(~r1(t− τ1,3(t))− ~r3(t))+

+
Gm2

|~r2(t− τ2,3(t))− ~r3(t)|3
(~r2(t− τ2,3(t))− ~r3(t)) =

= − Gm

|~r3(t− τ1,3(t)) + ~r3(t)|3
(~r3(t− τ1,3(t)) + ~r3(t))−

GM

|~r3(t)|3
~r3(t), (15)
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d2~r2(t)

dt2
=

Gm1

|~r1(t− τ1,2(t))− ~r2(t)|3
(~r1(t− τ1,2(t))− ~r2(t))+

+
Gm3

|~r3(t− τ3,2(t))− ~r2(t)|3
(~r3(t− τ3,2(t))− ~r2(t)) =

=
Gm

|~r1(t− τ1,2(t))|3
~r1(t− τ1,2(t)) +

Gm

|~r1(t− τ3,2(t))|3
(−~r1(t− τ3,2(t))) =

=
Gm

|~r1(t− τ1,2(t))|3
~r1(t− τ1,2(t))−

Gm

|~r1(t− τ1,2(t))|3
~r1(t− τ1,2(t)) = ~0, (16)

cτ1,3(t) = |~r1(t− τ1,3(t))− ~r3(t)| = |~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)| , (17)

cτ3,1(t) = |~r3(t− τ3,1(t))− ~r1(t)| = |~r1(t− τ3,1(t)) + ~r1(t)| , (18)

cτ1,2(t) = |~r1(t− τ1,2(t))− ~r2(t)| = |~r1(t− τ1,2(t))| , (19)

cτ3,2(t) = |~r3(t− τ3,2(t))− ~r2(t)| = |~r1(t− τ3,2(t))| . (20)
З отриманих спiввiдношень (14) – (20) з урахуванням (10) випливає, що рух точок M1,

M2 i M3 описується системою рiвнянь

d2~r1(t)

dt2
= − GM

|~r1(t)|3
~r1(t)−

Gm

|~r1(t− τ3,1(t)) + ~r1(t)|3
(~r1(t− τ3,1(t)) + ~r1(t)) ,

d2~r3(t)

dt2
= − GM

|~r3(t)|3
~r3(t)−

Gm

|~r3(t− τ1,3(t)) + ~r3(t)|3
(~r3(t− τ1,3(t)) + ~r3(t)),

cτ1,3(t) = |~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)| ,

cτ3,1(t) = |~r3(t− τ3,1(t)) + ~r3(t)| ,

~r1(t) = ~r3(t),

~r2(t) = ~0.

(21)

Звiдси та з (12) отримуємо, що дослiдження руху точок M1, M2 i M3 зводиться до дослi-
дження руху однiєї точки M1 (точка M2 знаходиться в станi спокою, а точки M3 i M1

розмiщенi симетрично вiдносно точки M2 ) i рух точки M1 описується системою вектор-
ного диференцiального рiвняння iз запiзнювальним аргументом i скалярного функцiонального
рiвняння

d2~r1(t)

dt2
= − GM

|~r1(t)|3
~r1(t)−

Gm

|~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)|3
(~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)) ,

cτ1,3(t) = |~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)| .
(22)

5. Оцiнки для τ1,3(t) i
dτ1,3(t)

dt
. Справджується таке твердження.

Теорема 1. Для запiзнення τ1,3(t) в системi (22) виконуються спiввiдношення
2|~r1(t)|

c+ sup
ξ∈(t−τ1,3(t),t)

|~v1(ξ)|
≤ τ1,3(t) ≤

2|~r1(t)|
c− sup

ξ∈(t−τ1,3(t),t)
|~v1(ξ)|

(23)
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i ∣∣∣∣dτ1,3(t)dt

∣∣∣∣ ≤ |~v1(t)|
c− |~v1(t− τ1,3(t))|

. (24)

Використаємо рiвняння

cτ1,3(t) = |~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)| , (25)

що є одним iз складових системи (22). Подамо це рiвняння у виглядi

cτ1,3(t) = |(~r1(t− τ1,3(t))− ~r1(t)) + 2~r1(t)| .

Звiдси отримуємо, що

2 |~r1(t)| − |~r1(t− τ1,3(t))− ~r1(t)| ≤ cτ1,3(t) ≤ |~r1(t− τ1,3(t))− ~r1(t)|+ 2 |~r1(t)| .

Оскiльки на пiдставi теореми про скiнченний прирiст [10, c. 81]

|~r1(t− τ1,3(t))− ~r1(t)| ≤ sup
ξ∈(t−τ1,3(t),t)

|~v1(ξ)| τ1,3(t),

то

2 |~r1(t)| − sup
ξ∈(t−τ1,3(t),t)

|~v1(ξ)| τ1,3(t) ≤ cτ1,3(t) ≤ sup
ξ∈(t−τ1,3(t),t)

|~v1(ξ)| τ1,3(t) + 2|~r1(t)|.

Отже,

2|~r1(t)| ≤

(
c+ sup

ξ∈(t−τ1,3(t),t)
|~v1(ξ)|

)
τ1,3(t) i

(
c− sup

ξ∈(t−τ1,3(t),t)
|~v1(ξ)|

)
τ1,3(t) ≤ 2 |~r1(t)| ,

звiдки випливає спiввiдношення (23).
Далi покажемо правильнiсть спiввiдношення (24).
Нехай 〈~a,~b〉 — скалярний добуток векторiв ~a i ~b. З урахуванням (25) та рiвностi

|~a| =
√
〈~a,~a〉 отримуємо, що

c
dτ1,3(t)

dt
=

1

2 |~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)|
d 〈~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t), ~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)〉

dt
=

=
1

cτ1,3(t)

〈
−dτ1,3(t)

dt
~v1(t− τ1,3(t)) + ~v1(t), ~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)

〉
.

Тому
dτ1,3(t)

dt
=

〈~v1(t), ~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)〉
c2τ1,3(t) + 〈~v1(t− τ1,3(t)), ~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)〉

.

Звiдси та з (25) випливає∣∣∣∣dτ1,3(t)dt

∣∣∣∣ ≤ |~v1(t)| |~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)|
c2τ1,3(t)− |~v1(t− τ1,3(t))| |~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)|

=

=
|~v1(t)| cτ1,3(t)

c2τ1,3(t)− |~v1(t− τ1,3(t))| cτ1,3(t)
=

|~v1(t)|
c− |~v1(t− τ1,3(t))|

,

тобто нерiвнiсть (24) є правильною.
Теорему 1 доведено.
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Наслiдок 1. Якщо для швидкостi ~v1(t) руху точки M1 виконується оцiнка

|~v1(t)| ≤ εc,

де ε ∈ (0, 1), то

2

1 + ε

|~r1(t)|
c
≤ τ1,3(t) ≤

2

1− ε
|~r1(t)|
c

(26)

i ∣∣∣∣dτ1,3(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ε

1− ε
.

Зауваження 1. Наведенi вище оцiнки для τ1,3(t) можна використовувати при розглядi
початкових умов для системи (22). Цi умови потрiбно задавати для (22) на промiжку
[t0 − τ1,3(t0), t0].

Наслiдок 2. Для величини t− τ1,3(t) виконуються спiввiдношення

d(t− τ1,3(t))
dt

≥ 1− |~v1(t)|
c− |~v1(t− τ1,3(t))|

. (27)

Зауваження 2. Iз (24) i (27) випливає, що величина t−τ1,3(t) є строго зростаючою i при
невеликiй швидкостi руху точки M1 запiзнення τ1,3(t) повiльно змiнюється.

6. Дослiдження системи рiвнянь (22). Зазначимо, що у випадку класичної небесної
механiки (тодi cg = +∞) система (21) набирає вигляду

d2~r1(t)

dt2
= −G (4M +m)

4 |~r1(t)|3
~r1(t),

d2~r3(t)

dt2
= −G (4M +m)

4 |~r3(t)|3
~r3(t),

~r1(t) = ~r3(t),

~r2(t) = ~0,

оскiльки τ1,3(t) ≡ τ3,1(t) ≡ 0, а система (22) — вигляду

d2~r1(t)

dt2
= −G (4M +m)

4 |~r1(t)|3
~r1(t). (28)

Згiдно з дослiдженнями Ньютона траєкторiї точки M1, рiвнянням руху якої є (28),
розмiщенi на кривих, що називаються конiчними перерiзами [11], або на прямих (див.,
наприклад, [5, 12 – 14]), що проходять через точку O. Важливим для кожного розв’язку
~r1(t) рiвняння (28) є виконання спiввiдношення

~r1(t)× ~v1(t) ≡ ~c, (29)

де “×” — векторних добуток вiдповiдних векторiв i ~c — сталий вектор. Тотожнiсть (29)
означає, що секторна швидкiсть

~vσ(t) =
1

2
~r1(t)× ~v1(t) (30)

руху точки M1 вiдносно точки M2 не змiнюється з часом [13, 15].
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У подальшому покажемо, що розв’язки системи (22), в якiй враховано скiнченнiсть
швидкостi гравiтацiї, мають властивостi, не притаманнi розв’язкам вiдповiдного рiвнян-
ня (28), зокрема для цих розв’язкiв не виконується тотожнiсть (29).

6.1. Випадок локально опуклих траєкторiй точки M1. Покажемо, що завдяки скiн-
ченностi швидкостi гравiтацiї секторна швидкiсть точки M1, рух якої описується систе-
мою (22), може не бути сталою.

Важливими для подальшого викладу матерiалу є локально опуклi траєкторiї руху точок
M1 i M3.

Траєкторiю L руху точки M1 називатимемо локально опуклою, якщо кожна достатньо
малого розмiру частина L̃ траєкторiї L знаходиться мiж будь-якою дотичною до L̃ i
точкою O (точка дотику для кожної дотичної не враховується i вважається довiльною).

Правильним є таке твердження.
Теорема 2 (закон про зростання секторної швидкостi). Якщо для розв’язку ~r1(t) систе-

ми (22) векторна функцiя ~vσ(t) задовольняє умову

~vσ(t) 6= ~0 для всiх t ≥ t0, (31)

то скалярна функцiя |~vσ(t)| є строго зростаючою на промiжку [t0,+∞),

d |~vσ(t)|
dt

=
Gm |~r1(t− τ1,3(t))× ~r1(t)|
2 |~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)|3

> 0 для всiх t ≥ t0, (32)

d~vσ(t)

dt
=

Gm

2 |~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)|3
(~r1(t− τ1,3(t))× ~r1(t)) для всiх t ≥ t0 (33)

i траєкторiя L точки M1, що описується функцiєю ~r1(t), є локально опуклою.
Доведення. Враховуючи (30), рiвнiсть ~a× ~a = ~0, що виконується для кожного вектора

~a, тотожнiсть ~r3(t) ≡ −~r1(t) i те, що на пiдставi (22)

d2~r1(t)

dt2
= − GM

|~r1(t)|3
~r1(t)−

Gm

|~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)|3
(~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)) =

= −

(
GM

|~r1(t)|3
+

Gm

|~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)|3

)
~r1(t)−

− Gm

|~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)|3
~r1(t− τ1,3(t)) =

= −

(
GM

|~r1(t)|3
+

Gm

|~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)|3

)
~r1(t)+

+
Gm

|~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)|3
~r3(t− τ3,1(t)) =

= −γ1(t)~r1(t) + γ2(t)~r3(t− τ3,1(t)), (34)

де

γ1(t) =
GM

|~r1(t)|3
+

Gm

|~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)|3
(35)
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i

γ2(t) =
Gm

|~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)|3
, (36)

отримуємо, що для всiх t ≥ t0
d~vσ(t)

dt
=

1

2

d(~r1(t)× ~v1(t))
dt

=
1

2
~r1(t)×

d2~r1(t)

dt2
=

=
1

2
~r1(t)× (−γ1(t)~r1(t) + γ2(t)~r3(t− τ3,1(t))) =

=
1

2
γ2(t)~r1(t)× ~r3(t− τ3,1(t)) =

1

2
γ2(t)~r1(t− τ1,3(t))× ~r1(t) =

=
Gm

2 |~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)|3
(~r1(t− τ1,3(t))× ~r1(t)) .

Отже, спiввiдношення (33) справджується.
Зазначимо, що згiдно зi спiввiдношенням (33) d~vσ(t)/dt 6= ~0 для всiх t ≥ t0, оскiльки

τ1,3(t) > 0 для всiх t ≥ t0. Цей вектор перпендикулярний до площини Oxy i завдяки
неперервностi функцiй ~r1(t−τ1,3(t)) i ~r1(t) має у всi моменти часу t один i тойже напрямок.
Тому завдяки (33) виконується спiввiдношення (32), звiдки випливає строге зростання
функцiї |~vσ(t)|.

Далi, покажемо, що траєкторiя L точки M1, що описується функцiєю ~r1(t), локально
опукла. Очевидно, що для цього, в першу чергу, потрiбно показати, що кривина траєкторiї
L у кожнiй точцi не дорiвнює 0. Використаємо формулу для кривини

k =

∣∣∣∣d~r(t)dt
× d2~r(t)

dt2

∣∣∣∣∣∣∣∣d~r(t)dt

∣∣∣∣3/2
(37)

плоскої кривої ~r = ~r(t) [16, c. 57].
Спочатку знайдемо векторний добуток векторiв чисельника у формулi (37).
На пiдставi (34) – (36) i властивостей векторного добутку двох векторiв отримуємо

d~r1(t)

dt
× d2~r1(t)

dt2
= ~v1(t)× (−γ1(t)~r1(t) + γ2(t)~r3(t− τ3,1(t))) =

= γ1(t)~r1(t)× ~v1(t) + γ2(t)~v1(t)× ~r3(t− τ3,1(t).

Згiдно з означенням векторного добутку двох векторiв ненульовi вектори ~r1(t) × ~v1(t) i
~v1(t) × ~r3(t − τ3,1(t) колiнеарнi i мають однаковi напрямки для кожного t ≥ t0. Тому з
урахуванням додатностi значень функцiй γ1(t) i γ2(t)

γ1(t)~r1(t)× ~v1(t) + γ2(t)~v1(t)× ~r3(t− τ3,1(t) 6= ~0

для всiх t ≥ t0. Звiдси, з (31), (35) i (37) отримуємо, що

k =
|γ1(t)~r1(t)× ~v1(t) + γ2(t)~v1(t)× ~r3(t− τ3,1(t)|

|~v1(t)|3/2
>
|γ1(t) ~r1(t)× ~v1(t)|

|~v1(t)|3/2
=

= γ1(t)
|~r1(t)× ~v1(t)|
|~v1(t)|3/2

= 2γ1(t)
|~vσ(t)|
|~v1(t)|3/2

>
2GM |~vσ(t)|
|~r1(t)|3 |~v1(t)|3/2

> 0 (38)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2020, т. 23, № 4



540 В. Ю. СЛЮСАРЧУК

. .........................
......................

.
.................

....

..............
.....

.............
.......

............
.........

............
..........

...........

...........

...........

...........

..

L̃

.

...................................................................

v1(t)

r1(t)

.

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

............
.......

дотична

M1

.

............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
.........M̃1

r1(t + δ)

φ .......................................................

O

Рис. 3. Частина L̃ траєкторiї L .

для всiх t ≥ t0, тобто кривина траєкторiї L додатна в кожнiй точцi.
Далi згiдно з означенням локально опуклої траєкторiї L покажемо, що кожна достат-

ньо малого розмiру частина L̃ траєкторiї L знаходиться мiж будь-якою дотичною до L̃
i точкою O (як на рис. 3). Ми обмежимося розглядом випадку, коли кут ϕ мiж векторами
~r1(t) i ~v1(t) знаходиться в iнтервалi (0, π).

Зафiксуємо довiльну достатньо малу за розмiрами частину L̃ траєкторiї L . Нехай
M1 — довiльна точка на L̃ , що не збiгається з жодною з крайнiх точок L̃ , i є кiнцем
вектора ~r1(t). Розглянемо пряму, що проходить через точку M1, напрямним вектором якої
є швидкiсть ~v1(t) руху точки M1 в момент часу t. Ця пряма є дотичною до L̃ i точка
M1 є точкою дотику. Нехай M̃1 — довiльна точка на L̃ , що не збiгається з точкою M1 i
визначається векторною функцiєю ~r1(t+ δ) з достатньо малим додатним δ (див. рис. 3).

Покажемо, що для достатньо малого δ > 0 точка M̃1 знаходиться мiж розглянутою
вище дотичною та точкою O.

Розглянемо векторний добуток ~v1(t)×
−−−−→
M1M̃1, де

−−−−→
M1M̃1 = ~r1(t+ δ)− ~r1(t). (39)

Напрямок цього векторного добутку збiгається з напрямком вектора ~r1(t)× ~v1(t). Дiй-
сно, на пiдставi формули Тейлора для вiдображень [10, с. 93]

~r1(t+ δ)− ~r1(t) = δ~v1(t) +
δ2

2

d2~r1(t)

dt2
+ β(t, δ), (40)

де β(t, δ) — векторна функцiя, для якої для всiх t ≥ t0

lim
δ→0

|β(t, δ)|
δ2

= 0. (41)

Тому з урахуванням (34), (35), (36), (39), (40) i властивостей векторного добутку

~v1(t)×
−−−−→
M1M̃1 = ~v1(t)×

(
δ2

2

d2~r1(t)

dt2
+ β(t, δ)

)
=

= ~v1(t)×
(
δ2

2
(−γ1(t)~r1(t) + γ2(t)~r3(t− τ3,1(t))) + β(t, δ)

)
=

=
δ2

2
(γ1(t)~r1(t)× ~v1(t) + γ2(t)~v1(t)× ~r3(t− τ3,1(t))) + ~v1(t)× β(t, δ). (42)
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Як зазначалося при знаходженнi кривини траєкторiї L , вектори ~r1(t)×~v1(t) i ~v1(t)×~r3(t−
−τ3,1(t)) є ненульовими, колiнеарними i мають однаковий напрямок. Тому на пiдставi (41),
(42) та додатностi значень функцiй γ1(t) i γ2(t) напрямок векторного добутку ~v1(t)×

−−−−→
M1M̃1

збiгається з напрямком вектора ~r1(t)× ~v1(t) при достатньо малому δ > 0.

Звiдси випливає, що при кожному достатньо малому δ > 0 точка M̃1 знаходиться мiж
дотичною до L̃ i точкою O.

Аналогiчну властивiсть має точка M̃1 i у випадку достатньо малого δ < 0, оскiльки
кривина траєкторiї L у всiх точках додатна.

Це означає, що кожна достатньо малого розмiру частина L̃ траєкторiї L знаходиться
мiж будь-якою дотичною до L̃ i точкою O (точка дотику для кожної дотичної не врахо-
вується).

Отже, у випадку виконання включення ϕ ∈ (0, π) обґрунтування локальної опуклостi
траєкторiї L завершено.

Аналогiчним чином обґрунтовується локальна опуклiсть траєкторiї L у випадку вклю-
чення ϕ ∈ (π, 2π).

Теорему 2 доведено.
Наведемо достатнi умови виконання спiввiдношення (31), тобто достатнi умови локаль-

ної опуклостi траєкторiй точки M1.

Очевидно, що властивостi траєкторiй точки M1 залежать вiд початкових умов.
Справджується така теорема.
Теорема 3. Нехай ~ψ(s) — неперервно диференцiйовна на промiжку [t0 − τ1,3(t0), t0] век-

торна функцiя i ~r1(t) — розв’язок системи (22) при t ≥ t0, для яких
1) ~ψ(t0) = ~r1(t0), d~ψ(s)/ds при s = t0 збiгається з ~v1(t0) i ~r1(t− τ1,3(t)) = ~ψ(t− τ1,3(t)),

якщо t− τ1,3(t) ∈ [t0 − τ1,3(t0), t0);
2) ~r1(t0)× ~v1(t0) 6= ~0;

3) для кожного s ∈ [t0 − τ1,3(t0), t0) вектор ~ψ(s) × ~r1(t0) є ненульовим i його напрямок
збiгається з напрямком вектора ~r1(t0)× ~v1(t0).

Тодi для розв’язку ~r1(t) системи (22) виконується спiввiдношення (31), тобтотраєкторiя
точки M1 є локально опуклою.

Доведення. Зазначимо, що система (22) має єдиний розв’язок ~r1(t), для якого викону-
ється умова 1) теореми, що випливає з [8] i теорiї диференцiально-функцiональних рiвнянь
(див., наприклад, [17, 18]).

Згiдно з умовами 2) i 3) теореми й доведенням теореми 2

d|~vσ(t)|
dt

=
Gm|~r1(t)× ~r1(t− τ1,3(t))|
2|~r1(t− τ1,3(t)) + ~r1(t)|3

> 0 при t = t0.

Оскiльки за умовою 2) ~vσ(t0) 6= ~0 i функцiя ~vσ(t) неперервна на промiжку [t0,+∞), то
множина промiжкiв [t0, T ), T > t0, на кожному з яких ~vσ(t) 6= ~0, є не порожньою.

Припустимо, що iснує така точка t1 > t0, для якої ~vσ(t) 6= ~0 для всiх t ∈ [t0, t1) i

~vσ(t1) = ~0. (43)

Тодi ~v1(t) 6= ~0 для кожного t ∈ [t0, t1) i за теоремою 1 τ1,3(t) > 0 для всiх t ∈ [t0, t1). Тому
~r1(t−τ1,3(t))×~r1(t) 6= ~0 для всiх t ∈ [t0, t1) i напрямок цього вектора завдяки неперервностi
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функцiй ~r1(t) i τ1,3(t) збiгається з напрямком вектора ~r1(t0−τ1,3(t0))×~r1(t0). Отже, згiдно
з доведенням теореми 2 i формулою (32)

d|~vσ(t)|
dt

> 0 для всiх t ∈ [t0, t1).

Це означає, що функцiя |~vσ(t)| є строго зростаючою на промiжку [t0, t1). Тому припущення,
що виконується (43), є хибним.

Звiдси випливає, що ~vσ(t) 6= ~0 для всiх t ≥ t0.
Теорему 3 доведено.
Наслiдок 3. Якщо для розв’язку ~r1(t) системи (28) векторна функцiя ~vσ(t) задовольняє

умову (31), то ~vσ(t) ≡ ~c 6= ~0.

6.2. Випадок траєкторiї точки M1, розмiщеної на прямiй, що проходить через точку O.
Спочатку наведемо необхiднi й достатнi умови знаходження точки M1 на прямiй S , що
проходить через точку O i має напрямний вектор ~a.

Справджується таке твердження.
Теорема 4. Траєкторiя точки M1, що описується системою (22), розмiщена на прямiй

S тодi i тiльки тодi, коли для всiх t ≥ t0 вектори ~r1(t), ~v1(t) i ~a колiнеарнi.
Справдi, якщо траєкторiя точки M1 знаходиться на прямiй S , то кiнець вектора ~r1(t)

з початком у точцi O у всi моменти часу t ≥ t0 знаходиться на цiй прямiй. Тому вектор
швидкостi ~v1(t) точки M1 у всi моменти часу t ≥ t0, а також ~r1(t) i ~a колiнеарнi.

Навпаки, якщо для всiх t ≥ t0 вектори ~r1(t), ~v1(t) i ~a колiнеарнi, то кiнець вектора
~r1(t) з початком у точцi O у всi моменти часу t ≥ t0 знаходиться на прямiй S, i тому
траєкторiя точки M1 розмiщена на цiй прямiй.

Далi з’ясуємо, як здiйснюється рух точки M1 по прямiй S.
Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що точка M1 у всi моменти часу t знахо-

диться на осi Ox (пряма S збiгається з вiссю Ox) i рух цiєї точки описується векторною
функцiєю ~r1(t) = x(t)~i, де ~i —одиничний вектор, напрямок якого збiгається з вiссю Ox, i
x(t) —скалярнафункцiя з додатними значеннями, властивостi якої з’ясуємо в подальшому.
Завдяки (22) та припущенню стосовно розмiщення точки M1 рух цiєї точки з урахуванням
швидкостi гравiтацiї cg = c описується системою двох скалярних рiвнянь

d2x(t)

dt2
= − GM

x2(t)
− Gm

(x(t− τ1,3(t)) + x(t))2
,

cτ1,3(t) = |x(t− τ1,3(t)) + x(t)|.
(44)

Траєкторiя руху точки M1 залежить вiд значень функцiї x(t) та її похiдної на промiжку
[t0 − τ1,3(t0), t0] (значення похiдної v1(t) = dx(t)/dt на [t0 − τ1,3(t0), t0] ми не видiляємо,
оскiльки вони визначаються функцiєю x(t)).

У випадку класичної небесної механiки (тодi cg = ∞) рух точки M1 згiдно з (28)
описується скалярним диференцiальним рiвнянням

d2x(t)

dt2
= −G(4M +m)

4|x(t)|2
.

Траєкторiя руху точки M1 у цьому випадку залежить вiд значень функцiї x(t) та її по-
хiдної v1(t) = dx(t)/dt в початковий момент часу t0. Важливе значення тут i в подальшому
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вiдiграє друга космiчна швидкiсть v2,∞ (швидкiсть тiкання) — це найменша початкова
швидкiсть v1(t0), яку в момент часу t0 потрiбно надати точцi M1 з координатою x(t0),
щоб limt→+∞ x(t) = +∞. Згiдно з [14]

v2,∞ =

√
2G(M +m/4)

x(t0)
.

Для дослiдження руху точки M1, що описується системою рiвнянь (44), зафiксуємо
початковий момент часу t0 i задамо початковi значення ψ(s) розв’язку x(t) на промiжку
It0 = [t0 − τ1,3(t0), t0], вважаючи, що:

1) ψ(s) > 0 для всiх s ∈ It0 (точка M1 не може збiгатися з точкою M2 );
2) функцiя ψ(s) є неперервно диференцiйовною на iнтервалi (t0− τ1,3(t0), t0) i границi

lims→t0−0 dψ(s)/ds, lims→t0−τ1,3(t0)+0 dψ(s)/ds є скiнченими.
Вiдхилення τ1,3(t0) згiдно з другим рiвнянням системи (44) має задовольняти спiввiд-

ношення
cτ1,3(t0) = ψ(t0 − τ1,3(t0)) + ψ(t0)

i
x(t− τ1,3(t)) = ψ(t− τ1,3(t))

для всiх t ≥ t0, для яких t− τ1,3(t) ∈ [t0 − τ1,3(t0), t0].
Також у момент часу t0 задамо швидкiсть v1(t0) руху точки M1. Ми не вимагатимемо,

щоб виконувалася рiвнiсть

lim
s→t0−0

dψ(s)

ds
= v1(t0). (45)

Початкова швидкiсть v1(s) руху точки M1 на промiжку [t0 − τ1,3(t0), t0) визначається
значеннями функцiї ψ(s).

Аналогiчно до [8] можна показати, що система (44) з розглянутими вище початковими
умовами має єдиний розв’язок x(t). Цей розв’язок є неперервним у точцi t0 i похiдна
dx(t)/dt в цiй точцi має стрибок, якщо не виконується рiвнiсть (45).

Згiдно з наведеними початковими умовами та першим рiвнянням системи (44) для
функцiй v1(t) i x(t) виконуються iнтегральнi спiввiдношення

v1(t) = v1(t0)−
t∫

t0

GM ds

x2(s)
−

t∫
t0

Gmds

(x(s− τ1,3(s)) + x(s))2
(46)

i

x(t) = x(t0) + (t− t0)v1(t0)−
t∫

t0

τ∫
t0

GM ds

x2(s)
dτ −

t∫
t0

τ∫
t0

Gmds

(x(s− τ1,3(s)) + x(s))2
dτ, (47)

де t — довiльний момент часу з деякого промiжку [t0, t
∗) ⊂ [t0,+∞), на якому x(t) > 0.

Ми використаємо спiввiдношення (46) i (47) для вивчення динамiки точки M1.
Позначимо через V1 i V2 множини всiх швидкостей v1(t0), для кожної з яких розв’я-

зок x(t) системи (44), що задовольняє наведенi вище початковi умови, є обмеженим або
необмеженим вiдповiдно.

Справджуються такi леми, що прояснюють властивостi руху точки M1.
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Лема 1. Множина V1 є не порожньою i

v2,∞ ∈ V1. (48)

Доведення. Нехай v1(t0) ∈ (−c, 0]. Згiдно з першим рiвнянням системи (44) та (46)
точка M1 рухається до точки O по прямiй S зi сповiльненням

− GM
x2(t)

− Gm

(x(t− τ1,3(t)) + x(t))2
.

Тому швидкiсть руху ẋ(t) точки M1 є строго спадною, функцiя x(t), що описує рух цiєї
точки, також є строго спадною i limt→T−0 x(t) = 0 для деякого моменту часу T > t0 .

З механiчної точки зору це означає, що в момент часу T вiдбудеться зiткнення точок
M1, M2 i M3.

Отже, V1 6= ∅.
Для подальшого нам потрiбнi два спiввiдношення для v21(t), де v1(t) = dx(t)/dt i x(t) —

розв’язок системи (44), що задовольняє вiдповiднi початковi умови. Це спiввiдношення

dv21(t)

dt
= 2v1(t)

d2x(t)

dt2
= 2v1(t)

(
− GM
x2(t)

− Gm

(x(t− τ1,3(t)) + x(t))2

)
(49)

i

v21(t) = v21(t0)−
t∫

t0

2GM

x2(s)
dx(s)−

t∫
t0

2Gm

(x(s− τ1,3(s)) + x(s))2
dx(s), (50)

що отримуються з використанням (44) та рiвностi v1(t) dt = dx(t).
Покажемо, що правильним є включення (48).
Припустимо, що це включення є хибним, тобто для розв’язку x(t) системи (44), що

задовольняє початковi умови i v1(t0) = v2,∞, виконуються спiввiдношення

v1(t) > 0 для всiх t > t0 (51)

i

lim
t→+∞

x(t) = +∞. (52)

Спiввiдношення (52) та рiвнiсть

t∫
t0

2G(M +m/4)

x2(s)
dx(s) = v22,∞ −

2G(M +m/4)

x(t)

дають змогу подати (50) у виглядi

v21(t) =
2G(M +m/4)

x(t)
− 2Gm

t∫
t0

(
1

(x(s− τ1,3(s)) + x(s))2
− 1

4x2(s)

)
dx(s). (53)
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Оскiльки на пiдставi (51) |x(t−τ1,3(t))+x(t)| < 2x(t) для всiх t > t0, то другий доданок
у правiй частинi (53) при t > t0 має ненульовi значення i абсолютне значення цiєї частини
є строго зростаючою функцiєю. Перший доданок у правiй частинi (53) прямує до 0 при
t→ +∞ (завдяки (52)). Тому v1(t1) = 0 для деякого t1 > t0, що на пiдставi проведених на
початку доведення леми мiркувань суперечить (52).

Отже, припущення, що v2,∞ 6∈ V1, є хибним.
Лему 1 доведено.
Лема 2. Множина V2 є не порожньою.
Доведення. Швидкiсть ṽ1 =

√
2G(M +m)/x(t0) є елементом множини V2.

Справдi, функцiя v1(t), для якої v1(t0) = ṽ1, є неперервною. Тому множина промiжкiв
[t0, θ), θ > t0, на кожному з яких v1(t) > 0, є не порожньою. Припустимо, що v1(t) > 0 для
всiх t ∈ [t0, T3) i

v1(T3) = 0 (54)

для деякого T3 > t0. Завдяки додатностi значень x(t)

T3∫
t0

dx(s)

(x(s− τ1,3(s)) + x(s))2
<

T3∫
t0

dx(s)

x2(s)
.

На пiдставi цiєї нерiвностi з урахуванням (50) отримуємо

v21(T3) =
2G(M +m)

x(t0)
−

T3∫
t0

2G(M +m/4)

x2(s)
dx(s)−

− 2Gm

T3∫
t0

(
1

(x(s− τ1,3(s)) + x(s))2
− 1

4x2(s)

)
dx(s) >

>
2G(M +m)

x(t0)
−
(
2G(M +m/4)

x(t0)
− 2G(M +m/4)

x(T3)

)
−

− 2Gm

(
3/4

x(t0)
− 3/4

x(T3)

)
=

2G(M +m)

x(T3)
> 0,

що суперечить (54). Отже, ṽ1 ∈ V2 i V2 6= ∅.
Лему 2 доведено.
Лема 3. Множина V2 є замкненою i зв’язною.
Доведення. Нехай x0(t) —розв’язок системи (44), що задовольняє вiдповiднi початковi

умови, i v1,0(t) — похiдна цього розв’язку при t ≥ t0.
Нехай

v1,0(t0) ∈ V2. (55)

Завдяки цьому включенню v1,0(t) > 0 для всiх t ≥ t0 i

lim
t→+∞

x0(t) = +∞. (56)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2020, т. 23, № 4



546 В. Ю. СЛЮСАРЧУК

Позначимо через xδ(t) i v1,δ(t) розв’язок i похiдну розв’язку системи (44) у випадку,
коли v1,δ(t0) = v1(t0) + δ i δ > 0.

Використаємо такi iнтегральнi спiввiдношення для v1,δ(t), v1,0(t), xδ(t) i x0(t), що
отримуємо одноразовим i дворазовим iнтегруванням першого рiвняння системи (44):

v1,δ(t) = v1,0(t0) + δ −
t∫

t0

GM ds

xδ2(s)
−

t∫
t0

Gmds

(xδ(s− τ1,3,δ(s)) + xδ(s))2
,

v1,0(t) = v1,0(t0)−
t∫

t0

GM ds

x20(s)
−

t∫
t0

Gmds

(x0(s− τ1,3,0(s)) + x0(s))2
,

xδ(t) = x0(t0) + (t− t0)(v1,0(t0) + δ)−
t∫

t0

τ∫
t0

GM ds

xδ2(s)
dτ−

−
t∫

t0

τ∫
t0

Gmds

(xδ(s− τ1,3,δ(s)) + xδ(s))2
dτ (57)

i

x0(t) = x0(t0) + (t− t0)v1,0(t0)−
t∫

t0

τ∫
t0

GM ds

x20(s)
dτ−

−
t∫

t0

τ∫
t0

Gmds

(x0(s− τ1,3,0(s)) + x0(s))2
dτ,

де τ1,3,δ(s) згiдно з другим рiвнянням системи (44) задовольняє спiввiдношення

cτ1,3,δ(s) = xδ(s− τ1,3,δ(s)) + xδ(s), δ ≥ 0. (58)

З’ясуємо вплив величини δ на xδ(t) i τ1,3,δ(t).
Продиференцiюємо обидвi частини (58) по змiннiй δ. Одержимо

c
dτ1,3,δ(s)

dδ
= −v1,δ(s− τ1,3,δ(s))

dτ1,3,δ(s)

dδ
+
dxδ(s)

dδ
.

Звiдси отримуємо, що

dτ1,3,δ(s)

dδ
=

1

c+ v1,δ(s− τ1,3,δ(s))
dxδ(s)

dδ
. (59)

Далi продиференцiюємо обидвi частини (57) по змiннiй δ. З урахуванням (58) i (59)
маємо

dxδ(t)

dδ
= (t− t0) + 2

t∫
t0

 τ∫
t0

GM

xδ3(s)

dxδ(s)

dδ
ds

dτ+
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+ 2

t∫
t0

 τ∫
t0

Gm

(xδ(s− τ1,3,δ(s)) + xδ(s))3
d(xδ(s− τ1,3,δ(s)) + xδ(s))

dδ
ds

dτ =

= (t− t0) + 2

t∫
t0

 τ∫
t0

GM

xδ3(s)

dxδ(s)

dδ
ds

dτ+

+ 2

t∫
t0

 τ∫
t0

Gm

(xδ(s− τ1,3,δ(s)) + xδ(s))3
c dτ1,3,δ(s)

dδ
ds

dτ =

= (t− t0) + 2

t∫
t0

 τ∫
t0

GM

xδ3(s)

dxδ(s)

dδ
ds

dτ+

+ 2

t∫
t0

 τ∫
t0

Gm

(xδ(s− τ1,3,δ(s)) + xδ(s))3
c

c+ v1,δ(s− τ1,3,δ(s))
dxδ(s)

dδ
ds

dτ.
Iз цих спiввiдношень випливає, що

dxδ(t)

dδ
> 0 (60)

для кожного t > t0, для якого xδ(t) > 0 (тодi xδ(s) > 0 для всiх s ∈ [t0, t]). Нерiвнiсть (60)
виконується для всiх δ ≥ 0.

Звiдси випливає, що xδ(t) > x0(t) для всiх t > t0 i δ > 0. Тому на пiдставi (56)
limt→+∞ xδ(t) = +∞ для всiх δ > 0.

Отже, завдяки (55) [v1,0(t0),+∞) ⊂ V2.
Iз наведених мiркувань випливає, що V2 =

⋃
v∈V2

[v,+∞). Тому V2 — зв’язна множина.
Розглянемо швидкiсть v2,c = infv∈V2 v. Покажемо, що

v2,c ∈ V2. (61)

Звiдси випливає замкненiсть множини V2.
Припустимо, що спiввiдношення (61) є хибним, тобто

v2,c ∈ V1. (62)

Оскiльки v2,c > 0, тому що v2,∞ ∈ V1 i v2,∞ > 0, то на пiдставi (49) i (50) на де-
якому промiжку [t0, t1), t1 > t0, швидкiсть v∗1,0(t) руху точки M1 буде додатною, строго
зменшуватиметься i v∗1,0(t1) = 0 (розв’язок x∗0(t) системи (44) на промiжку [t0, t1) бу-
де строго зростаючим). Завдяки мiркуванням з доведення леми 1 на деякому промiжку
[t1, t2), t2 > t1, розв’язок x∗0(t) системи (44) буде строго спадним i limt→t2−0 x

∗
0(t) = 0

(точки M1, M2 i M3 в момент часу t2 зiткнуться).
Зафiксуємо довiльне t+2 ∈ (t1, t2).
Позначимо через x∗δ(t) розв’язок i його похiдну v∗1,δ(t) системи (44) з вiдповiдними

початковими умовами, для яких v∗1,δ(t0) = v2,c + δ.
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Iз неперервної залежностi розв’язку x∗δ(t) вiд δ випливає, що

lim
δ→+0

max
t∈[t0,t+2 ]

|x∗δ(t)− x∗0(t)| = 0.

Тому для достатньо малих значень δ > 0 розв’язок x∗δ(t) системи (44) не буде строго
зростаючим на [t0,+∞), що неможливо, оскiльки (v2,c,+∞) ⊂ V2.

Отже, припущення про виконання спiввiдношення (62) є хибним.
Лему 3 доведено.
Лема 4. Множина V1 є вiдкритою i зв’язною.
Це твердження є наслiдком леми 3.
Лема 5. Виконується нерiвнiсть v2,∞ < v2,c.

Твердження леми випливає з включення (48) та вiдкритостi множини V1.

Згiдно з наведеними лемами та їхнiми доведеннями справджується таке твердження.
Теорема 5. Нехай ψ(s) — неперервно диференцiйовна на вiдрiзку [t0 − τ1,3(t0), t0] i дифе-

ренцiйовна на iнтервалi (t0−τ1,3(t0), t0) функцiя з додатними значеннями, v1(t0) —довiльне
число з промiжку (−c, c) i x(t) — розв’язок системи (44) при t ≥ t0, для яких

1) ψ(t0) = x(t0);

2) limt→t0+0 dx(t)/dt = v1(t0), lim
s→t0−0

dψ(s)/ds може не збiгатися з v1(t0);

3) x(t− τ1,3(t)) = ψ(t− τ1,3(t)) для всiх t, для яких t− τ1,3(t) ∈ [t0 − τ1,3(t0), t0).
Тодi
1) якщо v1(t0) ∈ (−c, 0], то iснує таке число T > t0, що розв’язок x(t) системи (44) на

промiжку [t0, T ) є строго спадним i limt→T−0 x(t) = 0 (точки M1, M2 i M3 в момент часу
T зiткнуться);

2) iснує таке число v2,c > v2,∞, що
а) якщо v1(t0) ∈ (0, v2,c), то для деяких чисел T1, T2, для яких t0 < T1 < T2, розв’язок

x(t) системи (44) на промiжках [t0, T1) i [T1, T2) є строго зростаючим i строго спадним
вiдповiдно i limt→T2−0 x(t) = 0 (точки M1, M2 i M3 в момент часу T2 зiткнуться);

б) якщо v1(t0) ≥ v2,c, то розв’язок x(t) системи (44) на промiжку [t0,+∞) є строго
зростаючим i limt→+∞ x(t) = +∞.

Зауваження 3. У теоремi 5 v2,c є другою космiчною швидкiстю з урахуванням скiнчен-
ностi швидкостi гравiтацiї. Це мiнiмальна швидкiсть v1(t0), з якою має рухатися точка M1

у момент часу t0, з координатами x(t), t ∈ [t0 − τ1,3(t0), t0], у вiдповiднi моменти часу t,
щоб limt→+∞ x(t) = +∞. Згiдно з лемою 5

v2,c >

√
2G(M +m/4)

|x(t0)|
,

тобто реальна друга космiчна швидкiсть v2,c (завдяки скiнченностi швидкостi гравiтацiї)
бiльша другої космiчної швидкостi v2,∞, що розглядається в класичнiй небеснiй механiцi.

Зауваження 4. Траєкторiї руху точкиM1, пов’язанi з розв’язками звичайного диферен-
цiального рiвняння (28) (випадок класичної небесної механiки), є локально опуклими або
розмiщеними на прямiй, що проходить через точку M2. У небеснiй механiцi зi скiнченною
швидкiстю гравiтацiї основними класами траєкторiй також є наведенi вище (i розглянутi
для (22) в пп. 6.1 i 6.2) два класи траєкторiй. Тип траєкторiй руху точки M1 залежить
вiд початкових умов на промiжку [t0 − τ1,3(t0), t0], якi задовольняють розв’язки системи
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векторного диференцiального рiвняння iз запiзнювальним аргументом i скалярного функ-
цiонального рiвняння (22).

6.3. Неможливiсть обмежених траєкторiй точки M1 з додатною вiдстанню до точки
M2. Розглянемо довiльнi числа r i R, для яких 0 < r < R, i кiльце Kr,R точок ~c = (c1, c2)
площини Oxy, для кожної з яких r ≤ |~c | ≤ R. Множину всiх таких кiлець позначимо
через K .

Справджується таке твердження.
Теорема 6. Нехай L — довiльна локально опукла або розмiщена на прямiй траєкторiя

точки M1, рух якої описується системою рiвнянь (22).
Тодi немає жодного кiльця K ∈ K такого, щоб L ⊂ K.
Доведення. Припустимо, що твердження теореми є хибним, тобто для деяких додат-

них r i R

L ⊂ Kr,R. (63)

Подальшi мiркування проведемо в кожному з двох випадкiв:
1) траєкторiя L розмiщена на деякiй прямiй, що проходить через точку O;
2) траєкторiя L є локально опуклою кривою.
Розглянемо перший випадок. Нехай x(t) — розв’язок системи (44), що вiдповiдає тра-

єкторiї L . За теоремою5 L є необмеженоюкривою або кривою, для якої limt→T−0 x(t) = 0
для деякого T > t0, що суперечить спiввiдношенню (63).

Розглянемо другий випадок. Нехай ~r1(t) —розв’язок системи (22), що вiдповiдає траєк-
торiї L . У цьому випадку

|~r1(t)| , |~r1(t− τ1,3(t))| ∈ [r,R] для всiх t ≥ t0 (64)

завдяки (63),

inf
t≥t0
|~v1(t)| > 0 (65)

завдяки опуклостi L i строгому зростанню |~v1(t)|,

inf
t≥t0

τ1,3(t) > 0 (66)

завдяки (23), (64) i тому, що |~v1(t)| < c, t ≥ t0,

inf
t≥t0
|~r1(t)− ~r1(t− τ1,3(t))| > 0

завдяки (65) i (66)

inf
M∈L

k(M) > 0 (67)

завдяки (38), де k(M) — кривина L у точцi M.
Покажемо, що для секторної швидкостi ~vσ(t) i деякого числа ν > 0 виконується спiв-

вiдношення

d |~vσ(t)|
dt

≥ ν для всiх t ≥ t0. (68)
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O

r1(tn)
r1(tn − τ1,3(tn))

φn
M ∗

1

M1

L̃

(tn)v1

Рис. 4. Частина L̃ траєкторiї L .

r1(tn − τ1,3(tn))

φnO

r1(tn)

M ∗
1

дотична

L̃

M1

v1(tn)

Рис. 5. L̃ при достатньо великих n.

Припустимо, що спiввiдношення (68) є хибним, тобто iснує строго зростаюча послiдов-
нiсть (tn)n≥1, для якої limn→∞ tn = +∞ i

lim
n→∞

d|~vσ(tn)|
dt

= 0. (69)

Тодi згiдно з (32) i (64) limn→∞ |~r1(tn − τ1,3(tn))× ~r1(tn)| = 0. Звiдси i з (64) отримуємо,
що для кута ϕn мiж векторами ~r1(tn − τ1,3(tn)) i ~r1(tn) виконується спiввiдношення

lim
n→∞

ϕn = 0. (70)

Подальшi мiркування проiлюструємо за допомогою рис. 4 i 5, на яких зображено точку
M1 у моменти часу tn i tn − τ1,3(tn), швидкiсть руху ~v1(tn) цiєї точки в момент часу tn,
кут ϕn мiж векторами ~r1(tn − τ1,3(tn)) i ~r1(tn) i частину траєкторiї L̃ руху точки M1

при невеликому n (рис. 4) та достатньо великому n (рис. 5) у випадку припущення про
виконання спiввiдношення (69).

На пiдставi рiвностi (70) i нерiвностi (67) стосовно кривини траєкторiї L при до-
статньо великому n частина L̃ траєкторiї L iз точками, що визначаються векторами
~r1(tn− τ1,3(tn)) i ~r1(tn), буде розмiщена на площинi так, як показано на рис. 5. Таке розмi-
щення L̃ суперечить локальнiй опуклостi траєкторiї L , оскiльки L̃ не знаходиться мiж
дотичною, зображеною на рис. 5, i точкою O.

Отже, спiввiдношення (68) є правильним. Тому |~vτ (t)| ≥ |~vτ (t0)| + ν(t − t0), t ≥ t0.
Звiдси та з (30) i (64) отримуємо limt→+∞ |~v1(t)| = +∞, що неможливо, оскiльки |~v1(t)| < c
для всiх t ≥ t0.

Отже, припущення про виконання спiввiдношення (63) є хибним.
Теорему 6 доведено.
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7. Нестiйкiсть руху точок M1 i M3 . Вкладемо в поняття нестiйкостi руху точок M1

i M3 такий змiст. Рух точок M1 i M3 будемо вважати нестiйким, якщо рух цих точок
нестiйкий за Ляпуновим [18] або для кожного як завгодно малого числа ε > 0 в деякий
момент часу T > t0 вiдстань мiж точками M1 i M3 буде меншою ε. Для тiл, що мають
ненульовi розмiри, це означає, що вiдбудеться їхнє зiткнення. Зiткнення тiл у небеснiй ме-
ханiцi— суттєва змiна станiв тiл, тобто катастрофа для них. Тому рух тiл з їхнiм зiткненням
природно також вважати нестiйким.

Згiдно з теоремами 5 i 6 обмеженi траєкторiї руху точокM1 iM3 є нестiйкими, оскiльки
вiдбувається як завгодно мале зближення цих точок. Необмеженi траєкторiї руху точок M1

iM3 (що можливо при великiй за величиноюшвидкостi ~v1(t0)) є нестiйкими за Ляпуновим.
Це навiть у загальному випадку показано в [19 – 21].

8. Додатковi зауваження та лiтературнi вказiвки. 1. Задача трьох тiл у випадку класич-
ної небесної механiки була об’єктом дослiджень багатьох математикiв i механiкiв (див.,
наприклад, [13, 14, 22]).

На вiдмiну вiд задачi двох тiл, дослiдженої ще Ньютоном, для задачi трьох тiл (у
випадку cg = ∞) не можна знайти загальний розв’язок, який би дозволяв для довiльних
значень координат iшвидкостей тiл у початковиймомент часу t = t0 знаходити координати
кожного з трьох тiл у будь-який момент часу t > t0. Видатнi математики Ж. Лагранж,
К. Якобi, А. Пуанкаре, Дж. Бiркгоф та iншi придiлили цiй задачi багато уваги, однак
побудувати загальний розв’язок так i не вдалося. Г. Є. Брунс i А. Пуанкаре довели, що
загальний розв’язок задачi трьох тiл не можна подати за допомогою алгебраїчних або
однозначних трансцендентних функцiй координат та швидкостей тiл.

Загальний розв’язок може бути знайдений за допомогою нескiнчених рядiв. Такий
розв’язок був запропонований К. Зундманом. Однак, застосування на практицi рядiв Зунд-
мана пов’язане з проблемами, важко розв’язними навiть iз використанням потужних ком-
п’ютерiв.

Не зважаючи на неможливiсть отримати загальний розв’язок задачi трьох тiл уже давно
вiдомi її точнi частиннi розв’язки. У 1772 р. Лагранж опублiкував свiй знаменитий мемуар
“Про задачу трьох тiл”, у якому, зокрема, вказав на iснування двох класiв рухiв у задачi
трьох тiл, що описуються нескладними математичними формулами.

Частиннi розв’язки першого класу (точки M1, M2 i M3 розташованi у вершинах рiвно-
стороннього трикутника довiльних розмiрiв) називають трикутними, або лагранжовими,
розв’язками. У рухах другого класу всi три тiла знаходяться на однiй прямiй, що оберта-
ється навколо спiльного центру мас тiл вiдповiдно до законiв Кеплера. Розв’язки другого
класу отримали назву прямолiнiйних або ейлерових.

2. Розглянуту в статтi задачу трьох тiл у випадку знаходження тiл на прямiй з урахуван-
ням швидкостi гравiтацiї дослiджено вперше.

3. Закон всесвiтнього тяжiння з урахуванням скiнченностi швидкостi гравiтацiї отри-
мано за допомогою закону всесвiтнього тяжiння Ньютона i вперше використано в [6]. Вiн
є узагальненням цього закону й збiгається з ним у граничному випадку (при c = +∞).

4. Друга космiчна швидкiсть в небеснiй механiцi зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї
бiльша, нiж вiдповiднашвидкiсть у класичнiй небеснiй механiцi (теорема 5). Цей результат
наведено вперше i його бажано враховувати при здiйсненнi польотiв з одного небесного
тiла на iнше.

5. Нестiйкiсть за Ляпуновим зiркових систем iз необмеженими траєкторiями з ураху-
ванням скiнченностi швидкостi гравiтацiї в загальному випадку показано в [19 – 21]. Цей
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результат у випадку двох тiл вперше отримано в [9]. У [9] також обґрунтовано некеплеро-
вiсть руху двох тiл.

6. Iз задачами небесної механiки з використанням теорiї вiдносностi можна ознайоми-
тися, наприклад, в [12, 23].
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