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We construct an algorithm of reduction of a regular matrix pencil to the canonical form.

Розроблено алгоритм зведення регулярної в’язки матриць до канонiчного вигляду.

Вступ. Пiдґрунтям класичних методiв дослiдження властивостей розв’язкiв сингулярно
збурених систем диференцiальних рiвнянь

ε
dx

dt
= A(t, ε)x, t ∈ [0;T ], (1)

є алгоритми зведення незбуреної матрицi A(t, 0) до певних канонiчних форм. Використан-
ня таких форммає не лише спростити, а, насамперед, забезпечити можливiсть класифiкацiї
випадкiв задачi, ефективно знайти її розв’язок.

У теорiї диференцiальних рiвнянь суттєво використовується жорданова форма матрицi
A(t, 0). При її наявностi досить просто описуються асимптотичнi властивостi фундамен-
тальної матрицi системи (1). Якщо власнi значення та вiдповiднi їм елементарнi дiльники
матрицi A(t, 0)− λE, де E — одинична матриця, на вiдрiзку [0;T ] зберiгають сталу крат-
нiсть, то методи асимптотичного iнтегрування системи (1), фактично, є узагальненням
вiдповiдних методiв розв’язування систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi сталими
коефiцiєнтами [1 – 4]. При цьому будується стiльки лiнiйно незалежних асимптотичних
розв’язкiв системи (1), скiльки коренiв, з урахуванням їхньої кратностi, має вiдповiдне
характеристичне рiвняння

det(A(t, 0)− λE) = 0. (2)

Розв’язки, що вiдповiдають простим кореням рiвняння (2), зображуються за допомогою
асимпотичних розвинень за степенями параметра ε, а розв’язки, породженi кратними ко-
ренями, будуються за дробовими степенями параметра ε, показники яких визначаються
кратнiстю коренiв характеристичного рiвняння, вiдповiдних елементарних дiльникiв i збу-
рювальними коефiцiєнтами системи [4].

Для сингулярно збурених диференцiально-алгебраїчних систем

εB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x, t ∈ [0;T ], (3)

аналогiчнi результати отримали А. М. Самойленко, М. I. Шкiль, В. П. Яковець та їхнi учнi
[5]. Було з’ясовано, що за певних умов, накладених на збурювальнi матрицi, система (3)
має два типи формальних розв’язкiв. Розв’язки першого типу вiдповiдають скiнченним
елементарним дiльникам граничної в’язки матриць A(t, 0)− λB(t, 0), а розв’язки другого
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типу — нескiнченним. Зазначенi розв’язки зображуються асимптотичними розвиненнями
за степенями параметра ε, показники яких залежать як вiд кратностi коренiв вiдповiдного
характеристичного рiвняння

det
(
A(t, 0)− λB(t, 0)

)
= 0

та елементарних дiльникiв, що їм вiдповiдають, так i вiд поведiнки збурювальних коефiцi-
єнтiв системи [5]. При цьому випадок точок повороту не розглядався.

Iнший, бiльш загальний, пiдхiд до асимптотичного iнтегрування систем диференцiаль-
них рiвнянь iз параметром, що ґрунтується на використаннi спектральних властивостей
матрицi A(0, 0), наведено в працях Iwano [6, 7] та Sibuya [8], в яких розроблено алго-
ритм асимптотичного розщеплення системи (1). При цьому структура матрицi зi змiнними
елементами пiсля розщеплення визначалася структурою A(0, 0). У випадку рiзних влас-
них значень матрицi A(0, 0) запропонований спосiб розщеплення водночас давав змогу
побудувати фундаментальну матрицю системи (1).

У цiй роботi результати Iwano та Sibuya узагальнюються для сингулярно збурених
диференцiально-алгебраїчних систем (3). Розроблений алгоритм зведення системи (3) до
канонiчної форми можна використовувати при наявностi точок повороту та можливiй змiнi
рангу матрицi B(t, ε).

1. Випадок локального зведення в’язки матриць до канонiчного вигляду. Нехай в’язка
A(t)− λB(t) задовольняє такi умови:

1) A(0) = diag {Eq, Jp}, B(0) = diag {Jq, Ep}, p + q = n, де Eq — одинична матриця
порядку q, Jq — квадратна матриця порядку q, елементи верхньої наддiагоналi якої
дорiвнюють 1, решта елементiв — нулю; аналогiчно визначаються матрицi Ep та Jp;

2) d

dt

(
detA(t)

) ∣∣
t=0 6= 0,

d

dt

(
detB(t)

) ∣∣
t=0 6= 0.

Теорема 1. Нехай A(t), B(t) ∈ Cm[0;T ] i виконуються умови 1, 2. Тодi iснують такi
неособливi матрицi P (t), Q(t) ∈ Cm[0; t0], t0 ≤ T, що

P (t)A(t)Q(t) = Ω(t) ≡ diag {Eq, Jp(t)}, (4)

P (t)B(t)Q(t) = H(t) ≡ diag {Jq(t), Ep}, (5)

де

Jp(t) =


0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1

ap(t) ap−1(t) ap−2(t) . . . a1(t)

,

Jq(t) =


0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1
bq(t) bq−1(t) bq−2(t) . . . b1(t)

,

ai(t) = tãi(t), i = 1, p, bi(t) = t̃bi(t), i = 1, q, причому ãp(0) 6= 0 та b̃q(0) 6= 0.
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Доведення. Покладемо

A(t) = A(0) +D(t), B(t) = B(0) + F (t), (6)

Ω(t) = Ω(0) + U(t), H(t) = H(0) + V (t). (7)

Тодi D(0) = F (0) = U(0) = V (0) = 0. За побудовою

A(0) = Ω(0), B(0) = H(0).

Матрицi P1(t), Q1(t) визначаємо iз системи рiвнянь

P1(t)A(t)Q1(t) = Ω1(t), P1(t)B(t)Q1(t) = H1(t), (8)

де

Ω1(t) = diag {Eq(t),Mp(t)}, H1(t) = diag {Mq(t), Ep(t)},

Eq(0) = Eq, Ep(0) = Ep, Mq(0) = Jq, Mp(0) = Jp.

Покладемо

P1(t) = En +R(t), Q1(t) = En + S(t), (9)

де En —одинична матриця порядку n. Пiдставляючи (6), (7), (9) до системи (8), одержуємо

Ω1(0)S(t) +R(t)Ω1(0) +D(t) +D(t)S(t)+

+R(t)Ω1(0)S(t) +R(t)D(t) +R(t)D(t)S(t)− U(t) = 0, (10)

H1(0)S(t) +R(t)H1(0) + F (t) + F (t)S(t)+

+R(t)H1(0)S(t) +R(t)F (t) +R(t)F (t)S(t)− V (t) = 0. (11)

Нехай

Ω1(0) =

(
Ω11(0) 0

0 Ω22(0)

)
≡

(
Eq 0

0 Jp

)
,

H1(0) =

(
H11(0) 0

0 H22(0)

)
≡

(
Jq 0

0 Ep

)
,

U(t) = diag {U1(t), U2(t)}, V (t) = diag {V1(t), V2(t)},

D(t) =

(
D11(t) D12(t)

D21(t) D22(t)

)
, F (t) =

(
F11(t) F12(t)

F21(t) F22(t)

)
,

де, наприклад, U1(t), V1(t), D11(t) та F11(t) — квадратнi матрицi порядку q.
Покладемо

S(t) =

(
0 S12(t)

S21(t) 0

)
, R(t) =

(
0 R12(t)

R21(t) 0

)
,
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S12(t), R12(t) та S21(t), R21(t) — прямокутнi матрицi розмiрiв q × p та p× q вiдповiдно.
Тодi iз системи (10), (11) маємо

Ui(t) = Dii(t) +
2∑

j=1

j 6=i

Dij(t)Sji(t) +
2∑

j=1

j 6=i

Rij(t)Ωjj(0)Sji(t)+

+

2∑
j=1

j 6=i

Rij(t)Dji(t) +

2∑
j=1

j 6=i

Rij(t)

2∑
k=1
k 6=i

Djk(t)Ski(t),

Vi(t) = Fii(t) +

2∑
j=1

j 6=i

Fij(t)Sji(t) +

2∑
j=1

j 6=i

Rij(t)Hjj(0)Sji(t)+

+
2∑

j=1

j 6=i

Rij(t)Fji(t) +
2∑

j=1

j 6=i

Rij(t)
2∑

k=1
k 6=i

Fjk(t)Ski(t), i = 1, 2,

та

Ωii(0)Sij(t) +Rij(t)Ωjj(0) +Dij(t) +
2∑

k=1
k 6=j

Dik(t)Skj(t)+

+
2∑

k=1
k 6=i

Rik(t)Dkj(t) +
2∑

k=1
k 6=i

Rik(t)
2∑

l=1
l 6=j

Dkl(t)Slj(t) = 0, (12)

Hii(0)Sij(t) +Rij(t)Hjj(0) + Fij(t) +
2∑

k=1
k 6=j

Fik(t)Skj(t)+

+
2∑

k=1
k 6=i

Rik(t)Fkj(t) +

2∑
k=1
k 6=i

Rik(t)

2∑
l=1
l 6=j

Fkl(t)Slj(t) = 0, (13)

i 6= j, i, j = 1, 2.

Згiдно з [8] якобiан системи (12), (13) у точцi t = 0 вiдмiнний вiд нуля. А тому iснує
таке t1, t1 ≤ T, що система (12), (13) вiдносно Sij(t), Rij(t), i 6= j, i, j = 1, 2, сумiсна для
всiх t ∈ [0; t1]. При цьому Sij(t), Rij(t) ∈ Cm[0; t1] i R(0) = S(0) = 0.

Покладемо

P2(t) =

(
E−1q (t) 0

0 Ep

)
, Q2(t) =

(
Eq 0

0 E−1p (t)

)
.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2020, т. 23, № 2



270 П. Ф. САМУСЕНКО

Тодi

P2(t)Ω1(t)Q2(t) =

(
Eq 0

0 Mp(t)E
−1
p (t)

)
, P2(t)H1(t)Q2(t) =

(
E−1q (t)Mq(t) 0

0 Ep

)
.

Функцiї bi(t), i = 1, q, пiдберемо таким чином, щоб матрицi E−1q (t)Mq(t) − λEq та
Jq(t) − λEq мали однаковi характеристичнi многочлени. Тодi, враховуючи структуру мат-
риць E−1q (0)Mq(0), Jq(0), приходимо до висновку, що матрицi E−1q (t)Mq(t)−λEq та Jq(t)−
− λEq на вiдрiзку [0; t0], t0 ≤ t1, мають однаковi iнварiантнi многочлени. Отже, iснує така
неособлива достатньо гладка матриця Tq(t) [9, 10], що

T−1q (t)E−1q (t)Mq(t)Tq(t) = Jq(t).

Зазначимо, що bq(t) = (−1)q+1 det(E−1q (t)Mq(t)). А тому згiдно з умовами 1, 2 bq(t) = t̃bq(t),

причому b̃q(0) 6= 0. Аналогiчно визначаються функцiї ai(t), i = 1, p.
Нехай T (t) = diag {Tq(t), Tp(t)}, де

T−1p (t)Mp(t)E
−1
p (t)Tp(t) = Jp(t).

Покладаючи P (t) = T−1(t)P2(t)P1(t) та Q(t) = Q1(t)Q2(t)T (t), переконуємось у правиль-
ностi формул (4), (5).

Теорему 1 доведено.
Теорему 1 можна узагальнити для випадку в’язки матриць A(t, ε)− λB(t, ε), елементи

яких визначенi на множинi

K =
{

(t, ε) : 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ ε ≤ ε0
}
.

Нехай в’язка A(t, ε)− λB(t, ε) задовольняє такi умови:
3) A(0, 0) = diag {Eq, Jp}, B(0, 0) = diag {Jq, Ep}, p+ q = n;
4) справджуються нерiвностi

∂

∂t
(detA(t, ε))

∣∣
(t,ε)=(0,0) +

∂

∂ε
(detA(t, ε))

∣∣
(t,ε)=(0,0) 6= 0,

∂

∂t
(detB(t, ε))

∣∣
(t,ε)=(0,0) +

∂

∂ε
(detB(t, ε))

∣∣
(t,ε)=(0,0) 6= 0.

Теорема 2. Нехай A(t, ε), B(t, ε) ∈ Cm(K) i виконуються умови 3, 4. Тодi iснують такi
неособливi матрицi P (t, ε), Q(t, ε) ∈ Cm(K1) ((0, 0) ∈ K1 ⊂ K), що

P (t, ε)A(t, ε)Q(t, ε) = Ω(t, ε) ≡ diag {Eq, Jp(t, ε)}, (14)

P (t, ε)B(t, ε)Q(t, ε) = H(t, ε) ≡ diag {Jq(t, ε), Ep}, (15)

де

Jp(t, ε) =


0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1

ap(t, ε) ap−1(t, ε) ap−2(t, ε) . . . a1(t, ε)

,
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Jq(t, ε) =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

bq(t, ε) bq−1(t, ε) bq−2(t, ε) . . . b1(t, ε)

,

ai(0, 0) = 0, i = 1, p, bi(0, 0) = 0, i = 1, q, причому

∂

∂t
(ap(t, ε)) |(t,ε)=(0,0) +

∂

∂ε
(ap(t, ε)) |(t,ε)=(0,0) 6= 0,

∂

∂t
(bq(t, ε)) |(t,ε)=(0,0) +

∂

∂ε
(bq(t, ε)) |(t,ε)=(0,0) 6= 0.

Доведення. Скористаємося схемою доведення теореми 1. Отже, нехай

A(t, ε) = A(0, 0) +D(t, ε), B(t, ε) = B(0, 0) + F (t, ε),

Ω(t, ε) = Ω(0, 0) + U(t, ε), H(t, ε) = H(0, 0) + V (t, ε).

Тодi D(0, 0) = F (0, 0) = U(0, 0) = V (0, 0) = 0. За побудовою

A(0, 0) = Ω(0, 0), B(0, 0) = H(0, 0).

Як i ранiше, матрицi P1(t, ε), Q1(t, ε) визначаються iз системи рiвнянь

P1(t, ε)A(t, ε)Q1(t, ε) = Ω1(t, ε), P1(t, ε)B(t, ε)Q1(t, ε) = H1(t, ε), (16)

де

Ω1(t, ε) = diagEq(t, ε),Mp(t, ε)}, H1(t, ε) = diag {Mq(t, ε), Ep(t, ε)},

Eq(0, 0) = Eq, Ep(0, 0) = Ep, Mq(0, 0) = Jq, Mp(0, 0) = Jp.

Покладаючи

P1(t, ε) = En +R(t, ε), Q1(t, ε) = En + S(t, ε),

i вважаючи, що матрицi R(t, ε) та S(t, ε) мають таку ж структуру, що й у теоремi 1,
доводимо сумiснiсть системи (16) на множинi K1. Матрицi P2(t, ε), Q2(t, ε) та T (t, ε)
визначаються так само, як i в теоремi 1.

Теорему 2 доведено.
Нехай тепер замiсть умови 4 має мiсце така умова:
5. d
dt

(detA(t, 0))
∣∣
t=0 6= 0,

d

dt
(detB(t, 0))

∣∣
t=0 6= 0.

Теорема 3. Нехай A(t, ε), B(t, ε) ∈ Cm(K) i виконуються умови 3, 5. Тодi iснують
неособливi матрицi P (t, ε), Q(t, ε) ∈ Cm(K1), для яких мають мiсце рiвностi (14), (15), де
ai(0, 0) = 0, i = 1, p, bi(0, 0) = 0, i = 1, q, i

d

dt
(ap(t, 0))

∣∣
t=0 6= 0,

d

dt
(bq(t, 0))

∣∣
t=0 6= 0.
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2. Нелокальний випадок. Нехай тепер кронекерова структура в’язки A(t, 0)− λB(t, 0)
залишається незмiнною на вiдрiзку [0;T ] [5].

Припустимо, що в’язка матриць A(t, ε)− λB(t, ε) задовольняє таку умову:
6. A(t, 0) = diag {Eq, Jp}, B(t, 0) = diag {Jq, Ep}, p+ q = n.
Теорема 4. Нехай A(t, ε), B(t, ε) ∈ Cm(K) i виконуються умови 5, 6. Тодi iснують такi

неособливi матрицi P (t, ε), Q(t, ε) ∈ Cm(K2)

K2 =
{

(t, ε) : 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ ε ≤ ε1
}
, ε1 ≤ ε0,

що мають мiсце рiвностi (14), (15), в яких Jp(t, 0) = Jp, Jq(t, 0) = Jq.
Доведення. Покладемо

A(t, ε) = A(t, 0) +D(t, ε), B(t, ε) = B(t, 0) + F (t, ε),

Ω(t, ε) = Ω(t, 0) + U(t, ε), H(t, ε) = H(t, 0) + V (t, ε).

Тодi D(t, 0) = F (t, 0) = U(t, 0) = V (t, 0) = 0. За побудовою

A(t, 0) = Ω(t, 0), B(t, 0) = H(t, 0).

Далi процес доведення теореми аналогiчний наведеному вище процесу доведення тео-
рем 2 та 1.

Теорему 4 доведено.
Теорема 5. Нехай A(t, ε), B(t, ε) ∈ Cm(K), на множинi K елементи A(t, ε), B(t, ε)

допускають рiвномiрнi асимптотичнi розвинення

A(t, ε) =
∑
s≥0

As(t)ε
s, B(t, ε) =

∑
s≥0

Bs(t)ε
s,

i виконуються умови 5, 6. Тодi iснують неособливi матрицi P (t, ε), Q(t, ε) ∈ Cm(K2), для
яких справджуються рiвностi (14), (15), де Jp(t, 0) = Jp, Jq(t, 0) = Jq. При цьому елементи
P (t, ε), Q(t, ε) на множинi K2 допускають рiвномiрнi асимптотичнi розвинення

P (t, ε) =
∑
s≥0

Ps(t)ε
s, Q(t, ε) =

∑
s≥0

Qs(t)ε
s.

Зазначимо, що правильнiсть теореми 5 випливає iз сумiсностi систем, аналогiчних до
систем (12), (13), якi у даному випадку отримуються за допомогою порiвнювання коефi-
цiнтiв при однакових степенях параметра ε у системi (16).
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