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We consider weakly perturbed integro-differential equations with degenerate kernel in a Banach space. We
obtain conditions of bifurcation of solutions of weakly perturbed integro-differential equations in Banach
spaces from the point ε = 0. We propose a convergent iterative procedure for determination of solutions
in the form of the series

∑+∞

i=−1
εizi(t) in powers of ε.

Розглянуто слабко збуренi iнтегро-диференцiальнi рiвняння з виродженим ядром у банахово-
му просторi. Отримано умови бiфуркацiї з точки ε = 0 розв’язкiв слабко збурених iнтегро-
диференцiальних рiвнянь у банахових просторах. Запропоновано збiжну iтерацiйну процедуру
знаходження розв’язкiв у виглядi ряду

∑+∞

i=−1
εizi(t) за степенями ε.

При дослiдженнi умов виникнення та побудови загальних розв’язкiв слабко збурених
iнтегро-диференцiальних рiвнянь з виродженим ядром у банахових просторах суттєво
використовуються методи теорiї збурень, зокрема, методи малого параметра Ляпунова –
Пуанкаре [1] та Вiшiка –Люстернiка [2].

Дослiдження слабкозбурених не всюди розв’язних сингулярних диференцiальних i
iнтегро-диференцiальних рiвнянь у скiнченновимiрних просторах проводили О. А. Бой-
чук, Л. М. Шегда та I. А. Головацька [3, 4].

О. А. Бойчук i Є. В. Панасенко [5] з використанням пiдходу до дослiдження диференцi-
альних систем у банахових просторах, запропонованого в [6], дослiдили умови виникнення
розв’язкiв слабко збурених крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь
у банахових просторах.

Розроблений у [7] загальний пiдхiд до дослiдження слабко збурених операторних рiв-
нянь з узагальнено оборотними операторами в лiнiйнiй частинi в банахових просторах
широко застосовується при аналiзi рiзних типiв слабко збурених рiвнянь. Так, у [8] дослi-
джено слабко збуренi iнтегральнi рiвняння Фредгольма з виродженим ядром у банахових
просторах.

Ця робота є продовженням дослiджень умов виникнення та побудови розв’язкiв слабко
збурених операторних рiвнянь iз узагальнено оборотними операторами в лiнiйнiй частинi з
урахуванням специфiки, притаманної iнтегро-диференцiальним рiвнянням iз виродженим
ядром у банахових просторах.

Постановка задачi. Нехай B1, B2 — банаховi простори, I = [a, b] — скiнченний
промiжок.

Розглянемо слабко збурене iнтегро-диференцiальне рiвняння
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(Lz)(t) ≡ ż(t)−M(t)

b∫
a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds =

= f(t) + ε

b∫
a

[
K(t, s)z(s) +K1(t, s)ż(s)

]
ds, (1)

де оператор-функцiя M(t) дiє з B1 у B2, сильно неперервна з нормою |||M ||| =
= supt∈I‖M(t)‖B1 = M0 < ∞, а оператор-функцiї W (t) та V (t) дiють з B2 у B1, сильно
неперервнi з нормами |||W ||| = supt∈I‖W (t)‖B2 = W0 < ∞ i |||V ||| = supt∈I‖V (t)‖B2 =
= V0 < ∞, вектор-функцiя f(t) дiє з вiдрiзка I у B2 : f(t) ∈ C(I,B2) :=

{
f(·) : I → B2,

|||f ||| = supt∈I ‖f(t)‖
}
, C(I,B2) — банахiв простiр неперервних на I вектор-функцiй зi

значеннями у B2, оператор-функцiї K(t, s) та K1(t, s) визначенi у квадратi I×I та дiють iз
банахового простору B2 у B2 по кожнiй змiннiй, сильно неперервнi по сукупностi змiнних
t, s з нормами

|||K||| = sup
t,s∈I
‖K(t, s)‖B2 = K <∞ та |||K1||| = sup

t,s∈I
‖K(t, s)‖B2 = K1 <∞,

ε << 1 — малий параметр.
Розв’язком рiвняння (1) будемо називати вектор-функцiю z(t), яка задовольняє це рiв-

няння. При цьому z(t) ∈ C(I,B2), ż(t) ∈ C1(I,B2), де C1(I,B2) — банахiв простiр
неперервно диференцiйовних вектор-функцiй з нормою

|||z||| =
1∑

k=0

sup
t∈I
‖z(k)(t)‖B2 ,

де z(k)(t) — k -та похiдна вiд z(t). Похiдна ż(t) розумiється в сенсi [6, c. 140].
Припустимо, що породжуюче iнтегро-диференцiальне рiвняння

ż(t)−M(t)

b∫
a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds = f(t), (2)

одержане з (1), при ε = 0 не має розв’язкiв при довiльних неоднорiдностях f(t) ∈ C(I,B2).

Ставимо задачу: чи можна за допомогою лiнiйного збурення звести систему (2) до
розв’язної? А якщо можна, то якими повиннi бути складовi збурених оператор-функцiй
K(t, s), K1(t, s) в iнтегро-диференцiальнiй системi (1), щоб вона стала розв’язною при
будь-яких неоднорiдностях f(t) ∈ C(I,B2)?

Ця задача буде розв’язуватися з використанням теорiї узагальненого обернення опе-
раторiв [9] i, зокрема, узагальненого обернення iнтегральних операторiв Фредгольма з
виродженим ядром у банахових просторах [10], а також теореми про умови iснування та
побудови розв’язкiв операторних рiвнянь з узагальнено оборотними операторами у бана-
хових просторах [9, c. 115].

Попереднi вiдомостi. Для вирiшення поставленої задачi необхiдно отримати умови
розв’язностi та загальний вигляд розв’язкiв лiнiйного рiвняння (2).
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Як показано в [11], використовуючи замiну ż(t) = y(t) або

z(t) =

t∫
a

y(s) ds+ c0, c0 ∈ B2, (3)

рiвняння (2) зводимо до iнтегрального рiвняння

y(t)−M(t)

b∫
a

N(s)y(s) ds = g(t), (4)

де

N(s) =

b∫
s

W (τ)dτ + V (s), g(t) = f(t) +M(t)Wc0,

W =

b∫
a

W (s) ds, W : B2 → B1.

Позначимо

D = IB1 −
b∫

a

N(s)M(s) ds, D ∈ GI(B1,B1),

— обмежений узагальнено оборотний оператор [9]. Це означає, що iснують обмеженi
проектори PN(D), PYD

на нуль-простiр N(D) та пiдпростiр YD = B1 	 R(D) оператора
D вiдповiдно [12], D− — обмежений узагальнено обернений оператор до оператора D
[9, c. 76].

Вiдомо [10], що при виконаннi умови

PYD

b∫
a

N(s)g(s) ds = PYD

b∫
a

N(s)
[
f(s) +M(s)Wc0

]
ds = 0 (5)

i лише при нiй iнтегральне рiвняння (4) має сiм’ю розв’язкiв

y(t) = M(t)PN(D)c+ g(t) +M(t)D−
b∫

a

N(s)g(s) ds, (6)

де c — довiльний елемент банахового простору B1.
З умови (5), яка набуде вигляду

Sc0 = b0, (7)

знайдемо значення c0 ∈ B2, при якому вона буде виконуватись. Тут

S = PYD

b∫
a

N(s)M(s)Wds = PYD
AW = PYD

W, S : B2 → B1,
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A =

b∫
a

N(s)M(s) ds, b0 = −PYD

b∫
a

N(s)f(s) ds.

Нехай оператор S ∈ GI(B2,B1) узагальнено оборотний, а отже, нормально розв’язний.
Операторне рiвняння (7) розв’язне тодi i лише тодi, коли виконується умова [9]

PYS
b0 = PYS

PYD

b∫
a

N(s)f(s) ds = 0,

при виконаннi якої i лише при нiй рiвняння (7) має сiм’ю розв’язкiв
c0 = PN(S)d+ S−b0, (8)

де PN(S) : B2 → N(S) та PYS
: B1 → YS = B1 	 R(S) — обмеженi проектори, S− :

B1 → B2 — узагальнено обернений оператор до оператора S, d — довiльний елемент
банахового простору B2.

З урахуванням (8) пiсля пiдстановки вектор-функцiї g(s) = f(s) + M(s)W
[
PN(S)d +

+ S−b0
]
у розв’язок (6) iнтегрального рiвняння (4) отримаємо його загальний розв’язок

y(t) = M(t)
[
PN(D), D̃PN(S)

][c
d

]
+ f(t) +M(t)

[
D− − D̃S−PYD

] b∫
a

N(s)f(s) ds,

де D̃ = (IB1 +D−A)W, c ∈ B1, d ∈ B2 — довiльнi сталi.
Тодi з (3) одержимо загальний розв’язок iнтегро-диференцiального рiвняння (2):

z(t) =

t∫
a

y(s) ds+ c0 =

=
[
M̃(t)PN(D),

(
M̃(t)D̃PN(S) + PN(S)

)][c
d

]
+ f̃(t) + F (t) =

=
[
M̃(t)PN(D),

(
M̃(t)D̃PN(S) + PN(S)

)][c
d

]
+ (L−f)(t),

де

M̃(t) =

t∫
a

M(s) ds, f̃(t) =

t∫
a

f(s) ds,

F (t) =
{
M̃(t)D − S−PYD

} b∫
a

N(s)f(s) ds, D = D− − D̃S−PYD
,

(L−f)(t) = f̃(t) + M̃(t)D

b∫
a

N(s)f(s) ds− S−PYD

b∫
a

N(s)f(s) ds

— обмежений узагальнено обернений оператор до оператора L [13].
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Надалi для скорочення записiв позначимо

X1(t) = M̃(t)PN(D), X2(t) = M̃(t)D̃PN(S) + PN(S).

Таким чином, для iнтегро-диференцiального рiвняння (2) справедлива така теоре-
ма [11].

Теорема 1. Нехай оператор D належить GI(B1,B1) та оператор S належить GI(B2,
B1). Тодi однорiдне (f(t) = 0) iнтегро-диференцiальне рiвняння має сiм’ю розв’язкiв

z(t) =
[
X1(t), X2(t)

][c
d

]
,

де c ∈ B1, d ∈ B2 — довiльнi сталi.
Неоднорiдне iнтегро-диференцiальне рiвняння (2) розв’язне для тих i лише тих f(t) ∈

∈ C([a, b],B2), якi задовольняють умову

PYS
PYD

b∫
a

N(s)f(s) ds = 0,

i при цьому має сiм’ю розв’язкiв

z(t) =
[
X1(t), X2(t)

][c
d

]
+ (L−f)(t).

Основний результат. Знайдемо умови виникнення розв’язкiв iнтегро-диференцiального
рiвняння (1).

Розв’язки рiвняння (1) будемо шукати у виглядi ряду за степенями малого параметра ε,
який мiстить вiд’ємну степiнь ε :

z(t, ε) =
+∞∑
i=−1

εizi(t). (9)

Пiдставимо ряд (9) в iнтегро-диференцiальне рiвняння (1) i прирiвняємо коефiцiєнти
при однакових степенях ε.

При ε−1 отримаємо однорiдне iнтегро-диференцiальне рiвняння

ż−1(t)−M(t)

b∫
a

[
W (s)z−1(s) + V (s)ż−1(s)

]
ds = 0 (10)

для знаходження коефiцiєнта z−1(t) ряду (9).
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За теоремою 1 однорiдне рiвняння (10) має розв’язок

z−1(t) =
[
X1(t), X2(t)

][c−1
d−1

]
, (11)

де c−1 ∈ B1, d−1 ∈ B2 — довiльнi елементи, якi будуть визначенi далi.
Прирiвнюючи коефiцiєнти при ε0, отримуємо неоднорiдне iнтегро-диференцiальне рiв-

няння

ż0(t)−M(t)

b∫
a

[
W (s)z0(s) + V (s)ż0(s)

]
ds =

= f(t) +

b∫
a

[
K(t, s)z−1(s) +K1(t, s)ż−1(s)

]
ds (12)

для визначення коефiцiєнта z0(t) ряду (9).
За теоремою 1 лiнiйне неоднорiдне iнтегро-диференцiальне рiвняння (12) має розв’язки

тодi та лише тодi, коли

PYS
PYD

b∫
a

N(s)

f(s) +

b∫
a

K(s, τ)z−1(τ) +K1(s, τ)ż−1(s) dτ

ds = 0.

Пiдставивши z−1(t) з (11), отримаємо рiвняння

PYS
PYD

b∫
a

N(s)

f(s) +

b∫
a

[
K(s, τ)

[
X1(τ), X2(τ)

][c−1
d−1

]
+

+K1(s, τ)
[
Ẋ1(τ), Ẋ2(τ)

][c−1
d−1

]]
dτ

 ds = 0. (13)

Позначивши

B1 = PYS
PYD

b∫
a

N(s)

b∫
a

[
K(s, τ)X1(τ) +K1(s, τ)Ẋ1(τ)

]
dτ ds, B1 : B1 → B1, (14)

B2 = PYS
PYD

b∫
a

N(s)

b∫
a

[
K(s, τ)X2(τ) +K1(s, τ)Ẋ2(τ)

]
dτ ds, B2 : B2 → B1, (15)

з (13) отримаємо операторне рiвняння для визначення елементiв c−1 ∈ B1 та d−1 ∈ B2 :

B0

[
c−1

d−1

]
= −PYS

PYD

b∫
a

N(s)f(s) ds, (16)

де B0 =
[
B1, B2

]
— операторна матриця.
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Для розв’язання рiвняння (16) скористаємося теорiєю узагальненого обернення опера-
торних матриць [14].

Нехай оператор B1 ∈ GI(B1,B1) — узагальнено оборотний. Це означає, що iснують
обмеженi проектори PN(B1) : B1 → N(B1) i PYB1

: B1 → B1 	 R(B1) та обмежений уза-
гальнено обернений оператор B−1 .

Операторна матриця B0 =
[
B1, B2

]
має обмежену узагальнено обернену тодi i лише

тодi, коли узагальнено оборотнi оператори B1 та B̂2 = PYB1
B2 : B2 → B1 [14]. Нехай опе-

ратор B̂2 ∈ GI(B2,B1) узагальнено оборотний. Тодi для нього iснують обмеженi проектори
P
N(B̂2)

: B2 → N(B̂2) i PY
B̂2

: B1 → B1	R(B̂1) та обмежений узагальнено обернений опе-
ратор B̂−1 .

Наслiдком узагальненої оборотностi операторної матрицi B0 є нормальна розв’язнiсть
операторного рiвняння (16). Тодi iснують обмеженi проектори PN(B0) : B1 ×B2 → N(B0),

PYB0
: B1 → YB0 [12] та обмежений узагальнено обернений оператор B−0 : B1 → B1 ×B2

до оператора B0.
Рiвняння (16) може бути [15] однозначно розв’язним (PN(B0) ≡ 0), всюди розв’язним

(PYB0
≡ 0), неоднозначно i не всюди розв’язним (PN(B0) 6= 0, PYB0

6= 0).
Розглянемо найбiльш загальний випадок, коли рiвняння (16) неоднозначно i не всюди

розв’язне. Оскiльки оператор B0 нормально розв’язний, то, використовуючи теорему 3 з
[14, c. 545] про розв’язнiсть рiвняння з операторною матрицею, маємо, що рiвняння (16)
розв’язне тодi та лише тодi, коли виконується умова [9, 16]

PYB0
PYS
PYD

b∫
a

N(s)f(s) ds = 0, (17)

при виконаннi якої рiвняння (16) має сiм’ю розв’язкiв[
c−1

d−1

]
= PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
−B−0 PYS

PYD

b∫
a

N(s)f(s) ds, (18)

де

PYB0
= PY

B̂2
PYB1

, PN(B0) =

[
PN(B1) −B

−
1 B2PN(B̂2)

0 P
N(B̂2)

]
,

B−0 =

[
B−1 −B

−
1 B2B̂

−
2 PYB1

B̂−2 PYB1

]
(19)

— узагальнено обернений оператор до оператора B0, ĉ ∈ B1, d̂ ∈ B2 — довiльнi сталi
вектори [14, c. 545].

Для скорочення записiв позначимо
B̃−1 = B−1 −B

−
1 B2B̂

−
2 PYB1

, B̃−2 = B̂−2 PYB1
.

Тодi розв’язок (18) набуде вигляду[
c−1

d−1

]
= PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
−

[
B̃−1

B̃−2

]
PYS
PYD

b∫
a

N(s)f(s) ds.
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Пiдставивши col(c−1, d−1) в (11), отримаємо загальний розв’язок однорiдного iнтегро-
диференцiального рiвняння (10)

z−1(t) =
[
X1(t), X2(t)

]
PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
−

−
[
X1(t), X2(t)

][B̃−1
B̃−2

]
PYS
PYD

b∫
a

N(s)f(s) ds.

Позначивши

B
−
1 = −B̃−1 PYS

PYD
, B

−
2 = −B̃−2 PYS

PYD
, (20)

остаточно отримаємо

z−1(t) =
[
X1(t), X2(t)

]
PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+ z̄−1(t),

де

z̄−1(t) =
[
X1(t), X2(t)

]B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)f(s) ds.

Умова (17) буде завжди виконуватись, якщо виконується умова

PYB0
PYS
PYD

= 0. (21)

При виконаннi умови (21) i, як наслiдок, умов (17) та (13) за теоремою 1 неоднорiдне
iнтегро-диференцiальне рiвняння (12) має сiм’ю розв’язкiв

z0(t, c0) =
[
X1(t), X2(t)

][c0
d0

]
+ z̄0(t), (22)

де вектор col(c0, d0) ∈ B1 ×B2 буде визначений на наступному кроцi,

z̄0(t) = L−

f(·) +

b∫
a

[
K(·, s)z−1(s) +K1(·, s)ż−1(s)

]
ds

(t) =

=
(
L−f(·)

)
(t) + L−

 b∫
a

K(·, s)
[
X1(s), X2(s)

]
PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
ds+

+

b∫
a

K1(·, s)
[
Ẋ1(s), Ẋ2(s)

]
PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
ds

(t)+
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+ L−

 b∫
a

K(·, s)
[
X1(t), X2(t)

]B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)f(s) ds +

+

b∫
a

K1(·, s)
[
Ẋ1(t), Ẋ2(t)

]B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)f(s) ds

(t).

Таким чином,

z̄0(t) = H−1(t)PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+ F̃−1(t), (23)

де

H−1(t) =

[(
L−K̃X1(·)

)
(t),

(
L−K̃X2(·)

)
(t)

]
,

F̃−1(t) =
(
L−f(·)

)
(t) +

[(
L−K̃X1(·)

)
(t),

(
L−K̃X2(·)

)
(t)
]B−1
B
−
2

 b∫
a

N(τ)f(τ) dτ,

а оператор K̃ дiє на операторну матрицю
[
X1(t), X2(t)

]
за правилом(

K̃
[
X1(∗), X2(∗)

])
(t) =

([
K̃X1(∗), K̃X2(∗)

])
(t) =

=

 b∫
a

(
K(t, s)X1(s) +K1(t, s)Ẋ1(s)

)
ds,

b∫
a

(
K(t, s)X2(s) +K1(t, s)Ẋ2(s)

)
ds

. (24)

При ε1 для визначення коефiцiєнта z1(t) отримуємо iнтегро-диференцiальне рiвняння

ż1(t)−M(t)

b∫
a

[
W (s)z1(s) + V (s)ż1(s)

]
ds =

=

b∫
a

[
K(t, s)z0(s) +K1(t, s)ż0(s)

]
ds. (25)

З критерiю розв’язностi рiвняння (25)

PYS
PYD

b∫
a

N(s)

b∫
a

[
K(s, τ)z0(τ) +K1(s, τ)ż0(s)

]
dτ ds = 0
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з урахуванням (22) одержуємо

PYS
PYD

b∫
a

N(s)


b∫

a

[
K(s, τ)

([
X1(τ), X2(τ)

][c0
d0

]
+ z̄0(τ)

)
+

+K1(s, τ)

([
Ẋ1(τ), Ẋ2(τ)

][c0
d0

]
+ ˙̄z0(τ)

)]
dτ

 ds = 0.

Використовуючи позначення (14), (15), (24), з останньої рiвностi маємо операторне
рiвняння вiдносно col(c0, d0) ∈ B1 ×B2 :

B0

[
c0

d0

]
= −PYS

PYD

b∫
a

N(s)(K̃z̄0)(s) ds, (26)

де B0 =
[
B1, B2

]
— операторна матриця, а оператор K̃ дiє на елемент z̄0(t) за правилом

(K̃z̄0)(t) =

b∫
a

(
K(t, s)z̄0(s) +K1(t, s) ˙̄z0(s)

)
ds.

Операторне рiвняння (26) за виконання умови (21) має сiм’ю розв’язкiв

[
c0

d0

]
= PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+

B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)(K̃z̄0)(s) ds =

= PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+

[
B
−
1

B
−
2

] b∫
a

N(s)K̃

[
H−1(·)PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+ F̃−1(·)

]
(s) ds =

= D0PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+

[
c̄−1

d̄−1

]
, (27)

де

D0 = I +

B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)
(
K̃H−1(·)

)
(s) ds,

[
c̄−1

d̄−1

]
=

B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)
(
K̃F̃−1(·)

)
(s) ds,

I — тотожний оператор.
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Пiдставивши (27) у (22), з використанням (20) та (23), отримаємо

z0(t) =
[
X1(t), X2(t)

]{
D0PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+

[
c̄−1

d̄−1

]}
+H−1(t)PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+ F̃−1(t) =

=
[
X1(t), X2(t)

]
D0PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+
[
X1(t), X2(t)

][c̄−1
d̄−1

]
+

+H−1(t)PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+ F̃−1(t) =

= Y0(t)PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+ z̄0(t),

де
Y0(t) = H−1(t) +

[
X1(t), X2(t)

]
D0 =

= H−1(t) +
[
X1(t), X2(t)

]I +

B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)
(
K̃H−1(·)

)
(s)ds

 =

=
[
X1(t), X2(t)

]
+

I ∗+
[
X1(t), X2(t)

]B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)
(
K̃ ∗

)
ds

H−1(t) =

=
[
X1(t), X2(t)

]
+ Ỹ0(t),

z̄0(t) =
[
X1(t), X2(t)

][c̄−1
d̄−1

]
+ F̃−1(t) =

=

I ∗+
[
X1(t), X2(t)

]B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)
(
K̃ ∗

)
(s)ds

 F̃−1(t),

I — тотожний оператор.
При виконаннi умови (21) iнтегро-диференцiальне рiвняння (25) має сiм’ю розв’язкiв

z1(t, c1) =
[
X1(t), X2(t)

][c1
d1

]
+ z̄1(t),

де вектор col [c1, d1] ∈ B1 ×B2 знайдемо на наступному кроцi iтерацiйного процесу,

z̄1(t) = L−

 b∫
a

[
K(·, s)z0(s) +K1(·, s)ż0(s)

]
ds

(t) =

=

(
L−K̃

[
Y0(·)PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+ z̄0(·)

])
(t) =
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=

(
L−K̃

[
Y0(·)PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
(·)

])
(t)+

+

L−
I ∗+

[
X1(·), X2(·)

]B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)(K̃∗)(s)ds

F̃−1(·)
(t) =

= H0(t)PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+ F̃0(t).

Тут

H0(t) =
(
L−
(
K̃Y0

)
(·)
)

(t),

F̃0(t) =

L−K̃
I ∗+

[
X1(·), X2(·)

]B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)
(
K̃ ∗

)
ds

F̃−1(·)
(t).

Дiючи за iндукцiєю, для визначення коефiцiєнтiв zi(t) при εi ряду (9) отримуємо
iнтегро-диференцiальнi рiвняння

żi(t)−M(t)

b∫
a

[
W (s)zi(s) + V (s)żi(s)

]
ds =

=

b∫
a

[
K(t, s)zi−1(s) +K1(t, s)żi−1(s)

]
ds, i = 2, 3, . . . . (28)

З критерiїв розв’язностi iнтегро-диференцiальних рiвнянь (28)

PYS
PYD

b∫
a

N(s)

b∫
a

[
K(s, τ)zi−1(τ) +K1(s, τ)żi−1(s)

]
dτ ds = 0

одержуємо операторнi рiвняння

B0

[
ci−1

di−1

]
= −PYS

PYD

b∫
a

N(s)
(
K̃z̄i−1

)
(s) ds (29)

для визначення сталих
[
ci−1
di−1

]
.

Операторнi рiвняння (29) за виконання умови (21) мають сiм’ї розв’язкiв[
ci−1

di−1

]
= PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+

B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)
(
K̃z̄i−1

)
(s) ds =
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= PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+

B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)K̃

[
Hi−2(·)PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+ F̃i−2(·)

]
(s) ds =

= Di−1PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+

[
c̄i−1

d̄i−1

]
,

де

Hi−2(t) =
(
L−
(
K̃Yi−1

)
(·)
)

(t),

F̃i−2(t) =

(
L−K̃

[
I ∗+

[
X1(·), X2(·)

] B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)K̃(∗)ds

]
F̃i−1(·)

)
(t),

Di−1 = I +

B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)
(
K̃Hi−2(·)

)
(s) ds,

[
c̄i−1

d̄i−1

]
=

[
B
−
1

B
−
2

] b∫
a

N(s)
(
K̃F̃i−2(·)

)
(s) ds.

При виконаннi умови (21) i, як наслiдок, умови (29) iнтегро-диференцiальнi рiвняння (28)
мають сiм’ї розв’язкiв

zi(t) =
[
X1(t), X2(t)

][ci
di

]
+ z̄i(t) =

=
[
X1(t), X2(t)

]{
DiPN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+

[
c̄i−1

d̄i−1

]}
+Hi−1(t)PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+ F̃i−1(t) =

= Yi(t)PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+ z̄i(t),

де

Yi(t) = Hi−1(t) +
[
X1(t), X2(t)

]
Di =

=
[
X1(t), X2(t)

]
+
[
I ∗+

[
X1(t), X2(t)

]B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)(K̃∗) ds
]
Hi−1(t) =

=
[
X1(t), X2(t)

]
+ Ỹi(t),
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z̄i(t) =
[
X1(t), X2(t)

][c̄i−1
d̄i−1

]
+ F̃i−1(t) =

=

[
I ∗+

[
X1(t), X2(t)

]B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)(K̃∗) ds

]
F̃i−1(t),

F̃i−1(t) =

(
L−K̃

[
I ∗+

[
X1(·), X2(·)

]B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)
(
K̃ ∗

)
ds

]
F̃i−2(·)

)
(t).

Таким чином, маємо iтерацiйний алгоритм побудови коефiцiєнтiв ряду (9):

zi(t) =
[
X1(t), X2(t)

]
PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+ Ỹi(t)PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+ z̄i(t),

Ỹi(t) =


0, якщо i = −1,I ∗+

[
X1(t), X2(t)

]B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)(K̃∗) ds

Hi−1(t), якщо i = 0,∞;

Hi−1(t) =


[(
L−K̃X1(·)

)
(t),

(
L−K̃X2(·)

)
(t)
]
, якщо i = 0,(

L−
(
K̃Yi

)
(·)
)

(t), якщо i = 1,∞;
(30)

z̄i(t) =



[
X1(t), X2(t)

]B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)f(s) ds, якщо i = −1,

I ∗+
[
X1(t), X2(t)

]B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)(K̃∗) ds

 F̃i−1(t), якщо i = 0,∞;

F̃i−1(t) =



(
L−f(·)

)
(t) +

[(
L−K̃X1(·)

)
(t),

(
L−K̃X2(·)

)
(t)
]
×

×

B−1
B
−
2

 b∫
a

N(τ)f(τ) dτ, якщо i = 0,

L−K̃
I ∗+

[
X1(·), X2(·)

]
×

×

B−1
B
−
2

 b∫
a

N(s)
(
K̃ ∗

)
ds

F̃i−2(·)

(t), якщо i = 1,∞.

Таким чином, при виконаннi умови (21) слабко збурене iнтегро-диференцiальне рiвнян-
ня (1) має сiм’ю розв’язкiв у виглядi ряду
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z(t, ε) =
+∞∑
i=−1

εizi(t) =

=
+∞∑
i=−1

εi
[
X1(t), X2(t)

]
PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+

+

+∞∑
i=0

εiỸi(t)PN(B0)

[
ĉ

d̂

]
+

+∞∑
i=−1

εiz̄i(t). (31)

Враховуючи той факт, що всi оператори, за допомогою яких визначаються коефiцiєнти
ряду (31), обмеженi, можна показати, що iснує ε∗ таке, що для фiксованого ε ∈ (0, ε∗]
ряд (31) рiвномiрно збiжний.

Доведення рiвномiрної збiжностi ряду (31) проводиться аналогiчно наведеному в [7, 8].
Теорема 2. Нехай оператор D належитьGI(B1,B1), оператор S належитьGI(B2,B1)

i породжуюче iнтегро-диференцiальне рiвняння (2) при довiльнiй неоднорiдностi f(t) ∈ C(I,
B2) не має розв’язкiв.

Тодi, якщо оператор B1 належить GI(B1,B1), оператор B̂2 належить GI(B2,B1) i

PYB0
PYS
PYD

= 0,

то слабко збурене iнтегро-диференцiальне рiвняння (1) при довiльнiй неоднорiдностi f(t) ∈
∈ C(I,B2) має сiм’ю розв’язкiв у виглядi абсолютно збiжного при довiльних фiксованих
ε ∈ (0, ε∗] ряду (31), коефiцiєнти якого визначаються за допомогою iтерацiйного алгорит-
му (30).

Зауваження 1. Якщо PN(B0) = 0, то операторнi рiвняння (16), (26), (29) на кожному
кроцi iтерацiйного процесу будуть n-нормальними i однозначно розв’язними [17].

Тодi за виконання умови

PYB0
PYS
PYD

= 0

рiвняння (1) будемати єдиний розв’язок у виглядi ряду z(t, ε) =
∑+∞

i=−1
εiz̄i(t). Коефiцiєнти

цього ряду визначаються за допомогою iтерацiйного алгоритму (30), в якому оператор B−0
(19) буде лiвим оберненим оператором (B0)

−1
l .

Зауваження 2. Якщо PYB0
= 0, то операторнi рiвняння (16), (26), (29) на кожному кроцi

iтерацiйного процесу будуть d-нормальними i скрiзь розв’язними [17]. Такий випадокможе
статися, якщо один з операторiв B1 або B2 оборотний [14, c. 550].

Тодi умова (17) буде завжди виконана i рiвняння (1) при довiльнiй f(t) буде мати сiм’ю
розв’язкiв у виглядi ряду (31), коефiцiєнти якого визначаються за допомогою iтерацiйного
алгоритму (30), в якому оператор B−0 (19) буде правим оберненим оператором (B0)

−1
r .
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