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We establish constructive conditions for the solvability of the nonlinear autonomous boundary-value
problem in the case of parametric resonance and give a scheme for the construction of solutions of this
problem. We propose a convergent iterative algorithm for finding approximate solutions of the nonlinear
autonomous Noetherian boundary-value problem for a system of ordinary differential equations in the
case of parametric resonance. As an example of application of the constructed iterative algorithm,
we determine approximate solutions of the periodic boundary-value problem for the autonomous
Duffing-type equation with parametric perturbation.
Одержано конструктивнi умови розв’язностi та схему побудови розв’язкiв нелiнiйної автономної
крайової задачi у випадку параметричного резонансу. Побудовано збiжну iтерацiйну схему для
знаходження наближень до розв’язкiв нелiнiйної автономної нетерової крайової задачi для системи
звичайних диференцiальних рiвнянь у випадку параметричного резонансу. Як приклад застосуван-
ня побудованої iтерацiйної схеми отримано наближення до розв’язкiв перiодичної крайової задачi
для автономного рiвняння типу Дюффiнга з параметричним збуренням.

1. Постановка задачi. Дослiджено задачу про знаходження розв’язкiв [1 – 3]

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b(ε)], z(t, ·) ∈ C[0, ε0], b(ε), h(ε) ∈ C[0, ε0]

автономної системи звичайних диференцiальних рiвнянь у випадку параметричного резо-
нансу [4 – 6]

dz

dt
= Az + f + εZ(z, h(ε), ε), (1)

якi задовольняють крайову умову

`z(·, ε) = α+ ε J(z(·, ε), h(ε), ε), α ∈ Rm. (2)
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Розв’язки нетерової (m 6= n) крайової задачi (1), (2) будемо шукати в малому околi роз-
в’язку

z0(t) ∈ C1[a, b0], b0 = b(0), h0 = b(0) ∈ Rq

породжуючої задачi

dz0

dt
= Az0 + f, f ∈ Rn, `z0(·) = α. (3)

Тут A — стала (n× n)-вимiрна матриця, Z(z, h(ε), ε) — нелiнiйна вектор-функцiя, непе-
рервно диференцiйовна за невiдомими z(t, ε) i h(ε) в малому околi розв’язку породжу-
ючої задачi та неперервно диференцiйовна за малим параметром ε на вiдрiзку [0, ε0];
`z(·, ε) — лiнiйний та J(z(·, h(ε), ε), ε) — нелiнiйний векторний функцiонали `z(·, ε),
J(z(·, h(ε), ε), ε) : C[a, b(ε)] → Rm, причому другий функцiонал неперервно диференцiйов-
ний за невiдомою z(t, ε) i h(ε) у малому околi розв’язку породжуючої задачi та за малим
параметром ε у малому околi розв’язку породжуючої задачi на вiдрiзку [0, ε0]. Постав-
лена задача узагальнює традицiйнi перiодичнi крайовi задачi у випадку параметричного
резонансу [4, 5] на випадок нетерової крайової задачi та продовжує дослiдження автоном-
ної нетерової крайової задачi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь у випадку
параметричного резонансу [6].

2. Рiвняння для породжуючих констант крайової задачi (1), (2). У критичному випадку
(PQ∗ 6= 0) за умови

PQ∗
d
{α− `K[f ](·)} = 0 (4)

породжуюча задача (3) має сiм’ю розв’язкiв [1]

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f ;α](t), Xr(t) = X(t)PQr , cr ∈ Rr,

де Q := `X(·) — (m× n)-вимiрна матриця,

rankQ = n1, n− n1 = r,

PQ∗ — (m×m)-вимiрна матриця-ортопроектор

PQ∗ : Rm → N
(
Q∗
)
,

X(t) — нормальна (X(a) = In) фундаментальна матриця однорiдної частини диференцi-
альної системи (3); PQr — (n×r)-вимiрна матриця, що складається з r лiнiйно незалежних
стовпцiв (n× n)-вимiрної матрицi-ортопроектора PQ : Rn → N(Q);

G[f ;α](t) = X(t)Q+
{
α− `K[f ](·)

}
+K[f ](t)

— узагальнений оператор Грiна задачi (3), Q+ — псевдообернена матриця за Муром –
Пенроузом [1],

K[f ](t) = X(t)

t∫
a

X−1(s)fds
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— оператор Грiна задачi Кошi для диференцiальної системи (3), In — одинична (n× n)-
вимiрна матриця; матриця PQ∗

d
складається з d лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-

ортопроектора PQ∗
d
. У критичному випадку задача (1), (2) суттєво вiдрiзняється вiд анало-

гiчних неавтономних крайових задач; на вiдмiну вiд останнiх, правий кiнець b(ε) промiжку
[a, b(ε)], на якому визначений розв’язок задачi (1), (2), невiдомий i пiдлягає знаходженню
в процесi побудови розв’язку. Здiйснюючи в задачi (1), (2) замiну незалежної змiнної [3]

t = a+ (τ − a)(1 + εβ(ε)), b(ε) = b∗ + ε
(
b∗ − a

)
β(ε), β(ε) ∈ C[0, ε0], β(0) = β∗,

приходимо до задачi про вiдшукання розв’язкiв

z(·, ε) ∈ C1[a, b0], z(τ, ·) ∈ C[0, ε0], β(ε), h(ε) ∈ C[0, ε0]

системи диференцiальних рiвнянь

dz(τ, ε)

dτ
= Az(τ, ε) + f + εZ(z(τ, ε), h(ε), ε) + εβ(ε)

[
Az(τ, ε) + εZ(z(τ, ε), h(ε), ε)

]
,

якi задовольняють крайову умову

`z(·, ε) = α+ ε J(z(·, ε), h(ε), ε) + εβ(ε)
[
α+ ε J(z(·, ε), h(ε), ε)

]
.

Далi, здiйснюючи замiну невiдомої

z(τ, ε) = z0(τ, cr) + x(τ, ε), h(ε) = h0 + µ(ε), β(ε) = β0 + η(ε),

приходимо до задачi про вiдшукання розв’язкiв

x(·, ε) ∈ C1[a, b0], x(τ, ·) ∈ C[0, ε0], µ(ε), η(ε) ∈ C[0, ε0]

системи диференцiальних рiвнянь

dx(τ, ε)

dτ
= Ax(τ, ε) + ε Y

(
z0(τ, cr) + x(τ, ε), h0 + µ(ε), β0 + η(ε), ε

)
, (5)

якi задовольняють крайову умову

`x(·, ε) = εH(z0(·, cr) + x(·, ε), h0 + µ(ε), β0 + η(ε), ε); (6)

тут

Y
(
z0(τ, cr) + x(τ, ε), h0 + µ(ε), β0 + η(ε), ε

)
:=

:= (1 + εβ(ε))Z (z0(τ, cr) + x(τ, ε), h0 + µ(ε), ε) + β(ε)A (z0(τ, cr) + x(τ, ε)) ,

H
(
z0(·, cr) + x(·, ε), h0 + µ(ε), β0 + η(ε), ε

)
:=

:= (1 + εβ(ε)) J (z0(·, cr) + x(·, ε), h0 + µ(ε), ε) + αβ(ε) : C[a, b0]→ Rm.

У критичному випадку (PQ∗ 6= 0) за умови (4) крайова задача (5), (6) розв’язна за умови

PQ∗
d

{
H(z0(·, cr) + x(·, ε), h0 + µ(ε), η(ε), ε)−
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− `K
[
Y (z0(τ, cr) + x(τ, ε), h0 + µ(ε), β0 + η(ε), ε)

]
(·)
}

= 0.

Позначимо вектори

č0 :=

crβ0

h0

 ∈ Rr+q+1, č∗0 :=

c∗rβ∗0
h∗0

 ∈ Rr+q+1, č(ε) :=

cr(ε)µ(ε)
η(ε)

 ∈ Rr+q+1.

Внаслiдок неперервностi по z, β i по h нелiнiйної функцiї Y (z, β(ε), h(ε), t, ε) та нелiнiйно-
го векторного функцiоналу H(z(·, ε), h(ε), β(ε), ε) в малому околi розв’язку породжуючої
задачi (3), початкового значення h0 функцiї h(ε) i початкового значення β0 функцiї β(ε)
одержуємо рiвняння

F(č0) := PQ∗
d

{
αβ0 + J(z0(·, cr), h0, 0)− `K

[
β0Az0(s, cr) + Z(z0(s, cr), h0, s, 0)

]
(·)
}

= 0.

Необхiднi умови iснування розв’язку автономної нетерової крайової задачi (1), (2) у випадку
параметричного резонансу визначає лема, яка є узагальненням вiдповiдного твердження
[1, 3] на випадок параметричного резонансу, а також [6] на випадок автономної крайової
задачi (1), (2):

Лема. Нехай нетерова (m 6= n) крайова задача (1), (2) являє собою критичний
(
PQ∗ 6= 0

)
випадок i виконано умову розв’язностi (4) породжуючої задачi (3). Припустимо також, що в
малому околi породжуючого розв’язку z0

(
t, c∗r

)
∈ C1

[
a, b∗

]
слабконелiнiйна крайова задача (1),

(2) має розв’язок

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b(ε)], z(t, ·) ∈ C[0, ε0], b(ε), h(ε) ∈ C[0, ε0];

при цьому в достатньо малому околi вектора h∗0 iснує власна функцiя h(ε). Тодi має мiсце
рiвнiсть

F
(
č∗0
)

= 0. (7)

Аналогiчно з нетеровими слабконелiнiйними крайовими задачами в критичному ви-
падку [1, 3], а також перiодичними крайовими задачами [5] рiвняння (7) будемо називати
рiвнянням для породжуючих констант задачi (1), (2) у випадку параметричного резонансу.

3. Достатня умова. Припустимо, що рiвняння (7) має дiйснi коренi. Фiксуючи один iз
розв’язкiв č∗0 ∈ Rr+q+1 рiвняння (7), одержуємо задачу про вiдшукання розв’язкiв

x(·, ε) ∈ C1[a, b0], x(τ, ·) ∈ C[0, ε0], µ(ε), η(ε) ∈ C[0, ε0]

задачi (5), (6) в околi породжуючого розв’язку

z0

(
t, c∗r

)
= Xr(t)c

∗
r +G[f ;α](t), c∗r ∈ Rr,

а також функцiй

h(ε) := h∗0 + µ(ε), β(ε) = β∗0 + η(ε), µ(ε), η(ε) ∈ C[0, ε0]

в околi точок h∗0 i β∗0 . У малому околi породжуючого розв’язку z0

(
τ, c∗r

)
, а також в околi

точок h∗0 i β∗0 має мiсце розклад

Y
(
z0

(
τ, c∗r

)
+ x(τ, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε

)
= Y

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0 , 0
)

+

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2020, т. 23, № 1



138 С. М. ЧУЙКО, О. В. НЄСМЄЛОВА, О. С. ЧУЙКО

+A1

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
x(τ, ε) +A2

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
µ(ε)+

+A3

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
η(ε) +A0

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
ε+R (z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε),

де

A0

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
:=

∂Y (z, h, β, ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0

,

A1

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
:=

∂Y (z, h, β, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0

,

A2

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
:=

∂Y (z, h, β, ε)

∂h

∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0

,

A3

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
:=

∂Y (z, h, β, ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0

.

Залишок
R
(
z0

(
τ, c∗r

)
+ x(τ, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε

)
розкладу функцiї

Y
(
z0

(
τ, c∗r

)
+ x(τ, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε

)
в околi породжуючого розв’язку z0

(
τ, c∗r

)
, а також в околi точок h∗0 i β∗0 бiльш високого

порядку малостi по x(τ, ε), µ(ε) i η(ε), нiж першi п’ять членiв розкладу, тому

R(z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0
ε=0

≡ 0,

∂R(z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0
ε=0

≡ 0,

∂R(z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε)

∂h

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0
ε=0

≡ 0,
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∂R(z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0
ε=0

≡ 0,

∂R(z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0
ε=0

≡ 0.

Аналогiчно, в малому околi породжуючого розв’язку z0

(
τ, c∗r

)
, а також в околi точок h∗0 i

β∗0 має мiсце розклад

H
(
z0

(
·, c∗r

)
+ x(·, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε

)
=

= H
(
z0

(
·, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0 , 0
)

+ `1x(·, ε) + `2
(
z0

(
·, c∗r

))
µ(ε) + `3

(
z0

(
·, c∗r

))
η(ε)+

+ ε `0
(
z0

(
·, c∗r

))
+H1

(
z0

(
·, c∗r

)
+ x(·, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε

)
,

де

`0
(
z0

(
·, c∗r

))
:=

∂H(z(·, ε), h, β, ε)
∂ε

∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0

,

`1x(·, ε) :=
∂H(z(·, ε), h, β, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0

,

`2
(
z0

(
·, c∗r

))
:=

∂H(z(·, ε), h, β, ε)
∂h

∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0

,

`3
(
z0

(
·, c∗r

))
:=

∂H(z(·, ε), h, β, ε)
∂β

∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0

.

Залишок
H1

(
z0

(
·, c∗r

)
+ x(·, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε

)
розкладу функцiоналу

H
(
z0

(
·, c∗r

)
+ x(·, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε

)
в околi породжуючого розв’язку z0

(
τ, c∗r

)
, а також в околi точок h∗0 i β∗0 бiльш високого
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порядку малостi по x(τ, ε), µ(ε) i η(ε), нiж першi п’ять членiв розкладу, тому

H1(z(·, ε), h(ε), β(ε), ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0
ε=0

≡ 0,

∂H1(z(·, ε), h(ε), β(ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0
ε=0

≡ 0,

∂H1(z(·, ε), h(ε), β(ε), ε)

∂h

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0
ε=0

≡ 0,

∂H1(z(·, ε), h(ε), β(ε), ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0
ε=0

≡ 0,

∂H1(z(·, ε), h(ε), β(ε), ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z=z0(τ,c∗r)
h=h∗0
β=β∗

0
ε=0

≡ 0.

Позначимо (d× (r + q + 1))-вимiрну матрицю

C0

(
č∗0
)

:= PQ∗
d

{
`1Xr(·)− `K

[
A1

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
Xr(τ)

]
(·);

`3
(
z0

(
·, c∗r

))
− `K

[
A3

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

) ]
(·);

`2
(
z0

(
·, c∗r

))
− `K

[
A2

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

) ]
(·)
}
.

Для знаходження функцiй cr(ε), µ(ε) та η(ε) одержуємо рiвняння

C0

(
č∗0
)
č(ε) = −PQ∗

d

{
`1x

(1)(·, ε) + ε `0
(
z0

(
·, c∗r

))
+

+H1

(
z0

(
·, c∗r

)
+ x(·, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε

)
−

− `K
[
A1

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
x(1)(ε, ε) +

+ εA0

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
+R(z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε)

]
(·)
}
.
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Таким чином, за умови
PC∗

0 (č∗0)PQ∗
d

= 0

задача (1), (2) має принаймнi один розв’язок i власну функцiю, якi визначає операторна
система

z(τ, ε) = z0

(
τ, c∗r

)
+ x(τ, ε), β(ε) = β∗0 + η(ε),

x(τ, ε) = Xr(τ)cr(ε) + x(1)(τ, ε), h(ε) = h∗0 + µ(ε),

x(1)(τ, ε) = εG
[
Y
(
z0

(
s, c∗r

)
+ x(s, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε

)
;

H
(
z0

(
·, c∗r

)
+ x(·, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε

) ]
(τ),

(8)

č(ε) = −C+
0 (č0)PQ∗

d

{
`1x

(1)(·, ε) + ε `0
(
z0

(
·, c∗r

))
+

+H1

(
z0

(
·, c∗r

)
+ x(·, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε

)
−

− `K
[
A1

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
x(1)(ε, ε) +

+ εA0

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
+R(z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε)

]
(·)
}
.

Тут PC∗
0 (č∗0) — (d× d)-вимiрна матриця-ортопроектор

PC∗
0 (č∗0) : Rd → N

(
C∗0 (č0)

)
,

C+
0 (č∗0) —псевдообернена за Муром –Пенроузом матриця [1]. Для побудови наближеного

розв’язку операторної системи (8) у випадку PC∗
0
PQ∗

d
= 0 можна використатиметодпростих

iтерацiй [1, 6].
Таким чином, доведено таку теорему.
Теорема. Нехай для крайової задачi (1), (2) має мiсце критичний випадок PQ∗ 6= 0 i

виконано умову розв’язностi (4) породжуючої задачi (3). Тодi для кожного кореня č0 ∈ Rr+q+1

рiвняння для породжуючих констант (7) за умови

PC∗
0 (č∗0)PQ∗

d
= 0

в малому околi розв’язку z0

(
t, c∗r

)
, а також в околi точок h∗0 i β∗0 крайова задача (1), (2) має

принаймнi один розв’язок

z(·, ε) ∈ C1[a, b(ε)], z(t, ·) ∈ C[0, ε0], h(ε), β(ε) ∈ C[0, ε0]

який визначається операторною системою (8). Для побудови розв’язку операторної систе-
ми (8) для ε ∈

[
0, ε∗

]
можна використати iтерацiйну схему

zk+1(τ, ε) = z0

(
τ, c∗r

)
+ xk+1(τ, ε), βk+1(ε) = β∗0 + ηk+1(ε),

xk+1(τ, ε) = Xr(τ)crk+1
(ε) + x

(1)
k+1(τ, ε), hk+1(ε) = h∗0 + µk+1(ε),
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x
(1)
k+1(τ, ε) = εG

[
Y
(
z0

(
s, c∗r

)
+ xk(s, ε), h

∗
0 + µk(ε), β

∗
0 + ηk(ε), ε

)
;

H
(
z0

(
·, c∗r

)
+ xk(·, ε), h∗0 + µk(ε), β

∗
0 + ηk(ε), ε

) ]
(τ),

čk+1(ε) = −C+
0

(
č∗0
)
PQ∗

d

{
`1x

(1)
k+1(·, ε) + ε `0

(
z0

(
·, c∗r

))
+

+H1

(
z0

(
·, c∗r

)
+ xk(·, ε), h∗0 + µk(ε), β

∗
0 + ηk(ε), ε

)
−

− `K
[
A1

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
x

(1)
k+1(ε, ε) + εA0

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
+

+R(zk(τ, ε), hk(ε), βk(ε), ε)
]
(·)
}
, k = 0, 1, 2, . . . .

Довжину вiдрiзка
[
0, ε∗

]
, на якому можна використати метод простих iтерацiй, можна

оцiнити як iз умови стискання оператора, який визначається системою (8) аналогiчно [7, 8],
так i за допомогою мажоруючих рiвнянь Ляпунова [1, 9].

Приклад. Умови доведеної теореми виконуються у випадку автономної перiодичної
задачi для рiвняння типу Дюффiнга з параметричним збуренням

y′′ + y = εy3 + εh(ε)
(
y′ + y′

3)
. (9)

Вiдмiтимо, що на вiдмiну вiд статтi [6] рiвняння типу Дюффiнга (9) з параметричним
збуренням є автономним. Рiвняння (9) зводиться до вигляду (1) при

z(t, ε) =

[
z(a)(t, ε)

z(b)(t, ε)

]
, A =

[
0 1

−1 0

]
,

Z(z(t, ε), h(ε), t, ε) =

[
0

h(ε)z(b)(t, ε) + h(ε)
(
z(b)(t, ε)

)3
+
(
z(a)(t, ε)

)3
]
.

Породжуюча перiодична задача для рiвняння типу Дюффiнга (9) з параметричним збурен-
ням розв’язна i, за вiдповiдної фiксацiї початку вiдлiку незалежної змiнної, має загальний
розв’язок [2]

z0(t, cr) = Xr(t) cr, Xr(t) =

[
cos t

− sin t

]
, cr ∈ R1.

Рiвняння для породжуючих констант (7) у випадку перiодичної задачi для рiвняння типу
Дюффiнга (9) з параметричним збуреннямπcr

(
3 c2

r − 8β0

)
= 0,

πcrh0

(
3 c2

r + 4
)

= 0

має корiнь
c∗r =

1

10
, β∗0 =

3

800
, h∗0 = 0,

якому вiдповiдає матриця повного рангу

C0

(
č∗0
)

=
π

4000

[
0 −800 0

403 0 403

]
.
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Таким чином, вiдповiдно до доведеної теореми автономна перiодична задача для рiв-
няння типу Дюффiнга (9) з параметричним збуренням розв’язна. Перше наближення до
розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (9)

y1(τ, ε) = cr1(ε) cos τ + y
(1)
1 (τ, ε), h1(ε) = h∗0 + µ1(ε)

визначають функцiї
y

(1)
1 (τ, ε) =

ε

32 000
(cos τ − cos 3τ) ,

а також

cr1(ε) ≈ 19 ε

64000
+

821 ε2

819 200 000
− 9 891 ε3

2 621 440 000 000
+

1 882 967 ε4

134 217 728 000 000 000
−

− 22 550 643 ε5

429 496 729 600 000 000 000
+ . . . , µ1(ε) = 0, η1(ε) = 0.

Знайденi два наближення до перiодичного розв’язку рiвняння типу Дюффiнга (9) з пара-
метричним збуренням i функцiї h(ε) характеризують нев’язки

∆k(ε) =
∥∥∥y′′k(t, ε) + yk(t, ε)− ε y3

k(t, ε)−

− ε hk(ε) y′k(t, ε)− ε hk(ε) y′
3
k(t, ε)

∥∥∥
C[0;2π(1+εβk(ε))]

, k = 0, 1.

Зокрема, при ε = 0, 1 маємо

∆0(0, 1) ≈ 0,000 025, ∆1(0, 1) ≈ 5,85 895× 10−9.

Зазначимо, що, як i у випадку нетерових крайових задач, а також критичних перiодич-
них задач за вiдсутностi параметричного резонансу, для автономної нетерової крайової
задачi (1), (2) у випадку параметричного резонансу має мiсце рiвнiсть, аналогiчна [1, 9]

C0

(
č∗0
)

= F ′č(ε) (č(ε))
∣∣∣
č(ε)=č∗0

.

Дiйсно,

F ′č(ε)
(
č(ε)

)∣∣∣
č(ε)=č∗0

=
∂

∂č(ε)
PQ∗

d

{
H(z0(·, cr) + x(·, ε), h0 + µ(ε), η(ε), ε)−

− `K [Y (z0(τ, cr) + x(τ, ε), h0 + µ(ε), β0 + η(ε), ε)] (·)
}∣∣∣
č(ε)=č∗0

=

=
∂

∂č(ε)
PQ∗

d

{
H
(
z0

(
·, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0 , 0
)

+ `1x(·, ε) +

+ `2
(
z0

(
·, c∗r

))
µ(ε) + `3

(
z0

(
·, c∗r

))
η(ε)+

+ ε `0
(
z0

(
·, c∗r

))
+H1 (z(·, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε)

}
−

− `K
[
Y
(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0 , 0
)

+A1

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
x(τ, ε) +
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+A2

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
µ(ε) +A3

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
η(ε)+

+A0

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
ε+R(z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε)

]
(·)
}∣∣∣
č(ε)=č∗0

=

= PQ∗
d

{
`1Xr(·)− `K

[
A1

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

)
Xr(τ)

]
(·);

`3
(
z0

(
·, c∗r

))
− `K

[
A3

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

) ]
(·);

`2
(
z0

(
·, c∗r

))
− `K

[
A2

(
z0

(
τ, c∗r

)
, h∗0, β

∗
0

) ]
(·)
}

= C0

(
č∗0
)
.

У випадку параметричного резонансу доведена теорема є узагальненням вiдповiдних твер-
джень [10]. Використанi при доведеннi теореми розклади нелiнiйностей автономної нете-
рової крайової задачi (1), (2) у випадку параметричного резонансу суттєво вiдрiзняються
вiд вiдповiдних розкладiв [1, 9] вiдмiннiстю вiд нуля значення малого параметра в усiх
членах розкладу.

Для знаходження розв’язку операторної системи (8) у випадку PC∗
0
PQ∗

d
= 0 можна ви-

користати метод Ньютона [11, 12]. Зокрема, при знаходженнi наближень до перiодичного
розв’язку рiвняння типу Дюффiнга (9) з параметричним збуренням i функцiї h(ε) з вико-
ристанням методу Ньютона [12] вiдсутня проблема появи вiкових членiв у наближень до
перiодичного розв’язку рiвняння типу Дюффiнга (9).
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