
УДК 517.9

ФУНКЦIЇ З IЗОЛЬОВАНИМИ КРИТИЧНИМИ ТОЧКАМИ
НА МЕЖI НЕОРIЄНТОВАНОЇ ПОВЕРХНI
Б. I. Гладиш
Київ. нац. ун-т iм. Т. Шевченка
просп. акад. Глушкова, 4е, Київ, 03127, Україна
e-mail: biv92@ukr.net,

bohdanahladysh@gmail.com

We consider simple smooth functions with isolated critical points on the boundary of a smooth compact
connected nonoriented surface with one component of the boundary which are also isolated critical points
of the corresponding restrictions of the functions to the boundary. For the subsequent classification, we
introduce the notion of a chord diagram of a saddle critical level. We give conditions of the topological
equivalence in terms of chord diagrams. By using the obtained results, we determine the number of
the mentioned functions on nonoriented surfaces of genuses 1, 2, and 3 to within layer and topological
equivalences.

Розглядаються простi гладкi функцiї з iзольованими критичними точками на межi гладкої ком-
пактної зв’язної неорiєнтованої поверхнi з однiєю компонентою межi, якi є також iзольованими
критичними точками вiдповiдних обмежень функцiй на межу. Для подальшої класифiкацiї фор-
мулюється поняття хордової дiаграми сiдлового критичного рiвня. Наводяться умови топологiчної
еквiвалентностi в термiнах хордових дiаграм та, з використанням отриманих результатiв, виво-
диться число зазначених функцiй на неорiєнтованих поверхнях роду 1, 2 i 3 з точнiстю до пошарової
та топологiчної еквiвалентностей.

1. Вступ. Повна топологiчна класифiкацiя є базовою задачею топологiчних дослiджень.
Класичними роботами з дослiдження топологiчних властивостейфункцiй є працiМ.Морса
[1], Г. Рiба [2],А.С.Кронрода [3],О.О.Пришляка [4], В. В.Шарка [5] та iн. [6 – 8]. Так, Г. Рiб
та А. С. Кронрод побудували граф, який дозволяє класифiкувати простi функцiї Морса на
замкненiй поверхнi, а О. В. Болсинов та А. Т. Фоменко [8] ввели поняття атома та f-атома,
розглядаючи для цього пошарову та пошарово оснащену еквiвалентностi. На орiєнтованих
поверхнях класифiкацiя функцiй задає класифiкацiю гамiльтонових динамiчних систем.

Багато робiт присвячено топологiчним властивостям простих функцiй (iз однiєю кри-
тичною точкою на кожному критичному рiвнi) на поверхнях з межею (див., наприклад,
[9 – 14]).

У роботi [11] розглянуто простi функцiї Морса з критичними точками на межi, якi є
також невиродженими критичними точками обмеження функцiй на межу поверхнi (так
званi mm-функцiї), а роботу [13] присвячено топологiчнiй еквiвалентностi простих функ-
цiй з iзольованими критичними точками на межi поверхнi M, якi є також iзольованими
критичними точками обмеження функцiй на межу поверхнi (функцiї класу Ω(M)). Основ-
ними результатами праць [11, 13] є топологiчне представлення в околi сiдлової критичної
точки mm-функцiй i функцiй класу Ω(M) вiдповiдно, якi є в свою чергу узагальненням ре-
зультатiв, отриманих у [1, 15]. Також важливим є питання мiнiмальностi числа критичних
точок функцiї на заданому многовидi (оптимальнiсть функцiї). Для mm-функцiй у [11]
отримано число критичних точок на поверхнi роду g з k компонентами межi. Доведено
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критерiй оптимальностi функцiї класу Ω(M) на зв’язнiй поверхнi M iз зв’язною межею
[13]. Iнструментом для побудови критерiїв топологiчної еквiвалентностi часто виступа-
ють хордовi дiаграми з певними властивостями (див. [13, 16, 17]), якi суттєво спрощують
подальшi обчислення для фiксованих поверхонь.

Дана робота є продовженням [13] у випадку неорiєнтованої зв’язної поверхнi з однiєю
компонентою межi. Основною метою є опис хордових дiаграм сiдлового критичного рiв-
ня та знаходження з їхньою допомогою числа пошарово та топологiчно нееквiвалентних
оптимальних функцiй у випадку поверхонь роду 1, 2 i 3.

2. Локальна класифiкацiя: попереднi вiдомостi. Нехай M — гладка компактна зв’язна
поверхня з межею ∂M i f : M → R — гладка функцiя, задана на M зi скiнченним числом
критичних точок, якi належать ∂M. З компактностi поверхнi M маємо, що скiнченнiсть
числа критичних точок рiвносильне їхнiй iзольованостi.

Введемо такi позначення:
f |∂M — обмеження функцiї f на межу ∂M поверхнi M ;
Ω(M) — множина гладких функцiй, заданих на поверхнi M, всi критичнi точки яких

є iзольованими, належать межi i також є iзольованими критичними точками вiдповiдних
обмежень функцiй на ∂M, тобто

Ω(M) =
{
f : M → R | f ∈ C∞(M), CP (f) = ICP (f) = ICP (f |∂M )

}
,

де CP (f) (ICP (f)) — множина (iзольованих) критичних точок функцiї f.
Означення 2.1. Гладкi функцiї f i g, заданi на гладких компактних поверхнях M i N

вiдповiдно, називаються пошарово (пошарово оснащено) еквiвалентними, якщо iснує гомео-
морфiзм λ : M → N такий, що переводить компоненти лiнiї рiвня функцiї f у компоненти
лiнiї рiвня функцiї g (зберiгаючи при цьому напрямки зростання функцiй).

Означення 2.2. Гладкi функцiї f i g, заданi на поверхнях M i N вiдповiдно, називати-
мемо топологiчно еквiвалентними, якщо iснують гомеоморфiзми h1 : M → N i h2 : R → R
такi, що h2 ◦ f = g ◦ h1 та h2 зберiгає орiєнтацiю прямої R.

Означення 2.3. Iзольовану критичну точку, яка не є точкою локального мiнiмуму або
максимуму, називатимемо сiдловою.

Теорема 2.1 [13]. Нехай f ∈ Ω(M). Тодi мають мiсце такi твердження:
1) в околi локального мiнiмуму функцiя f топологiчно еквiвалентна функцiї x2 + y2,

y ≥ 0;
2) в околi локального максимуму функцiя f топологiчно еквiвалентна функцiї −x2 − y2,

y ≥ 0;
3) нехай p0 —сiдлова критична точка функцiї f ; тодi iснує окiл U(p0) точки p0 такий,

що обмеження f |U(p0) є топологiчно еквiвалентним функцiї g(x, y) = Re (x + iy)k, y ≥ 0,
заданiй у деякому околi точки (0, 0), для деякого натурального k.

Окремо розглянемо випадки рiзних значень k у формулi f(x, y) = Re (x + iy)k, y ≥ 0,
та вiдповiдної структури околу U(p0) точки p0 :

а) k = 1: f(x, y) = x, y ≥ 0, U(p0) має два сектори зi спiльною межею (рис. 1(1));
б) k = 2: f(x, y) = Re (x+iy)2 = x2−y2, y ≥ 0, i рiвень функцiї f(x, y) = 0 складається

з двох променiв y = x, y ≥ 0, та y = −x, y ≥ 0 (рис. 1(2));
в) k = 3: f(x, y) = Re (x+ iy)3 = x3 − 3xy2, y ≥ 0; лiнiї рiвня функцiї f зображенi на

рис. 1(3), а критичний рiвень f(x, y) = 0 мiстить три променi x = 0, y ≥ 0, y =
x√
3
, y ≥ 0,

i y = − x√
3
, y ≥ 0 ;
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г) k = 4: f(x, y) = Re (x + iy)4 = x4 − 4x2y2 + y4, y ≥ 0, i лiнiя рiвня f(x, y) = 0

складається з чотирьох променiв y = x
√

2 +
√

3, y ≥ 0, y = x
√

2−
√

3, y ≥ 0, y =

= −x
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3, y ≥ 0, i y = −x
√
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3, y ≥ 0 (рис. 1(4));
д) k = 2n+1: f(x, y) = Re (x+iy)2n+1 =

∑n

j=0
(−1)jC2j

2n+1x
2n+1−2jy2j , y ≥ 0 (рис. 2(1));

е) k = 2n : f(x, y) = Re (x+ iy)2n =
∑n

j=0
(−1)jC2j

2nx
2n−2jy2j , y ≥ 0 (рис. 2(2)).

Означення 2.4. Розглянемо окiл критичного рiвня c функцiї f, який позначимо через
V = {x|c− ε ≤ f(x) ≤ c+ ε}. Тодi атом (f-атом) визначається як клас пошарової (пошарово
оснащеної) еквiвалентностi пари (U, f |U ), де U — об’єднання компонент лiнiйної зв’язностi
множини V, якi мiстять критичнi точки.

Кожному атому вiдповiдають два f-атоми, якi отримуються один з одного замiною
знака функцiї.

Означення 2.5. Функцiя, яка має не бiльше однiєї критичної точки на кожному рiвнi,
називається простою.

Означення 2.6. Атом, f-атом називається простим, якщо вiн мiстить одну критичну
точку.

Оскiльки всi функцiї, якi будуть розглядатися в даному та наступних пунктах статтi, є
простими, то в подальшому кожен розглянутий атом та f-атом також будуть простими.

Надалi будемо вважати, що f(p0) = 0, де p0 — сiдлова критична точка функцiї
f ∈ Ω(M). Тодi з теореми 2.1 отримаємо представлення (з точнiстю до топологiчної еквi-
валентностi) функцiї f ∈ Ω(M) в околi точки p0 у виглядi f(x, y) = Re (x + iy)k, y ≥ 0,
для деякого натурального k > 1.
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Рис. 3

Слiд зауважити, що в означеннi f-атома пошарово означена еквiвалентнiсть може бути
замiнена на топологiчну, оскiльки розглядаються простi функцiї.

Розглянемо окiл критичної точки p0, обмежений f−1(−ε), f−1(ε) для деякого достат-
ньо малого ε > 0, траєкторiями поля градiєнта та межею ∂M. Частини поверхнi, для яких
f > 0 i f < 0, називатимемо додатними i вiд’ємними секторами функцiї f. Цi сектори
зображатимемо заштрихованими i незаштрихованими вiдповiдно. Отримана поверхня має
структуру (2k+2)-кутника. Якщо розглянутий окiл розширити до околу критичного рiвня,
то отримаємо окiл, гомеоморфний багатокутнику зi склеєними за лiнiйним гомеоморфiз-
мами сторонами (наприклад, на рис. 3 сторона BC приклеюється до сторони FG).

Так, кожен атом має структуру багатокутника, який зображений на одному з рис. 2(1),
2(2) зi склеєними сторонами.

Поставимо у вiдповiднiсть описаному вище багатокутнику коло з вiдмiченими точками.
Колу вiдповiдатиме межа багатокутника, а вiдмiченим точкам — точки на межi, якi

належать перетину заштрихованих i незаштрихованих секторiв, тобто вiдмiченi точки
належать критичному рiвню функцiї.

Вiдмiченi точки з’єднаємо хордою тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi сторони багато-
кутника склеюються при збiльшеннi околу. Таким чином, отримаємо коло з вiдмiченими
точками i хордами з вершинами в цих точках.

Зауважимо, що в орiєнтованому випадку хорди вiдповiдали приклейцi до багатокут-
ника тiльки неперекручених прямокутникiв, що рiвносильно рiзнiй парностi кiнцiв хорд.
У випадку неорiєнтованої поверхнi можливим є варiант перекрученого прямокутника, що
рiвносильно однаковiй парностi кiнцiв хорд. Тому немає строгої необхiдностi видiлення для
хорд, якi вiдповiдають перекрученим прямокутникам, окремого позначення, але, з iншого
боку, для кращого сприйняття рисункiв такi хорди будемо зображати так, як це зробле-
но на рис. 4. Хорди, якi вiдповiдають неперекрученим (перекрученим) прямокутникам,
називатимемо хордами 1-го (2-го) типу.

Надалi зафiксуємо орiєнтацiю на межi для того, щоб пронумерувати вiдмiченi точки
на колi. При змiнi орiєнтацiї отримаємо атом, рiвний початковому. Далi, пронумеруємо
вiдмiченi точки таким чином: точку на колi, яка вiдповiдає критичнiй точцi p0, позначимо
через Q0, а iншi точки — вiдповiдно до орiєнтацiї межi, починаючи вiд Q1 i до Qk, при
цьому точка Q0 розглядається як точка вiдлiку. Точки Q0, Q1, . . . , Qk розбивають коло на
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Рис. 4

Рис. 5

k+1 товстих i тонких дуг, якi вiдповiдають секторам додатних i вiд’ємних значень функцiї
(див. рис. 5).

Так, кожен f-атом може бути визначений за допомогою кола з k вiдмiченими точками
та точкою Q0, l хордами, для деякого l ∈

{
0, 1, 2, . . . ,

[
k

2

]}
(серед яких немає петель),

якщо додатково розглянути фiксоване розбиття дуг таке, що кожнi двi дуги зi спiльною
вершиною (можливо, окрiм тих, якi мiстять вершину Q0 ) є рiзної товщини (таких розбиттiв
є рiвно два). Тому коло з описаними вище елементами (побудоване з f-атома функцiї)
називатимемо хордовою дiаграмою сiдлового критичного рiвня функцiї.

Зауважимо, що таким чином визначена хордова дiаграма сiдлового критичного рiвня
функцiї задає f-атом. Якщо ж не фiксувати розбиття дуг, то вона буде задавати атом.

Означення 2.7. Оснащеною хордовою дiаграмою називатимемо коло, яке мiстить такi
елементи:

1) вiдмiченi точки, якi є пронумерованими i серед яких видiлена одна точка;
2) хорди з кiнцями у вiдмiчених точках, окрiм видiленої точки;
3) розбиття дуг кола на товстi i тонкi таке, що кожнi двi дуги (можливо, окрiм тих,

якi мiстять видiлену точку) є рiзної товщини.
Пронумеруємо вiдмiченi точки оснащеної хордової дiаграми вiд 0 до k (для деякого нату-

рального k ) за годинниковою стрiлкою, починаючи з видiленої точки. Тодi хорду називатиме-
мо хордою 1-го (2-го) типу, якщо вона з’єднує вiдмiченi точки з номерами рiзної (однакової)
парностi.

Кожна хордова дiаграма сiдлового критичного рiвня функцiї буде оснащеною хордовою
дiаграмою. Тому надалi всi поняття, визначенi для оснащених хордових дiаграм, будуть
заданi i для хордових дiаграм сiдлового критичного рiвня функцiї.
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Означення 2.8. Двi оснащенi хордовi дiаграми називаються еквiвалентними, якщо вони
можуть бути отриманi одна з другої за допомогою повороту або симетрiї i зберiгають при
цьому елементи 1) – 3) означення 2.7.

Означення 2.9. Вiльною вiдмiченою точкою на оснащенiй хордовiй дiаграмi називається
вiдмiчена точка, яка не є з’єднаною хордою з iншими вiдмiченими точками.

Означення 2.10. З оснащеної хордової дiаграми, яка мiстить (k+1)-ту вiдмiчену точку,
побудуємо пiдстановку τ (k) таку, що τ (k) мiстить цикл (ij) (для деяких i, j ∈ {1, 2, . . . , k})
тодi i тiльки тодi, коли вiдмiченi точки Qi i Qj з’єднанi хордою. Задана у такий спосiб пiд-
становка мiстить тiльки цикли довжини 2 i називається пiдстановкою склейки на множинi
{1, 2, . . . , k}.

Атом разом iз заданою пiдстановкою склейки τ (k) будемо позначати через Aτ (k) .
Зауважимо, що для хордової дiаграми сiдлового критичного рiвня функцiї рiвносиль-

ними є такi поняття: 1) неперекручений прямокутник; 2) хорда 1-го типу; 3) пiдстановка
(i, j) хордової дiаграми, в якiй i, j > 0 i мають рiзну парнiсть. Також поняття 2) i 3) є
рiвносильними для оснащеної хордової дiаграми.

Теорема 2.2 [13]. Кожен атом сiдлового критичного рiвня спiвпадає з атомом Aτ (k) для
деякої пiдстановки склейки τ (k) на множинi {1, 2, . . . , k} i ця пiдстановка задає склейку
сторiн атома.

3. Глобальна класифiкацiя: оптимальнi функцiї на неорiєнтованiй поверхнi з однiєю
компонентою межi. Далi розглянемо гладку поверхню M з однiєю компонентою межi ∂M
i просту гладку функцiю f ∈ Ω(M).

Означення 3.1. Функцiя f ∈ Ω(M) називається оптимальною на поверхнi, якщо вона
має найменше можливе число критичних точок на M серед усiх функцiй з Ω(M).

Теорема 3.1 [13]. Нехай f ∈ Ω(M) i M — зв’язна компактна поверхня зi зв’язною
межею, яка негомеоморфна двовимiрному диску. Тодi функцiя f є оптимальною тодi i тiльки
тодi, коли вона має рiвно три критичнi точки, двi з яких є точками мiнiмуму i максимуму,
а третя — сiдловою.

Зауважимо, що iснування гладкої функцiї з трьома критичними точками на гладкiй
(не)орiєнтованiй поверхнi M роду g випливає з рис. 6(1) (рис. 6(2), на якому зображена
хордова дiаграма (8g + 4)-кутника ((4g + 4)-кутника), якому вiдповiдає f-атом сiдлової
критичної точки гладкої функцiї.

У випадку двовимiрного диска оптимальна функцiя має двi критичнi точки i може бути
реалiзована за допомогою функцiї висоти.

Надалi припустимо, що критичнi значення оптимальної функцiї дорiвнюють −1, 0, 1
(це можна зробити, оскiльки iснує гомеоморфiзм прямої, який переводить три критичнi
значення функцiї у точки −1, 0, 1). Також, для спрощення викладок, на рисунках розбиття
дуг не будемо зображати (тобто всi дуги будуть однакової товщини), а за умовчанням
вважатимемо першу дугу злiва вiд точки Q0 товстою (що автоматично задає розбиття всiх
дуг оснащеної хордової дiаграми).

Оснащену хордову дiаграму можна розглядати як граф, вершинами якого є вiдмiченi
точки, а ребрами — дуги i хорди. Тодi для хордових дiаграм коректно заданим є поняття
шляху та сумiжностi дуг i хорд (як ребер графу).

Означення 3.2. Шлях мiж вiдмiченими точками на оснащенiй хордовiй дiаграмi назива-
ється правильним, якщо вiн задовольняє такi умови:

1) пiд час проходження цього шляху хорди i дуги чергуються;
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2) кожна хорда 1-го типу розбиває своїми кiнцями коло на двi частини i двi сумiжнi до
неї дуги лежать в однiй частинi;

3) для хорди 2-го типу сумiжнi дуги лежать у рiзних частинах по вiдношенню до її кiнцiв.
Означення 3.3. Правильний шлях мiж вiльними точками, який проходить через кожну

хорду по одному разу, називається повним шляхом.
Зауважимо, що поняття правильного шляху можна розглядати у бiльш загальному ви-

падку, а саме як шляху мiж вiдмiченими точками, але нас цiкавлять тiльки питання, пов’я-
занi з повним шляхом мiж вiльними точками хордової дiаграми. Також кожен правильний
шлях вiдповiдає компонентi додатної чи вiд’ємної частини межi атома.

Теорема 3.2. Хордова дiаграма сiдлового критичного рiвня оптимальної функцiї на не-
орiєнтованiй поверхнi з однiєю компонентою межi задовольняє такi умови:

1) iснує принаймнi одна хорда, яка роздiляє коло на двi частини, кожна з яких мiстить
непарне число вiдмiчених точок;

2) iснує рiвно два повнi шляхи мiж вiльними точками;
3) хордова дiаграма мiстить k+ 1 = 2n+ 2 вiдмiчених точок, де n — число хорд, i iснує

рiвно двi вiльнi точки, одна з яких — Q0.

Доведення. 1) Припустимо, що кожна хорда дiлить коло на дуги з парними числами
вiдмiчених точок. Тодi окiл вiдповiдної сiдлового критичного рiвня оптимальної функцiї
має вигляд багатокутника з приклеєними неперекрученими прямокутниками. Останнє
означає орiєнтованiсть поверхнi, що суперечить умовi. Отже, хордова дiаграма мiстить
хоча б одну хорду, яка роздiляє коло на дуги з непарними числами вiдмiчених точок.

2) Розглянемо такi бiєкцiї: а) мiж компонентами зв’язностi межi атома, на якихфункцiя
f набуває постiйних значень, та повними шляхами на хордовiй дiаграмi; б) мiж вiльними
точками та компонентами зв’язностi межi атома, на яких f монотонна.

З кожної вiльної точки виходить рiвно 2 повнi шляхи. Також, якщофункцiя оптимальна,
то за теоремою 3.1 число компонент зв’язностi межi атома, на яких f набуває постiйних
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Рис. 7

значень, рiвне 2. Тому, згiдно з описаними вище бiєкцiями, iснує рiвно 2 повнi шляхи мiж
вiльними точками.

3) Повнi шляхи, описанi у доведеннi п. 2) теореми 3.2, мають 4 кiнцi. Тому, оскiльки з
кожної вiльної точки виходить рiвно 2 повнi шляхи, то хордова дiаграма мiстить 2 вiльнi
точки, а отже, 2n+ 2 вiдмiчених точок, де n — число хорд.

Теорему 3.1 доведено.
Зауважимо, що рiвнiсть у п. 2) теореми 3.2 є наслiдком бiльш загального спiввiдношен-

ня, а саме:
v = k + 1− 2n,

де v — число вiльних точок, k + 1 — число вiдмiчених точок, а n — число хорд.
Також зауважимо, що для хордових дiаграм сiдлового критичного рiвня функцiї належ-

нiсть хорди до класу хорд 1-го (2-го) типу рiвносильне тому, що вона своїми кiнцями
розбиває коло на дуги, кожна з яких мiстить парне (непарне) число вiдмiчених точок,
оскiльки згiдно з умовою 3 теореми 3.2 загальне число вiдмiчених точок є парним.

Наслiдок 3.1. Пiдстановка склейки хордової дiаграми сiдлового критичного рiвня опти-
мальної функцiї на поверхнi з однiєю компонентою межi не мiстить одночасно двох циклiв
(i, j + 1) та (i+ 1, j) для всiх i, j ∈ {0, k} з однаковою парнiстю.

Доведення. Припустимо вiд супротивного, що для деяких i, j однакової парностi пiд-
становка склейки мiстить комбiнацiю циклiв (i, j + 1)(i + 1, j). Тодi вiдповiдна хордо-
ва дiаграма мiстить двi хорди 1-го типу, а саме: Q̃iQj+1 та Q̃i+1Qj . У такому випадку
не iснує двох повних шляхiв, оскiльки кожен шлях з точки Q0 у довiльну точку Qp,

p ∈ {0, k} \ {i, i+ 1, j, j + 1} не проходить через дуги Q̃iQi+1, Q̃jQj+1 i хорди li,j+1, li+1,j .
Тому функцiя не є оптимальною. Отримали суперечнiсть.

На вiдмiну вiд випадку орiєнтованої поверхнi, хордова дiаграма може мiстити комбiна-
цiю циклiв (i, j+1)(i+1, j) для i, j рiзної парностi i вiдповiднi хорди li,j+1 та li+1,j будуть
2-го типу (див. рис. 7).

У роботi [13] доведено критерiй топологiчної еквiвалентностi оптимальних функцiй та
теорему про iснування оптимальної функцiї для заданої хордової дiаграми з додатковими
умовами у випадку орiєнтованої поверхнi з однiєю компонентою межi. Аналогiчнi резуль-
тати можна отримати у випадку неорiєнтованої поверхнi з однiєю компонентою межi. Так,
справедливi такi твердження.

Твердження 3.1 (критерiй топологiчної еквiвалентностi). Оптимальнi функцiї на глад-
ких (не)орiєнтованих поверхнях з однiєю компонентою межi топологiчно еквiвалентнi тодi
i тiльки тодi, коли вiдповiднi хордовi дiаграми сiдлових критичних точок еквiвалентнi.
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Рис. 8

Твердження 3.2 (реалiзацiя). Якщо оснащена хордова дiаграма задовольняє умови 1) –
3) теореми 3.2, то iснує оптимальна функцiя на гладкiй неорiєнтованiй поверхнi з однiєю
компонентою межi, хордова дiаграма сiдлового критичного рiвня якої спiвпадає iз заданою.

Зауваження 3.1. Iз теорем 3.1, 3.2 та тверджень 3.1, 3.2 випливає, що знаходження
числа топологiчно еквiвалентних оптимальних функцiй класу Ω(M) зводиться до класи-
фiкацiї оснащених хордових дiаграм, якi задовольняють умови 1) – 3) теореми 3.2.

Теорема 3.3. На листi Мебiуса iснує єдиний клас пошарової та топологiчної еквiвалент-
ностi оптимальних функцiй.

Доведення. Хордова дiаграма оптимальної функцiї на неорiєнтованiй поверхнi роду 1
мiстить чотири точки, двi з яких є вiльними (див. теорему 3.2). Тодi єдинiсть пошарово
нееквiвалентних функцiй випливає з iснування рiвно одного способу з’єднання вершин,
якi не є вiльними, хордою, а саме: як це показано на рис. 8. Зауважимо, що дана хордова
дiаграма вiдповiдає пiдстановцi склейки (1, 3). Оскiльки ця хордова дiаграма є симетрич-
ною, то число нееквiвалентних оптимальних функцiй на листi Мебiуса не збiльшується
при топологiчнiй класифiкацiї. Тому з урахуванням зауваження 3.1 на неорiєнтованiй по-
верхнi роду 1 iз межею iснує єдина з точнiстю до топологiчної (пошарової) еквiвалентностi
функцiя.

Теорема 3.4. На пляшцi Клейна з дiркою iснує 2 (3) пошарово (топологiчно) нееквiвалентнi
оптимальнi функцiї.

Доведення. Поверхня оптимальної функцiї гомеоморфна атому сiдлової точки, який в
свою чергу гомеоморфний диску з приклеєними стрiчками вiдповiдно до розташування та
типу хорд. Для того щоб з диска отримати пляшку Клейна з дiркою, до нього потрiбно при-
клеїти двi стрiчки, принаймнi одна з яких повинна бути перекрученою. Тому надалi задача
зводиться до знаходження числа оснащених хордових дiаграм, якi мiстять 6 вiдмiчених
точок i 2 хорди, хоча б одна з яких 2-го типу, та задовольняють умови 1) – 3) теореми 3.2.

Пронумеруємо вершини оснащеної хордової дiаграми вiд Q0 до Q6. Як i ранiше, верши-
ну Q0 вважатимемо вiльною вiдмiченою точкою (яка вiдповiдає сiдловiй критичнiй точцi
функцiї). Зауважимо, що оснащена хордова дiаграма повинна задовольняти умови 1) – 3)
теореми 3.2. Розглянемо можливi варiанти з’єднання вершини Q1 з iншими вершинами:
(c1) Q1 є вiльною точкою; (ci) Q1 з’єднано хордою з Qi, i ∈ {2, 5}.

У випадку (c1) можливi наступнi варiанти побудови хорд:
(c1): (c1-1) хорди з’єднують такi пари точок: Q2 i Q3 ; Q4 i Q5 ;

(c1-2) хорди з’єднують такi пари точок: Q2 i Q4 ; Q3 i Q5 ;
(c1-3) хорди з’єднують такi пари точок: Q2 i Q5 ; Q3 i Q4.

Але в усiх варiантах побудови (c1) i (c2) хордовi дiаграми не задовольняють умову 2)
теореми 3.2.

Для випадкiв (с3), (c4) i (c5) розглянемо такi можливi варiанти:
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Рис. 9

(c3): (c3-1) вершина Q1 з’єднана хордою з Q3, Q2 —вiльна вiдмiчена точка, тодi вершини
Q4 i Q5 будуть з’єднанi хордою;
(c3-2) Q1 з’єднана хордою з Q3, а Q2 — з Q4 ;
(c3-3) Q1 з’єднана хордою з Q3, а Q2 — з Q5 ;

(c4): (c4-1) Q1 з’єднана хордою з Q4, а Q2 — вiльна вiдмiчена точка, тодi Q3 з’єднана
хордою з Q5 ;
(c4-2) Q1 з’єднана хордою з Q4, а Q2 — з Q3 ;
(c4-3) Q1 з’єднана хордою з Q4, а Q2 — з Q5 ;

(c5): (c5-1) Q1 з’єднана хордою з Q5, а Q2 — вiльна вiдмiчена точка, тодi Q3 з’єднана
хордою з Q4 ;
(c5-2) Q1 з’єднана хордою з Q5, а Q2 — з Q3 ;
(c5-3) Q1 з’єднана хордою з Q5, а Q2 — з Q4.

У випадках (c3-1), (c3-2), (c4-2), (c5-1), i (c5-2) отримана оснащена хордова дiагра-
ма не мiстить повного шляху, тому не задовольняє умову 2) теореми 3.2, а хордова дiа-
грама для варiанта (c4-3) не мiстить хорди 2-го типу (вiдповiдає орiєнтованiй поверхнi).
Оснащенi хордовi дiаграми, описанi в (c3-3) (див. рис. 9(1)), (c4-1) (див. рис. 9(2)), (c5-3)
(див. рис. 9(3)) задовольняють умови теореми 3.2 i їхнi пiдстановки склейки вiдповiдно
дорiвнюють (13)(25), (14)(35) i (15)(24).

Так, зображенi на рис. 9 оснащенi хордовi дiаграми задають три класи топологiчної
еквiвалентностi функцiй на неорiєнтованiй поверхнi роду 2.

Оскiльки у випадках (c3-3) та (c4-1) оснащенi хордовi дiаграми є взаємно симетрични-
ми, то при розглядi пошарової еквiвалентностi число нееквiвалентних функцiй зменшу-
ється на 1.

Аналогiчно можна отримати число пошарово (топологiчно) нееквiвалентних оптималь-
них функцiй на неорiєнтованiй поверхнi роду 3 з однiєю компонентою межi.

Теорема 3.5. На неорiєнтованiй поверхнi роду 3 з однiєю компонентою межi iснує 12
пошарово i 20 топологiчно нееквiвалентних оптимальних функцiй.

Хордовi дiаграми пошарово нееквiвалентних функцiй зображено на рис. 10.
4. Висновки. При розглядi простих гладких функцiй на гладких неорiєнтованих по-

верхнях з однiєю компонентою межi отримано такi результати:
– описано властивостi хордової дiаграми сiдлового критичного рiвня;
– наведено критерiй топологiчної еквiвалентностi та теорему реалiзацiї оптимальних

функцiй;
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Рис. 10

– знайдено число пошарово та топологiчно нееквiвалентних функцiй на листi Мебiуса,
пляшцi Клейна з дiркою та на поверхнi роду 3.
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