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We investigate the models of multicomponent discrete dynamic conflict systems with attracting interaction,
which are characterized by a positive value called by an attractor index. The existence of equilibrium
limiting states of such systems is proved and their description in terms of the attractor index is given. An
explicit relationship between the limiting state of the system and the attractor index is established. A series
of concrete examples is presented. They illustrate the dynamics of the system for different attractor indices.

Дослiджуютьсямоделi багатокомпонентних дискретних динамiчних систем конфлiкту з притягаль-
ною взаємодiєю, якi характеризуються додатною величиною, яку називаємо показником атрактора.
Доведено iснування рiвноважних граничних станiв таких систем та дано їх опис в термiнах показни-
ка атрактора. Встановлено явний взаємозв’язок граничного стану системи та показника атрактора.
Наведено ряд конкретних прикладiв, що iлюструють динамiку системи при рiзних показниках
атрактора.

1. Вступ. В роботах [1 – 4] запропоновано побудову динамiчних систем конфлiкту з вiд-
штовхуванням (α = −1) та притяганням (α = +1) у просторi ймовiрнiсних мiр. У випадку
пари мiр µt, νt рiвняння динамiки мають вигляд

µt+1 =
1

zt
(
µt
(
θt + 1) + ατ t

)
, νt+1 =

1

zt
(
νt
(
θt + 1

)
+ ατ t

)
,

де zt — нормуючий знаменник, θt = θ
(
µt, νt

)
— додатний функцiонал, а τ t — додатна

мiра (величини θt та τ t визначенi в термiнах мiр µt, νt ).
В роботах [5, 6] описано поведiнку динамiчної системи конфлiкту з притягальною

взаємодiєю у термiнах координат стохастичних векторiв pt
i для двох (i = 2) та трьох

(i = 3) альтернативних сторiн:

pt+1
ij =

1

zt
(
ptij(θ

t + 1) + τ tj
)
, j = 1, n, t = 0, 1, . . . , (1)

де τ tj дорiвнює найменшiй координатi серед j -х координат векторiв pt
i, тобто τ tj =

= mini{ptij}.
У данiй роботi дослiджується багатокомпонентна динамiчна система з притягальною

взаємодiєю, що описує модель поведiнки довiльної скiнченної кiлькостi альтернативних
сторiн. У роботах [1 – 4, 7 – 19] розглянуто моделi динамiчних систем, якi подiбнi за побу-
довою, деякими властивостями або можливим застосуванням. Основним iнструментом для
побудови є поняття динамiчної системи конфлiкту, вiдображення в просторi стохастичних
векторiв, яке вiдповiдає конфлiктнiй взаємодiї (перетворення конфлiкту), та показника
конфронтацiї [4]. Показником конфронтацiї в цiй роботi є вектор T t =

(
τ tj
)n
j=1

. Вiн харак-
теризує “силу” притягальної взаємодiї i називається показником атрактора.
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Зауважимо, що згiдно з рiвнянням (1) вiдстань мiж векторами pt
i, i ≥ 2, в l1 -нормi

зменшується

∥∥pt+1
i − pt+1

k

∥∥
1
<
∥∥pt

i − pt
k

∥∥
1

=
n∑

l=1

∣∣ptil − ptkl∣∣, i 6= k, i, k = 1,m.

Тому взаємодiю, задану рiвняннями (1), називаємо притягальною. В роботi розглянуто мо-
дель динамiчної системи, поведiнка якої залежить вiд показника атрактора T t. Доведено
iснування нерухомих станiв та дано їхнiй опис у термiнах граничних значень вектора T t=∞.
Побудовано декiлька варiантiв моделi з рiзними способами задання координат τ tj . Встанов-
лено явний взаємозв’язок граничного стану системи та показника атрактора. Математичнi
результати iлюструються прикладами з комп’ютерними симуляцiями.

2. Постановка задачi. Нехай Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn}, n > 1, —деяка скiнченна множина,
причому на Ω задано дискретну топологiю. Розглянемо множину дискретних ймовiрнiсних
мiр µi ∈ M+

1 (Ω), i = 1,m, на Ω. Кожну з цих мiр µi можна ототожнити з стохастичним
вектором pi = (pij)

n
j=1, якщо покласти

pij = µi(ωj), i = 1,m, j = 1, n.

Надалi будемо вважати, що всi вектори pi не тотожно рiвнi мiж собою, тобто iснують хоча
б два iндекси l, k, для яких виконується pl 6= pk.

Для побудови динамiчної системи визначимо вiдображення > в просторi стохастичних
векторiв (перетворення конфлiкту) таким чином. Кожному вектору pi = (pij)

n
j=1 ставимо

у вiдповiднiсть вектор p1
i =

(
p1ij
)n
j=1

за правилом, визначеним у термiнах координат

p1ij =
1

z

(
pij(θ + 1) + τj

)
,

де θ = θ(p1,p2, . . . ,pm) — довiльна обмежена додатна функцiя, T = (τj)
n
j=1 — деякий

вектор iз невiд’ємними координатами (показник атрактора), а z —нормуючий знаменник.
Це вiдображення генерує багатокомпонентну динамiчну систему конфлiкту з траєкто-

рiями {
pt
1,p

t
2, . . . ,p

t
m

} >,t−→
{
pt+1
1 ,pt+1

2 , . . . ,pt+1
m

}
, pt=0

i = pi, t = 0, 1, . . . , (2)

де координати кожного вектора pt
i =

(
ptij
)n
j=1

змiнюються згiдно з рiвняннями

pt+1
ij =

1

zt
(
ptij(θ

t + 1) + τ tj
)
, t = 0, 1, . . . , (3)

θt = θ
(
pt
1,p

t
2, . . . ,p

t
m

)
, zt = 1 + θt +W t, W t =

n∑
j=1

τ tj > 0.

Задача полягає в дослiдженнi поведiнки траєкторiй динамiчної системи (2) залежно вiд
способу задання τ tj , зокрема у випадку явної залежностi координат τ tj вiд координат усiх
векторiв pt

i.
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3. Результати. Доведемо допомiжнi твердження, якi необхiднi для формулювання та
доведення основних результатiв.

Твердження 1. Для всiх i = 1,m, j = 1, n, якщо pij ≥ pkj , то

ptij ≥ ptkj , t = 0, 1, . . . .

Доведення. Припустимо pij > pkj . Елементарними перетвореннями маємо

pij(θ + 1) + τj
z

>
pkj(θ + 1) + τj

z
,

тобто p1ij > p1kj . За iндукцiєю отримуємо

ptij > ptkj , t = 0, 1, . . . .

Отже, знак рiзницi j -х координат рiзних векторiв sign
(
ptij − ptkj

)
, i 6= k, не змiнюється.

Твердження 2. Припустимо, що iснують граничнi значення θ∞ > 0 i W∞ > 0. Тодi∥∥pt
i − pt

k

∥∥
1
→ 0 ∀ i, k = 1,m. (4)

Доведення. Позначимо dtik,j =
∣∣ptij − ptkj∣∣. Нехай ptij 6= ptkj , тодi

dt+1
ik,j =

∣∣pt+1
ij − p

t+1
kj

∣∣ =
∣∣ptij − ptkj∣∣θt + 1

zt
= dtik,j

θt + 1

θt + 1 +W t
,

тобто

dt+1
ik,j = dtik,jk

t, kt =
θt + 1

θt + 1 +W t
. (5)

Тому
dt+1
ik,j = dtjk

t = dt−1ik,jk
t−1kt = . . . = dik,jkk

1 . . . kt, dik,j = dt=0
ik,j .

Оскiльки W t > 0 для довiльного t, то 0 < kt < 1. Звiдси випливає

0 < dtik,j < . . . < d1ik,j < dik,j < 1;

це означає, що послiдовнiсть (dik,j)
∞
t=0 є обмеженою та монотонною, а тому iснує

d∞ik,j = lim
t→∞

dtik,j .

Припустимо d∞ik,j 6= 0. З рiвностi (5) одержуємо

d∞ik,j = d∞ik,jk
∞, k∞ =

θ∞ + 1

θ∞ + 1 +W∞
.

Зрозумiло, що k∞ 6= 1, оскiльки θ∞, W∞ > 0. Тому ця рiвнiсть виконується лише у
випадку d∞j = 0. Тим самим (4) доведено.

Введемо позначення wt
j :=

τ tj
W t

. Тодi вектор wt =
(
wt
j

)n
j=1

є стохастичним. Якщо
послiдовностi

(
wt
j

)∞
t=1

, j = 1, n, монотоннi, то iснує limt→∞wt = w∞. Сформулюємо
основний результат даної роботи.
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Теорема 1. Нехай всi координати стохастичного вектора wt є монотонними (зроста-
ють або спадають незалежно одна вiд одної). Тодi кожна траєкторiя динамiчної систе-
ми (2) з початковим станом

{
p1,p2, . . . ,pm

}
збiгається до нерухомого граничного стану{

p∞1 ,p
∞
2 , . . . ,p

∞
m

}
:

p∞i = lim
t→∞

pt
i ∀ i = 1,m.

При цьому всi граничнi вектори p∞i спiвпадають iз вектором w∞, тобто

p∞ij =
τ∞j
W∞

∀ i = 1,m, j = 1, n.

Доведення. Доведемо iснування граничних векторiв p∞i . Для деякого фiксованого j =
= 1, n маємо

pt+1
ij − p

t
ij =

ptij
(
θt + 1

)
+ τ tj

zt
− ptij =

W t

zt

(
τ tj
W t
− ptij

)
. (6)

Далi розглянемо можливi випадки.
1. Припустимо, що координата wt

j є монотонно зростаючою.

a) Нехай pij <
τj
W
. Тодi згiдно з (6) p1ij > pij , оскiльки

W

z
=

W

1 + θ +W
< 1, причому

координата pij зростає на величину, яка не перевищує τj
W
− pij , а це забезпечує виконання

нерiвностi p1ij <
τ1j
W 1

. Далi за iндукцiєю отримуємо ptij <
τ tj
W t

для довiльного t. Це означає
монотонне зростання координати ptij за часом t. А тому iснує

p∞ij = lim
t→∞

ptij .

Оскiльки pt+1
ij − ptij → 0 при t→∞, то p∞ij =

τ∞j
W∞

.

б) Нехай pij >
τj
W
, тодi на наступному кроцi можливi випадки

p1ij >
τ1j
W 1

або p1ij <
τ1j
W 1

.

Якщо нерiвнiсть ptij <
τ tj
W t

справедлива для довiльного моменту часу t, то в такому
випадку координата ptij спадає, причому iснує

p∞ij = lim
t→∞

ptij =
τ∞j
W∞

.

Якщо знак попередньої нерiвностi змiнюється на деякому кроцi t′, тобто pt′ij <
τ t

′
j

W t′
, то

отримуємо випадок, який описано в п. 1a).
2. Аналогiчнi викладки справедливi для випадку монотонно спадної координати wt

j .

Якщо pij <
τj
W
, то координата pij спадає на величину, меншу за τj

W
− pij , а це забезпечує
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виконання нерiвностей ptij <
τ tj
W t

та pt+1
ij < ptij для довiльного t. При pij >

τj
W

на наступ-
ному кроцi знак нерiвностi може помiнятися, тодi отримуємо описаний вище випадок.
Якщо знак цiєї нерiвностi не змiнюється, то координата ptij зростає i прямує до

τ∞j
W∞

при
t→∞.

Iз доведеного вище випливає iснування граничних векторiв pi = (pij)
n
j=1 :

p∞i = lim
t→∞

pt
i.

Отже, всi граничнi вектори p∞i =
(
p∞ij
)n
j=1

рiвнi мiж собою та спiвпадають iз векто-
ром w∞.

Далi розглянемо поведiнку динамiчної системи (2) з показником атрактора T t, коор-
динати якого заданi явно за допомогою координат векторiв pt

i. Означимо координати τ tj
одним iз способiв:

1) як мiнiмальне значення j -х координат векторiв pt
i :

τ tj := τ tj,min = min
i

{
ptij
}

; (7)

2) як максимальне значення j -х координат векторiв pt
i :

τ tj := τ tj,max = max
i

{
ptij
}

; (8)

3) як середнє значення j -х координат векторiв pt
i :

τ tj := τ tj =
1

m

n∑
i=1

ptij ; (9)

4) всi координати вектора T t є однаковими (заданi однаковою функцiєю вiд t)

τ tj1 = τ tj2 > 0, j1, j2 = 1, n. (10)

Твердження 3. Нехай координати показника атрактора T t задано рiвнiстю (7) або (8).

Тодi послiдовнiсть
(
τ tj
)∞
t=0

є монотонною, причому вiдношення
τ tj
W t

не залежить вiд часу t:

τj
W

=
τ tj
W t

. (11)

Доведення. Якщо координати τ tj задано рiвнiстю (7) або (8), то τ tj спiвпадає з j -ю
координатою деякого вектора pt

i. Звiдси випливає

τ t+1
j = τ tj

θt + 2

θt + 1 +W t
. (12)

Якщо τ tj = τ tj,min, то W t ≤ 1 i τ t+1
j ≥ τ tj . Тодi за iндукцiєю маємо монотонне зростання

послiдовностi
(
τ tj
)∞
t=0

.

Якщо τ tj = τ tj , то W t ≥ 1. Це означає, що τ t+1
j ≤ τ tj . Звiдси за iндукцiєю випливає, що

послiдовнiсть
(
τ tj
)∞
t=0

є монотонно спадною.
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Безпосередньо встановлюємо, що для всiх координат τ tj , j = 1, n, виконуються спiввiд-
ношення

τ t+1
j

τ t+1
l

=
τ tj

θt + 2

θt + 1 +W t

τ ti
θt + 2

θt + 1 +W t

=
τ tj
τ tl

= . . . =
τ tj
τ tl

=
τj
τl
.

Тодi

τ tj
W t

=
τ tj

τ t+ . . .+ τ tj + . . .+ τ tn
=

1

τ t1
τ tj

+ . . .+ 1 + . . .+
τ tn
τ tj

=
1

τ1
τj

+ . . .+ 1 + . . .+
τn
τj

=
τj
W
.

Отже, для довiльного t = 0, 1, . . . справедлива рiвнiсть (11).
Для динамiчної системи (2) з показником атрактора, координати якого заданi вище

явною залежнiстю вiд координат векторiв pt
i, справедлива така теорема.

Теорема 2. Нехай координати показника атрактора T t заданi однiєю з рiвностей (7) –
(10). Тодi кожна траєкторiя динамiчної системи (2) з початковим станом

{
p1,p2, . . . ,pm

}
збiгається до нерухомого граничного стану

{
p∞1 ,p

∞
2 , . . . ,p

∞
m

}
:

p∞i = lim
t→∞

pt
i ∀ i = 1,m.

При цьому всi граничнi вектори p∞i спiвпадають з початковим вектором w, тобто

p∞ij =
τj
W

∀ i = 1,m, j = 1, n.

Граничний стан
{
p∞1 ,p

∞
2 , . . . ,p

∞
m

}
є стiйким тiльки у випадку, коли координати показника

атрактора задано рiвнiстю (10), тобто коли всi граничнi координати дорiвнюють d
1

n
.

У всiх iнших випадках граничний стан є нестiйким.
Доведення. 1) Нехай координати показника атрактора T t задано рiвнiстю (7) або (8). Зi

стохастичностi векторiв pt
i випливає, що для всiх t = 0, 1, . . . координати показника атрак-

тора є обмеженими, тобто 0 ≤ τ tj ≤ 1. Враховуючи твердження 3, отримуємо iснування
границь

τ∞j = lim
t→∞

τ tj , j = 1, n,

а це свiдчить про iснування граничного вектора w∞.

Враховуючи теорему 1 та умову (12), маємо

p∞ij =
τj
W

для всiх i = 1,m, j = 1, n.

2) Якщо координати показника атрактора T t задано рiвнiстю (9), то W t = 1. Легко
показати, що для довiльного t

τ t+1
j = τ tj = . . . = τ j = const,

а тому wj
∞ = τ j . За теоремою 1 це означає, що p∞ij = τ j .
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3) У випадку рiвностi всiх координат τ tj рiвняння (3) набувають вигляду

pt+1
ij =

ptij
(
θt + 1

)
+ τ t

θt + 1 + nτ t
, i = 1,m, j = 1, n, t = 0, 1, . . . .

Тодi всi координати вектора w дорiвнюють 1

n
, причому вектор wt не залежать вiд часу

t, тобто wt
i =

1

n
для довiльного t, а тому w∞i =

τ

W
=

1

n
. У такому випадку виконується

теорема 1, причому p∞ij =
τ

W
=

1

n
.

Якщо τ ti задано рiвностями (7) – (9), то очевидно, що для довiльної точки з ε-околу
граничного стану

{
p∞1 ,p

∞
2 , . . . ,p

∞
m

}
вiдношення τj

W
є iншим. Тодi згiдно з доведеним

вище вiдповiдний граничний стан буде також iншим. Це доводить нестiйкiсть граничного
стану

{
p∞1 ,p

∞
2 , . . . ,p

∞
m

}
у такому випадку.

Якщо τ ti задано рiвнiстю (10), то вiдношення τj
W

є однаковим для будь-яких початкових
станiв. Це забезпечує стiйкiсть граничного стану

{
p∞1 ,p

∞
2 , . . . ,p

∞
m

}
.

Зауваження 1. Теорема 2 також справедлива у випадку, коли координати показника
атрактора T t заданi таким чином:

1) як довiльна лiнiйна комбiнацiя j -х координат векторiв pt
i :

τ tj =
n∑

i=1

αip
t
ij , αi = const > 0, j = 1, n, t = 0, 1, . . . ; (13)

2) як середнє арифметичне максимального та мiнiмального значень j -х координат
векторiв pt

i :

τ tj :=
1

2

(
τ tj,max + τ tj,min

)
; (14)

3) як лiнiйна комбiнацiя максимального та мiнiмального значень j -х координат векто-
рiв pt

i :

τ tj = ατ tj,min + βτ tj,max, α, β = const > 0, t = 0, 1, . . . ; (15)

4) за допомогою додатних сталих

τ tj := btj , btj = const > 0, j = 1, n, (16)

де динамiка змiни цих сталих задається рiвняннями

bt+1
j =

btj
zt
(
θ + 2

)
.

Тодi W t :=
∑n

j=1
btj , причому, якщо W t = 1, то вiдповiднi сталi не залежать вiд часу.
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4. Приклади. Нехай задано невiд’ємну функцiю fi(x), де x ∈ [a; b]. Задамо вектор
pi за допомогою значень цiєї функцiї, а саме: розiб’ємо вiдрiзок [a; b] на n частин a =
= x1, x2, . . . , xn−1, xn = b i визначимо координати вектора pi :

pik =
fi(xk)

D1,i
,

де D1,i =
∑n

k=1
fi(xk).

На рис. 1.1), 2.1) зображено початковi стани
{
p1,p2,p3,p4

}
та
{
p1,p2,p3

}
, якi заданi

функцiями fi(x), i = 1, 4, x ∈ [0; 6], та fi(x), i = 1, 3, x ∈ [−5; 5], вiдповiдно. На рис. 1.2) –
1.6) та 2.2) – 2.6) зображено граничний стан, одержаний у результатi динамiки, заданої
рiвняннями (3) залежно вiд способу задання показника атрактора τ tj .

На рис. 3.1) – 5.1) початковi вектори pi утворенi аналогiчним способом, але за допомо-
гою функцiї двох змiнних fi(x, y), якi набувають лише невiд’ємних значень, а координати
цих векторiв дорiвнюють

pik =
fi
(
xk′ , yk′′

)
D2,i

,

де D2,i =
∑n

k′=1

∑n

k′′=1
fi
(
xk′ , yk′′

)
, а (x, y) ∈ [a1, b1]× [a2, b2].

На рис. 3 – 5 зображено проекцiю значень координат векторiв pi на деяку площину,
обмежену прямими a1 ≤ x ≤ b1, a2 ≤ y ≤ b2. Причому, чим iнтенсивнiший колiр (черво-
ний, синiй, зелений чи бiлий), тим бiльше значення координат, а чорний колiр вiдповiдає
нульовим значенням координат. Граничний стан системи iлюструється рисунками 3.2) –
3.6), 4.2) – 4.6) та 5.2) – 5.6) для показника атрактора, визначеного формулами (7) – (9) у
попередньому пунктi.

Комп’ютернi приклади демонструють виконання теорем (1), (2) для конкретних моде-
лей динамiчних системи, еволюцiя яких за часом t задається рiвняннями (3) у термiнах
координат ptij стохастичних векторiв pt

i. Рис. 1 – 5 iлюструють залежнiсть граничного
стану динамiчної системи вiд способу задання показника атрактора. У бiльшостi випад-
кiв незначна змiна початкового вектора T iстотно впливає на граничний стан системи,
оскiльки змiнюється вiдношення τj

W
i тим самим змiнюються граничнi координати p∞ij

векторiв pi.
Такi моделi динамiчних систем можуть описувати динамiку реальних процесiв. На-

приклад, показник атрактора може описувати реальний зовнiшнiй вплив на деяку систему
(наприклад, iнформацiйний вплив на суспiльство). Задаючи величину показника атрактора,
можна контролювати або описувати поведiнку системи, яка пiддається такому впливу.

5. Висновки. У цiй роботi побудовано модель багатокомпонентної динамiчної систе-
ми, яка визначається показником атрактора T t (нестохастичним вектором iз додатними
координатами), доведено iснування граничного стану такої системи та дано його опис у
термiнах граничного значення показника атрактора. Також розглянуто декiлька моделей
динамiчних систем iз рiзними способами задання координат τ tj , якi є визначальними для
системи. Якщо τ tj задано рiвностями (7) – (9), (13) – (16), то граничний стан залежить лише
вiд початкових значень τj

W
, j = 1, n. Модель є змiстовною, якщо τ tj набуває довiльного

додатного значення, що не залежить вiд часу t, тобто τ tj = const > 0 для всiх t = 0, 1, . . . .
В усiх таких випадках граничний стан є нестiйким та дорiвнює {w,w, . . . ,w}. У випадку
(вiдмiнного вiд нуля) показника атрактора, що не залежить вiд iндексу координат, тобто
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1)
{
p1,p2,p3,p4

}
2) τ tj := τ tj,min

3) τ tj := τ tj,max 4) τ tj = τ tj

5) τ tj := τ tj,min + τ tj,max 6) τ t =
∑4

j=1
τ tj,max

Рис. 1. m = 4, n = 200, 1) f1(x) = 3| sin(x)|, f2(x) = cos(x) + 2, f3(x) =
(
3
4

)x
+ 1, f4(x) = −(x− 3)2 + 2 —

функцiї, що задають початковий стан
{
p1,p2,p3,p4

}
; 2) – 6) граничнi стани

{
p∞
1 ,p

∞
2 ,p

∞
3 ,p

∞
4

}
з

показниками атрактора τ tj , заданими формулами (7) – (10) та (15).
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1) {p1,p2,p3} 2) τ tj := τ tj,min

3) τ tj := τ tj,max 4) τ tj = τ tj

5) τ tj := 0.2pt1n + 500pt2n + 12pt3n 6) τ tj :=
1

2
(τ tj,min + τ tj,max)

Рис. 2. m = 3, n = 200, 1) початковий стан
{
p1,p2,p3

}
заданий модулем функцiї Бесселя першого роду,

тобто fi = |Jα(x)|, де Jα(x) =
∑∞

m=0

(−1)m

m!Γ(m+ α+ 1)

(x
2

)2m+α

для α = 0, 1, 2 вiдповiдно, 2) –

6) граничнi стани
{
p∞
1 ,p

∞
2 ,p

∞
3

}
з показниками атрактора τ tj , заданими формулами (7) – (9), (13)

та (14).
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1) p1 2) p2 3) p2

4) τ tj = mini{ptij} 5) τ tj = maxi{ptij} 6) τ tj =
1

m

∑m

i=1
ptij

Рис. 3. 1) – 3) Проекцiї початкових векторiв p1, p2, p3 на площину S1 = [−20; 20] × [−20; 20], утворенi за
допомогою функцiй f1(x, y) = y2, f2(x, y) = x2, f3(x, y) = 1 + sin

√
x2 + y2, де −20 ≤ x ≤ 20,

−20 ≤ y ≤ 20; 4) – 6) проекцiя граничних векторiв p∞
1 = p∞

2 = p∞
3 = p∞ на площину S1 при

мiнiмальному (7), максимальному (8) та середньому (9) значеннях τ ti вiдповiдно.

1) p1 2) p2 3) p3

4) τ tj = mini{ptij} 5) τ tj = maxi{ptij} 6) τ tj =
1

m

∑m

i=1
ptij

Рис. 4. 1) – 3) Проекцiї початкових векторiв p1, p2, p3 на площину S1 = [−20; 20] × [−20; 20], утворенi
за допомогою функцiй f1(x, y) = 1, f2(x, y) =

∣∣5 − (y − 5)2 − x2
∣∣, f3(x, y) = 1 − cos

y

2
sin

x

2
, де

−20 ≤ x ≤ 20, −20 ≤ y ≤ 20; 4) – 6) проекцiя граничних векторiв p∞
1 = p∞

2 = p∞
3 = p∞ на площину

S1 при мiнiмальному (7), максимальному (8) та середньому (9) значеннях τ ti вiдповiдно.
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1) p1 2) p2 3) p3

4) τ tj = mini{ptij} 5) τ tj = maxi{ptij} 6) τ tj =
1

m

∑m

i=1
ptij

Рис. 5. 1) – 3)Проекцiї початкових векторiв p1, p2, p3 на площину S2 = [0; 10]×[0; 10], утворенi за допомогою
функцiй f1(x, y) =

∣∣y2 − x2∣∣, f2(x, y) = 1 − sin(y sin(x)), f3(x, y) = 1 − sin
(
x− cos

y

2

)
, де 0 ≤ x ≤

≤ 10, 0 ≤ y ≤ 10; 4) – 6) проекцiї граничних векторiв p∞
1 = p∞

2 = p∞
3 = p∞ на площину S2 при

мiнiмальному (7), максимальному (8) та середньому (9) значеннях τ ti вiдповiдно.

заданого рiвнiстю (10), всi граничнi координати спiвпадають i дорiвнюють 1

n
, а граничний

стан при такому способi визначення показника атрактора є стiйким.
У роботi [4] дослiджено модель динамiчної системи, яку породжено парою векторiв pt

та rt (m = 2), координати яких змiнюються за законом (1), а τ tj визначено як добуток
j -х координат цих векторiв. Таку динамiчну систему легко узагальнити для трьох i бiльше
векторiв, визначивши τ tj =

∏m

i=1
ptij , m > 2. У такому випадку отримуємо динамiчну

систему, породжену m векторами з властивостями, аналогiчними до випадку m = 2. Тодi
така задача зводиться до пошуку регiону ωk, в якому вiдбувається достовiрна подiя [20], а
саме: значення k -х координат векторiв pt

i дорiвнює одиницi, тобто p∞ik = 1. Очевидно, що
τ tj з часом t змiнюється за бiльш складним законом, вiдмiнним вiд (12). Це означає, що
цiкавим є питання опису iнших способiв задання τ tj чи закону динамiки τ tj з часом t, якi
приводять до рiзних граничних станiв, вiдмiнних вiд описаних вище.
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