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In this paper, we consider the linear control system of dynamic equations on the infinite interval of time
scale. We obtain sufficient conditions for the existence of optimal controls in terms of the right-hand sides
of the system and the function contained in the quality criterion. The connection between solutions of the
initial problem on the semiaxis and the corresponding problem on a finite interval of the time scale are
investigated.

Розглянуто лiнiйну за керуванням систему динамiчних рiвнянь на нескiнченному iнтервалi часової
шкали. Отримано достатнi умови iснування оптимальних керувань у термiнах правих частин си-
стеми та функцiї, що входить у критерiй якостi. Дослiджено зв’язок мiж розв’язками початкової
задачi на пiвосi та вiдповiдної задачi на скiнченному iнтервалi часової шкали.

Вступ. Теорiя часових шкал виникла в 1988 р., коли Стефан Хiлгер в [1] ввiв поняття ∆-
похiдної на часовiй шкалi (T), яка є довiльною, непорожньою, замкненою пiдмножиною
дiйсної осi. Зазначимо, що у випадку неперервного часу ∆-похiдна спiвпадає iз звичайною
похiдною, а у випадку дискретного — з рiзницевим вiдношенням. Таким чином, теорiя
часових шкал дала можливiсть з єдиної точки зору розглядати неперервний i дискретний
аналiз. Основи такого аналiзу викладено в монографiї [2].

Останнiм часом теорiя оптимального керування на часових шкалах набула розвитку.
Так, у роботi [3] для деяких класiв таких задач отримано рiвняння Гамiльтона –Якобi –
Беллмана, однак, питання його розв’язностi в данiй роботi не вивчалось. Доведення iсну-
вання розв’язку отримано в роботi [4].

Декiлька спроб було зроблено по розповсюдженню принципу максимуму на часовi
шкали. У 2009 р. в роботi [5] отримано слабку версiю принципу максимуму, а в 2012 р. в
[6] — сильну. Але у 2013 р. Л. Боурдiн i Е. Трелат у роботi [7] вказали на певнi неточностi
роботи [6], виправили їх та отримали сильну версiю принципу максимуму в геометричнiй
формi. У роботах [8, 9] одержано принцип максимуму в зручнiй для застосування формi.
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Вказанi вище результати дають необхiднi умови оптимальностi на часовихшкалах, i для
їхньої перевiрки потрiбно використовувати спецiальнi об’єкти: функцiї Беллмана i Пон-
трягiна. Тому важливо мати достатнi умови оптимальностi в термiнах вихiдних об’єктiв:
правих частин керованих систем i критерiю якостi. Один iз варiантiв таких результатiв
наведено в роботi [10], де розглянуто одновимiрну задачу на скiнченному iнтервалi. Бага-
томiрну задачу розглянуто в роботi [11].

Мета даної роботи — отримати достатнi умови iснування оптимальних керувань на
нескiнченному iнтервалi часової шкали та встановити зв’язок з аналогiчною задачею на
скiнченному iнтервалi часової шкали. Подiбнi результати для функцiонально-диферен-
цiальних рiвнянь отримано в роботi [12].

Робота складається зi вступу та двох пунктiв. У першому пунктi формулюється поста-
новка задачi та основнi результати, а у другому доводяться вiдповiднi теореми.

1. Постановка задачi. Будемо користуватися поняттями i фактами з теорiї часових
шкал, викладених у [2].

На часовiй шкалi T розглянемо задачу оптимального керуванняx
∆ = f1(t, x) + f2(t, x)u(t),

x(0) = x0,
(1)

з критерiєм якостi

J(u) =

∫
[0,σ(τ))T

[g(t)A(t, x(t)) +B(t, u(t))]∆t→ inf (2)

або

J(u) =

∫
[0,σ(τ))T

[
g(t)A(t, x(t)) + |u(t)|2

]
∆t→ inf, (3)

де t ∈ [0,+∞) ∩ T = [0,+∞)T, supT = +∞. Тут x ∈ D — фазовий вектор, x0 ∈ D —
фiксований вектор, x∆ — ∆-похiдна на часовiй шкалi [2], D — обмежена область у Rd,
∂D — її межа, D = D∪ ∂D, σ(τ) = inf {s ∈ T, s > τ} —момент першого виходу розв’язку
x(t) на границю областi D, τ = supt∈[0,+∞)T {∀s ∈ [0, t]T : x(s) ∈ D} .

Параметр керування — m-вимiрна вектор-функцiя u ∈ Rm така, що майже для всiх
t ∈ T u(t) ∈ V — опукла замкнена множина, 0 ∈ V.

Для кожного такого керування вiдповiдним розв’язком (траєкторiєю) системи (1) на
вiдрiзку [0, T ]T назвемо неперервну функцiю, що задовольняє умови:

1) x(0) = x0 ;
2) (t, x(t)) ∈ D при t ∈ [0, T ]T ;
3) при t ∈ [0, T ]T x(t) задовольняє iнтегральне рiвняння:

x(t) = x0 +

∫
[0,t)T

[f1(s, x(s)) + f2(s, x(s))u(s)]∆s.

Керування u(t) вважаються допустимим для задачi (1), (2) i (1), (3), якщо:
1) u(t) ∈ Lp[0,+∞)T ;
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2) u(t) ∈ V при всiх t ≥ 0 ;
3) вiдповiдний u(t) розв’язок x(t) iснує на iнтервалi [0;σ(τ))T, σ(τ) > 0 ;
4) |J(u)| <∞.
Множину допустимих керувань позначатимемо через U.
Через |·| будемо позначати норму вектора в Rd, а через ‖·‖—нормуматрицi, узгоджену

з нормою вектора.
Для системи (1) вважаємо виконаними такi умови:
a1 ) вiдображення f1(t, x) : [0,+∞)T × D → Rd i f2(t, x) : [0,+∞)T × D → Rd × Rm

визначенi та вимiрнi за сукупнiстю аргументiв в областi D i задовольняють там по x умови
лiнiйного росту та Лiпшиця, тобто iснує стала K > 0 така, що для будь-яких t ∈ [0,+∞)T,
x ∈ D :

|f1(t, x)|+ ‖f2(t, x)‖ ≤ K(1 + |x|), ‖f2(t, x)‖ ≤ K(1 + |x|);

для будь-яких t ∈ [0,+∞)T, x1, x2 ∈ D :

|f1(t, x1)− f1(t, x2)|+ ‖f2(t, x1)− f2(t, x2)‖ ≤ K|x1 − x2|. (4)

a2 ) Функцiя g(t) ∈ L1(0,+∞)T, 0 ≤ g(t) ≤ 1, для будь-якого t ∈ [0,+∞)T.

a3 ) Вiдображення A : D → R1, A(t, x) ≥ 0 для (t, x) ∈ D визначене i неперервне в
областi D та iснує стала KA > 0 така, що A(t, x) ≤ KA(1 + |x|).

a4 ) Вiдображення B : [0,+∞)T × V → R1 вимiрне за сукупнiстю аргументiв i iснують
сталi a1 > 0, p > 1 такi, що при t ∈ [0,+∞)T :

B(t, z) ≥ a1|z|p.

a5 ) B(t, z) для кожного t ∈ [0,+∞)T має похiдну ∂B(t, z)

∂z
, яка задовольняє оцiнку

∥∥∥∥∂B∂z
∥∥∥∥ ≤ a2‖z‖p−1

для деякого a2 > 0, незалежно вiд t, z.
Основними результатами роботи є такi теореми.
Теорема 1. При виконаннi умов a1) – a5) задачi (1), (2)та (1), (3) мають розв’язки (x∗, u∗).

Нехай T > 0, T ∈ T, фiксоване. Через (x∗T , u
∗
T ) позначимо розв’язки задач (1), (2) та

(1), (3) на [0, T ]T. Для задачi на нескiнченному iнтервалi часової шкали покладемо

u∗T,∞(t) =

u
∗
T (t), t ∈ [0, T ]T,

0, t > T,
(5)

а xT,∞(t) — при цьому вiдповiдна траєкторiя.
Очевидно, що дане керування є допустимим для вихiдної задачi, де (x∗T , u

∗
T ) — опти-

мальна пара задачi (1), (2) i σ (τ∗) — момент виходу x∗(t) на границю областi D.
Через V (t, x) позначимо функцiю Беллмана задачi (1), (2), а через VT (t, x) —функцiю

Беллмана вiдповiдної задачi на скiнченному вiдрiзку часової шкали [0, T ]T.
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Теорема 2. За виконання умов а1 ) – a5 ) маємо:
1)

VT (t, x)→ V (t, x), T →∞, T ∈ T; (6)

iснує послiдовнiсть Tn ∈ T, Tn →∞ при n→∞, що:
2) послiдовнiсть {uTn,∞} є мiнiмiзантом для задачi (1), (2), тобто

J(uTn,∞)→ V, n→∞, (7)
3)

uTn,∞ → u∗, n→∞, (8)

слабко в Lp ([0,+∞)T;Rm);
4)

xTn,∞(t)→ x∗(t), n→∞,

поточково на [0, σ (τ∗))T , рiвномiрно на кожному скiнченному iнтервалi.
Якщо задача (1), (2) має єдиний розв’язок, то збiжнiсть в (7), (8) має мiсце при всiх

T →∞.
Зауваження 1. В умовах теореми 2 для функцiоналу (3) справедливi всi твердження

теореми 2 iз замiною слабкої збiжностi (8) оптимальних керувань на сильну збiжнiсть у
L2 ([0,∞)T,Rm) .

2. Доведення основних результатiв. 2.1. Доведення теореми 1. Зауважимо, що мно-
жина U допустимих керувань непорожня, оскiльки 0 ∈ U. Дiйсно, нехай x(t) — розв’язок
системи (1), що вiдповiдає цьому керуванню.

Тодi завдяки умовi а3 ) та обмеженостi областi D маємо

J(0) =

∫
[0,σ(τ))T

g(t)A(t, x(t))∆t ≤
∫

[0,σ(τ))T

g(t)KA(1 + |x(t)|)∆t ≤

≤ KA

∫
[0,+∞)T

g(t)∆t+KAR

∫
[0,+∞)T

g(t)∆t <∞,

де R — радiус кулi, що мiстить область D.
Оскiльки критерiй якостi — невiд’ємна величина, то iснує невiд’ємна нижня межа m

значень J(u).
Нехай un(t) — мiнiмiзуюча послiдовнiсть така, що J(un) → m, n → ∞, монотонно.

Нехай також xn(t) —послiдовнiсть вiдповiдних un(t) розв’язкiв системи (1), σ(τn) —мо-
мент виходу розв’язку xn(t) на границю областi D. Зауважимо, що при достатньо великих
n, з використанням умови а4) отримаємо

m+ 1 ≥
∫

[0,σ(τn))T

B(t, un(t))∆t ≥

≥ a1

∫
[0,σ(τn))T

|un(t)|p∆t ≥ a1

∫
[0,+∞))T

|un(t)|p∆t,
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тобто

‖un(· )‖p ≤
(
m+ 1

a1

)1/p

.

Це означає, що послiдовнiсть un(· ) — слабко компактна в Lp[0,+∞)T. Отже, iснує
слабко збiжна її пiдпослiдовнiсть. Не втрачаючи загальностi, будемо вважати, що сама
un(t) слабко збiжна до u∗ ∈ Lp([0,+∞)T).

Тодi за лемою Мазура [13, c. 173] деяка опукла комбiнацiя bk(t) =
∑n(k)

i=1
αi(k)ui(t)

елементiв ui(t) ∈ V
(
αi ≥ 0,

∑n(k)

i=1
αi(k) = 1

)
збiгається сильно до u∗ в Lp([0,+∞)T).

Отже, iснує пiдпослiдовнiсть bkl послiдовностi bk, що майже скрiзь на [0,+∞)T збi-
гається до u∗(t). Оскiльки V —опукла та замкнена множина, то bkl ∈ V, а тому й u∗(t) ∈ V,
отже, керування u∗(t) є допустимим.

Розглянемо тепер послiдовнiсть розв’язкiв xn(t) системи (1), що вiдповiдають послiдов-
ностi керувань {un(t), n ≥ 1}. При t ∈ [0, σ(τn)]T справедливе iнтегральне представлення

xn(t) = x0 +

∫
[0,t)T

[f1(s, xn(s)) + f2(s, xn(s))un(s)]∆s, t ∈ [0, σ(τn))T. (9)

За функцiями xn(t) побудуємо функцiї yn(t), що визначаються на всiй пiвосi часової
шкали таким чином:

yn(t) =

xn(t), при t ∈ [0, σ(τn))T,

xn(σ(τn)), при t ∈ [σ(τn),+∞)T.

Оскiльки D — обмежена область, то iснує стала C > 0 така, що

|yn(t)| ≤ C при t ∈ [0,+∞)T. (10)

Покажемо, що сiм’я функцiй yn(t) компактна на [0, T ]T. Для цього, згiдно з (10), достатньо
довести їхню рiвностепеневу неперервнiсть. При t1, t2 ∈ [0, σ(τn))T iз (9) маємо оцiнку

|xn(t2)− xn(t1)| ≤
∫

[t1,t2)T

|f1(s, xn(s))|∆s+

∫
[t1,t2)T

|f2(s, xn(s))un(s))|∆s ≤

≤ K
∫

[t1,t2)T

(1 + |xn(s)|)∆s+K

∫
[t1,t2)T

(1 + |xn(s)|)|un(s)|∆s ≤

≤ K(1 + C)(t2 − t1) +K(1 + C)

∫
[t1,t2)T

|un(s)|∆s ≤

≤ K(1 + C)(t2 − t1) +K(1 + C)(t2 − t1)
1
q

 ∫
[0,+∞)T

|un(s)|p∆s


1
p

≤
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≤ K(1 + C)(t2 − t1) +K(1 + C)(t2 − t1)
1
q

(
m+ 1

a1

) 1
p

.

Отже, при t1 ≤ t2 ≤ σ(τn)

|yn(t2)− yn(t1)| ≤ C1(t2 − t1) + C2(t2 − t1)
1
q (11)

для деяких додатних сталих C1, C2.
Якщо t1 < σ(τn) < t2 < T, то аналогiчно (11) маємо

|yn(t2)− yn(t1))| = |xn(t1)− xn(σ(τn))| ≤

≤ C1(τn − t1) + C2(τn − t1)
1
q ≤ C1(t2 − t1) + C2(t2 − t1)

1
q .

Якщо σ(τn) < t1 < t2 < T, то

|yn(t2)− yn(t1)| = |xn(σ(τn))− xn(σ(τn))| = 0,

що й означає рiвностепеневу неперервнiсть сiм’ї функцiй yn(t) на [0, T ]T, а отже, i їхню
компактнiсть.

За аналогом теореми Арцела –Асколлi [14] (теорема 4.2.) можна видiлити пiдпослi-
довнiсть послiдовностi {yn(t), n ≥ 1} (яку знову позначимо {yn(t), n ≥ 1}) таку, що
yn(t)→ y∗(t) при n→∞ рiвномiрно на вiдрiзку [0, T ]T.

Отже, на кожному вiдрiзку [0, T ]T iз послiдовностi yn(t) видiляється рiвномiрно збiжна
пiдпослiдовнiсть. Покажемо, що iснує пiдпослiдовнiсть послiдовностi {yn(t)}, що збiга-
ється поточково на [0,+∞)T до деякої функцiї.

Для цього розглянемо послiдовнiсть з часової шкали, яка задовольняє такi умови:
1) Tn ∈ T ;
2) ∀n1 < n2 : [0, Tn1 ]T ⊂ [0, Tn2 ]T ;
3) ∪n∈N[0, Tn]T = [0,+∞)T.
Для будь-якого натурального N iснує пiдпослiдовнiсть

{
yNn (t), n ≥ 1

}
послiдовностi{

yN−1
n (t), n ≥ 1

}
така, що

yNn (t) ⇒ y∗N (t) для будь-якого t ∈ [0, TN ]T,

де y∗N (t) = y∗N−1(t) при t ∈ [0, TN−1]T i т. д.
Використовуючи дiагональний метод, iз цих послiдовностей видiлимо пiдпослiдов-

нiсть {ynn(t), n ≥ 1} :
y1

1(t), y2
2(t), y3

3(t) . . . , ynn(t), . . . ,

яка поточково збiгається до функцiї y∗(t) для будь-якого t ∈ [0,+∞)T. Надалi цю послi-
довнiсть будемо позначати {yn(t), n ≥ 1}, а вiдповiдну послiдовнiсть керувань — {un(t)}.

Позначимо через σ (τ∗) момент першого виходу y∗(t) на границю областi D, де

σ (τ∗) = inf {s ∈ T : s > τ∗}, τ∗ = sup
t∈[0,+∞)T

{∀s ∈ [0, t]T : y∗(s) ∈ D},

σ(τn) = inf {s ∈ T : s > τn}, τn = sup
t∈[0,+∞)T

{∀s ∈ [0, t]T : yn(s) ∈ D}.
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Покажемо, що σ (τ∗) ≤ limn→∞ inf σ(τn). Припустимо, що це не так. Тодi

σ (τ∗) > lim
n→∞

inf σ(τn) = σ(τ).

1) Нехай σ (τ∗) < +∞. Виберемо довiльне T1 ∈ [0,+∞)T таке, що T1 ≥ σ (τ∗) . На
промiжку [0, T1]T yn(t)→ y∗(t), n→∞.

а) Розглянемо випадок, коли мiж σ(τ) i σ (τ∗) iснують точки з часової шкали.
За теоремою про характеризацiю нижньої границi для довiльного δ > 0 множина

{n ∈ N |σ(τn) < σ(τ)+δ} є нескiнченною. Виберемо δ таким чином, щоб σ(τ)+δ < σ (τ∗) .
Тодi iснує пiдпослiдовнiсть {σ(τnk

), nk ≥ 1)} послiдовностi {σ(τn), n ≥ 1} така, що можна
вказати таке число N ∈ N, що σ(τnk

) < σ(τ) + δ для довiльного nk ≥ N.
Виберемо момент часу t0 ∈ T такий, що t0 ∈ (σ(τ) + δ, σ (τ∗)) , тодi

ynk
(t0) = xnk

(σ(τnk
)) ∈ ∂D.

Iз рiвномiрної збiжностi yn(t) до y∗(t) на [0, T1]T маємо, що для довiльного ε > 0 iснує
таке N ∈ N, що для довiльного nk ≥ N виконується наступна нерiвнiсть:

|y∗(t)− ynk
(t)| < ε.

Але якщо вибрати ε наступним чином: 0 < ε < infv∈∂D |y∗(t0)− v| , то для фiксованого
t0 ∈ T такого, що t0 ∈ (σ(τ) + δ, σ (τ∗)) маємо:

|y∗(t0)− ynk
(t0)| = |y∗(t0)− xnk

(σ(τnk
))| > ε.

У цьому випадку одержуємо суперечнiсть.
б) Розглянемо тепер випадок, коли σ(σ(τ)) = σ (τ∗) . Аналогiчно до попередньому

пункту для фiксованого σ(τ) ∈ T маємо, що

|y∗(σ(τ))− ynk
(σ(τ))| = |y∗(σ(τ))− xnk

(σ(τnk
))| > ε;

знову одержуємо суперечнiсть.
2) Нехай тепер σ (τ∗) = +∞, а limn→∞ inf σ(τn) <∞. Виберемо довiльне T2 ∈ [0,+∞)T

таке, що T2 > limn→∞ inf σ(τn). Тодi даний випадок зводиться до попереднього, отримаємо
суперечнiсть iз рiвномiрною збiжнiстю yn(t)→ y∗(t) при n→∞ на [0, T2]T.

Отже, ми показали, що σ (τ∗) ≤ limn→∞ inf σ(τn).

Покладемо x∗(t) = y∗(t) при t ∈ [0, σ (τ∗)]T у випадку скiнченного σ (τ∗) i x∗(t) = y∗(t)
при t ∈ [0,+∞)T у випадку σ (τ∗) =∞.

Покажемо, що функцiя x∗(t) є розв’язком системи (1) при всiх t до моменту його
виходу на границю областi, який вiдповiдає керуванню u∗(t).

Вiзьмемо довiльне t ∈ [0, σ (τ∗)]T у випадку σ (τ∗) <∞ i t ∈ [0,+∞)T при σ (τ∗) =∞.
Виберемо достатньо велике T ∈ [0,+∞)T, що для вказаного t, yn(t) = xn(t) для досить
великих n. Оскiльки yn(t) → y∗(t) при n → ∞ рiвномiрно на [0, T ]T, то i xn(t) → x∗(t)
рiвномiрно по t ∈ [0, σ (τ∗1 )]T , де

σ (τ∗1 ) = inf {s ∈ T : s > τ∗1 } , τ∗1 = sup
t∈[0,T ]T

{∀s ∈ [0, t]T : x∗(s) ∈ D} .
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Оскiльки xn(t) — розв’язки системи (1), то

xn(t) = x0 +

∫
[0,t)T

[f1(s, xn(s)) + f2(s, xn(s))un(s)] ∆s =

= x0 +

∫
[0,t)T

[f1(s, xn(s)) + f2(s, xn(s))u∗(s)] ∆s+

+

∫
[0,t)T

[f2(s, xn(s))− f2 (s, x∗(s))] (un(s)− u∗(s)) ∆s+

+

∫
[0,t)T

f2 (s, x∗(s))
[
un(s)− u∗(s)

]
∆s. (12)

Покажемо, що другий доданок в останнiй рiвностi прямує до нуля при n→∞. Дiйсно,
завдяки нерiвностi (4) i нерiвностi Гельдера маємо∣∣∣∣∣∣∣

∫
[0,t)T

[f2(s, xn(s))− f2 (s, x∗(s))] (un(s)− u∗(s)) ∆s

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤

 ∫
[0,t)T

|[f2(s, xn(s))− f2 (s, x∗(s))]|q ∆s


1
q
 ∫

[0,t)T

(un(s)− u∗(s))p ∆s


1
p

≤

≤

 ∫
[0,t)T

[K |xn(s)− x∗(s)|]q ∆s


1
q ∥∥un(s)− u∗(s)

∥∥
p
→ 0,

n→∞, при t ∈ [0, τ∗1 ] ,

завдяки теоремi Лебега (оскiльки xn(t) → x∗(t)) при n → ∞ рiвномiрно по t ∈ [0, τ∗1 ] i
[K |xn(s)− x∗(s)|]q ≤ [K (|xn(s)|+ |x∗(s)|)]q <∞ є iнтегровною на t ∈ [0, τ∗1 ] .

Покажемо, що i третiй доданок в (12) прямує до нуля при n → ∞. Оскiльки функцiя
f2 (t, x∗(t)) є обмеженою на [0, τ∗1 ] , то завдяки слабкiй збiжностi послiдовностi керувань
un(t) до u∗(t) при n → ∞ на вiдрiзку [0, τ∗1 ] останнiй iнтеграл в (12) прямує до нуля
при n→∞.

Переходячи до границi в (12) при n→∞, отримаємо

x∗(t) = x0 +

∫
[0,t)T

[f1 (s, x∗(s)) + f2 (s, x∗(s))u∗(s)] ∆s для будь-якого t ∈ [0, σ (τ∗1 )]T .

Звiдки маємо, що x∗(t) — розв’язок системи (1), що вiдповiдає керування u∗(t) при
t ∈ [0, σ (τ∗1 )]T .
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Оскiльки момент часу T обраний довiльним чином, то маємо, що x∗(t) є розв’язком
системи (1), який вiдповiдає керуванню u∗(t) при t ∈ [0,+∞)T до моменту першого виходу
розв’язку на границю областi.

Зауважимо, що оскiльки до цього моменту розв’язок xn(t) спiвпадає з yn(t), тому
послiдовнiсть {xn(t) : n ≥ 1} збiгається поточково до x∗(t) для будь-якого t ∈ [0, σ (τ∗)]T .

Залишилось довести, що керування u∗(t) оптимальне.
Розглянемо два випадки:
1. Нехай σ (τ∗) < σ(τ).
У цьому випадку або iснує пiдпослiдовнiсть {σ(τnk

)} послiдовностi {σ(τn)}, що
σ(τnk

) → σ(τ) при nk → ∞ або лише не бiльше нiж скiнченна кiлькiсть {τn} (у ви-
падку τ = +∞). Тодi для достатньо великих nk : ynk

(t) = xnk
(t) при t ∈ [0, σ (τ∗)]T i

xnk
(t) ⇒ x∗(t) при nk →∞ на [0, σ (τ∗)]T .
Отже, маємо, що для довiльного t ∈ [0, σ (τ∗)]T

|xnk
(t)− x∗(t)| → 0 (13)

при nk →∞. Тодi маємо:∫
[0,σ(τnk

))T

g(t)A(t, xnk
(t))∆t+

∫
[0,σ(τnk

))T

B(t, unk
(t))∆t ≥

≥
∫

[0,σ(τ∗))T

g(t)A(t, xnk
(t))∆t+

∫
[0,σ(τ∗))T

B(t, unk
(t))∆t. (14)

Пiдiнтегральний вираз у першому доданку (14) для кожного t прямує до A (t, x∗(t))
згiдно з умовою (13) i умовою а3). Завдяки обмеженостi областi D i умови лiнiйного росту
а3) для A (t, x∗(t)) також маємо, що A(t, xnk

(t)) ≤ KA(1 + K1) для деякої сталої K1 > 0.
Отже, g(t)KA(1 +K1) є iнтегровною мажорантою, тому, використовуючи теорему Лебега
[15] про мажоровану збiжнiсть отримуємо, що:∫

[0,σ(τ∗))T

g(t)A(t, xnk
(t))∆t→

∫
[0,σ(τ∗))T

g(t)A (t, x∗(t)) ∆t. (15)

Оскiльки B(t, u) опукла по u, то

B(t, v(t)) ≥ B (t, u∗(t)) +
(
B′u (t, u∗(t)) , v(t)− u∗(t)

)
(16)

для довiльного допустимого керування v(t) ∈ U, тут (L′u, v − u∗) — скалярний добуток.
При цьому, згiдно з умовою а5), при q =

p

p− 1
маємо

∫
[0,+∞)T

∣∣∣∣∂B∂u (t, u∗(t))

∣∣∣∣q ∆t ≤ a2

∫
[0,+∞)T

|u∗(t)|p ∆t < +∞.

Тодi завдяки теоремi Рiса [15] вираз∫
[0,+∞)T

(
B′u (t, u∗(t)) , v(t)− u∗(t)

)
∆t
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задає лiнiйний неперервний функцiонал в Lp([0,+∞)T).
Поклавши в (16) v(t) = unk

(t) i використовуючи слабку збiжнiсть unk
(t) до u∗(t),

отримаємо для другого доданку в (14) нерiвнiсть:

lim
nk→∞

inf

∫
[0,σ(τ∗))T

B(t, unk
(t))∆t ≥

∫
[0,σ(τ∗))T

B (t, u∗(t)) ∆t. (17)

Тодi з (14), (15), (17) маємо

m = lim
nk→∞

 ∫
[0,σ(τnk

))T

g(t)A(t, xnk
(t))∆t+

∫
[0,σ(τnk

))T

B(t, unk
(t))∆t

 ≥
≥

∫
[0,σ(τ∗))T

g(t)A (t, x∗(t)) ∆t+ lim
nk→∞

inf

∫
[0,σ(τ∗))T

B(t, unk
(t))∆t ≥

≥
∫

[0,σ(τ∗))T

g(t)A (t, x∗(t)) ∆t+

∫
[0,σ(τ∗))T

B (t, u∗(t)) ∆t.

Отже, в цьому випадку керування u∗(t) є оптимальним.
2. Нехай σ (τ∗) = σ(τ).
Вiзьмемо довiльне t1 ∈ T, t1 < σ (τ∗) , i розглянемо вiдрiзок [0, t1]T. На даному вiдрiзку

xnk
⇒ x∗(t) при nk → ∞. Тодi за теоремою про характеризацiю нижньої границi множи-

на {n ∈ N|σ(τn) < t1} скiнченна, а на промiжку (t1, σ (τ∗))T може лежати нескiнченна
кiлькiсть точок σ(τn). Розглянемо цю послiдовнiсть. Тодi аналогiчно з попереднiм маємо

m = lim
nk→∞

 ∫
[0,σ(τnk

))T

g(t)A(t, xnk
(t))∆t+

∫
[0,σ(τnk

))T

B(t, unk
(t))∆t

 ≥
≥

∫
[0,t1)T

g(t)A (t, x∗(t)) ∆t+

∫
[0,t1)T

B (t, u∗(t)) ∆t.

Звiдси граничним переходом при t1 → σ (τ∗) отримаємо

J (u∗) = m.

Доведення для функцiоналу (3) аналогiчне. При цьому умова а5) виконується автоматично,
оскiльки ∂B

∂z
= 2u.

Теорему 1 доведено.
2.2. Доведення теореми 2. Розглянемо задачу (1), (2). Вiзьмемо довiльне T > 0, T ∈ T,

та зафiксуємо його.
Нехай, як i ранiше, V (t, x) — функцiя Беллмана даної задачi, а VT (t, x) — функцiя

Беллмана вiдповiдної задачi на [0, T ]T. З теореми 1 та теореми 1 [11] випливає, що данi
задачi мають розв’язки (x∗(t), u∗(t)) та (x∗T (t), u∗T (t)) .
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Зазначимо, що множина допустимих керувань на [0,+∞)T є пiдмножиною допустимих
керувань на [0, T ]T. За допустимими керуваннями u(t) на [0, T ]T, що не є допустимими на
[0,+∞)T, побудуємо керування

uT,∞(t) =

u(t), t ∈ [0, T ]T,

0, t ∈ (T,+∞)T.
(18)

Об’єднання множини допустимих керувань на [0,+∞)T iз множиною керувань вигля-
ду (18) позначимо через UT . Тодi така множина допустимих керувань спiвпадає на [0,+∞)T
з множиною U, а на [0, T ]T — iз множиною всiх допустимих керувань задачi типу (1), (2) на
[0, T ]T. Дiйсно, за довiльним допустимим керуванням u(t) на [0, T ]T, що не є допустимим
на [0,+∞)T, за правилом (18) будується допустиме керування на [0,+∞)T. З iншого боку,
Lp([0,+∞)T) ⊂ Lp([0, T ]T).

Позначимо через DT = D ∩ [0, T ]T, а через σ (τ∗T ) — момент виходу x∗T (t) на границю
областi DT . Зазначимо, що у випадку, коли σ (τ∗T ) < T, керування u∗T (t) буде оптимальним
для задачi (1), (2) на [0,+∞)T.

Розглянемо тепер випадок, коли σ (τ∗T ) = T. Позначимо через x(t) = x (t, u∗(t)) —
розв’язок початкової задачi (1), що вiдповiдає керуванню u∗T (t). Зазначимо, що оскiльки
при t ∈ [0, T ]T u∗(t) = u∗T (t), то завдяки єдиностi розв’язку початкової задачi (1) x(t) =
= x∗T (t) при t ∈ [0, T ]T.

Iз означення функцiї Беллмана тодi маємо

V ≤ J (u∗T ) =

∫
[0,T )T

[g(t)A (t, x∗T (t)) +B (t, u∗T (t))] ∆t+

+

∫
[T,σ(τT ))T

g(t)A(t, x(t))∆t =

= VT +

∫
[T,σ(τT ))T

g(t)A(t, x(t))∆t. (19)

Тут σ(τ) — момент виходу x(t) на границю областi D. Другий доданок у (19) прямує
до нуля при T → ∞ завдяки обмеженостi областi D i теоремi Лебега про мажоровану
збiжнiсть [15].

Нагадаємо, що σ (τ∗) — момент виходу оптимальної траєкторiї x∗(t) задачi (1), (2) на
[0,+∞)T на границю областi D. Зазначимо, що якщо σ (τ∗) ≤ T, то пара (x∗(t), u∗(t)) буде
оптимальною i для задачi на [0, T ]T, i в цьому випадку знову V = VT .

Нехай σ (τ∗) > T. Тодi

V = J (u∗) =

∫
[0,T )T

[g(t)A (t, x∗(t)) +B (t, u∗(t))] ∆t+

+

∫
[T,σ(τ∗))T

[g(t)A (t, x∗(t)) +B (t, u∗(t))] ∆t ≥
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≥ VT +

∫
[T,σ(τ∗))T

[g(t)A (t, x∗(t)) +B (t, u∗(t))] ∆t. (20)

Але ∫
[T,σ(τ∗))T

[g(t)A (t, x∗(t)) +B (t, u∗(t))] ∆t ≤

≤
∫

[T,+∞)T

g(t)KA(1 +K1)∆t+

+ a1

∫
[T,+∞)T

|u∗(t)|p ∆t при T → +∞. (21)

Отже, з одного боку з (19) маємо

V − VT ≤
∫

[T,σ(τT ))T

g(t)A(t, x(t))∆t,

а з iншого — з (20) одержуємо

V − VT ≥
∫

[T,σ(τ∗))T

[g(t)A (t, x∗(t)) +B (t, u∗(t))] ∆t.

Звiдси з урахуванням (21) отримуємо перше твердження теореми 2.
Далi для зручностi, не втрачаючи загальностi, обираємо n ∈ N i розглядаємо значення

Tn ∈ T, Tn ≥ n; завдяки тому, що supT = +∞, такий вибiр можливий.
Нехай u∗Tn(t) — оптимальне керування на [0, Tn]T, u

∗
Tn,∞(t) — допустиме керування

задачi (1), (2) на [0,+∞)T, визначене формулою (5). Якщо для якогось n σ
(
τ∗Tn
)
< Tn,

то u∗Tn,∞(t) є оптимальним для задачi на нескiнченному iнтервалi. Тут σ
(
τ∗Tn
)
— момент

виходу xTn,∞ на границю областi D.
Нехай тепер σ

(
τ∗Tn
)

= Tn для всiх n. Оскiльки VTn = J
(
u∗Tn
)
→ V, то iснує стала L

така, що VTn ≤ L. Але з умови а4) i (5) маємо, що

L ≥ VTn = J
(
u∗Tn
)

=

=

∫
[0,Tn)T

[
g(t)A

(
t, x∗Tn(t)

)
+B

(
t, u∗Tn(t)

)]
∆t ≥

≥ a1

∫
[0,Tn)T

∣∣u∗Tn(t)
∣∣p ∆t = a1

∫
[0,+∞)T

∣∣u∗Tn,∞(t)
∣∣p ∆t.

А отже, послiдовнiсть допустимих керувань
{
u∗Tn,∞

}
слабко компактна в Lp([0,+∞)T).

Тому iснує її слабко збiжна пiдпослiдовнiсть, яку знову, не втрачаючи загальностi, позна-
чимо {un,∞}. Отримаємо, що

u∗Tn,∞ → u∗ (22)

слабко збiгається при n→∞ в Lp([0,+∞)T).
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Аналогiчно теоремi 1 з використанням леми Мазура отримаємо, що u∗(t) ∈ V майже
для всiх t.

Позначимо через xTn,∞(t) — розв’язок початкової задачi (1), що вiдповiдає керуванню
u∗Tn,∞(t). Нехай σ(τTn) —момент виходу розв’язку xTn,∞ на границю областi D. Очевидно,
що σ(τTn) > Tn. Тодi маємо

J(uTn,∞) =

∫
[0,Tn)T

[
g(t)A

(
t, x∗Tn(t)

)
+B

(
t, u∗Tn(t)

)]
∆t+

+

∫
[Tn,σ(τTn ))T

[
g(t)A(t, xTn,∞(t)) +B

(
t, u∗Tn,∞(t)

)]
∆t =

= VTn +

∫
[Tn,σ(τTn ))T

[
g(t)A(t, xTn,∞(t)) +B

(
t, u∗Tn,∞(t)

)]
∆t.

Але B
(
t, u∗Tn,∞(t)

)
= 0 при t ∈ [Tn,∞)T завдяки побудовi u∗Tn,∞ та умовi а4 ).

Отже,

J(uTn,∞) = VTn +

∫
[Tn,σ(τTn ))T

g(t)A(t, xTn,∞(t))∆t, (23)

але згiдно з умовою а3) маємо, що∫
[Tn,σ(τTn ))T

g(t)A(t, xTn,∞(t))∆t ≤
∫

[Tn,σ(τTn ))T

g(t)KA(1 + |xTn,∞(t)|)∆t.

Iз обмеженостi областi D при t ≤ σ(τTn) випливає, що |xTn,∞(t)| ≤ K1.
Тодi одержуємо∫

[Tn,σ(τTn ))T

g(t)KA(1 +K1)∆t ≤
∫

[Tn,∞)T

g(t)KA(1 +K1)∆t→ 0 (24)

при n→∞. Тодi з (23), (24) отримаємо, що

J(uTn,∞)→ V при n→∞.

Отже, послiдовнiсть
{
u∗Tn,∞

}
є мiнiмiзуючою для задачi (1), (2), що й доводить тверджен-

ня 2 теореми 2.
Позначимо через x∗(t) розв’язок початкової задачi (1), що вiдповiдає керуванню u∗(t) iз

(22). Такий розв’язок iснує i єдиний, що є наслiдком теореми 1 [11]. Твердження про те, що
пара (x∗(t), u∗(t)) є оптимальною для задачi (1), (2), доводиться аналогiчно вiдповiдному
твердженню теореми 1.

Твердження 3 даної теореми очевидне. Доведення твердження 4 доводиться аналогiчно
вiдповiдному факту з теореми 1.

Якщо задача (1), (2) має єдиний розв’язок, то збiжностi (6) i (7) мають мiсце при
всiх T → ∞. Останнє випливає з того факту, що з будь-якої пiдпослiдовностi

{
u∗Tnk

,∞
}
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послiдовностi
{
u∗Tn,∞

}
iз (22) видiляється слабко збiжна до оптимального керування u∗(t)

послiдовнiсть, а таке керування єдине.
Теорему 2 доведено.
2.3. Доведення зауваження 1. Розглянемо задачу оптимального керування (1), (3). Оче-

видно, що доведення потребує лише встановлення сильної збiжностi u∗Tn,∞ до u∗. Анало-
гiчно теоремi 1 маємо

V = lim
n→∞

 ∫
[0,σ(τTn )T

g(t)A(t, xTn,∞(t))∆t+

∫
[0,σ(τTn ))T

∣∣u∗Tn,∞(t)
∣∣2 ∆t

 =

=

∫
[0,σ(τ∗))T

g(t)A (t, x∗(t)) ∆t+ lim
n→∞

∫
[0,σ(τTn ))T

∣∣u∗Tn,∞(t)
∣∣2 ∆t. (25)

Остання границя в (25) iснує, а отже, спiвпадає зi своєю нижньою границею.
Але з побудови u∗Tn,∞ випливає, що

∫
[0,σ(τTn ))T

∣∣u∗Tn,∞(t)
∣∣2 ∆t =

∫
[0,+∞)T

∣∣u∗Tn,∞(t)
∣∣2 ∆t.

Тому з (25) маємо

V ≥
∫

[0,σ(τ∗))T

g(t)A (t, x∗(t)) ∆t+ lim
n→∞

∫
[0,+∞)T

∣∣u∗Tn,∞(t)
∣∣2 ∆t =

=

∫
[0,σ(τ∗))T

g(t)A (t, x∗(t)) ∆t+ lim
n→∞

inf

∫
[0,+∞)T

∣∣u∗Tn,∞(t)
∣∣2 ∆t ≥

≥
∫

[0,σ(τ∗))T

g(t)A (t, x∗(t)) ∆t+

∫
[0,+∞)T

|u∗(t)|2 ∆t ≥

≥
∫

[0,σ(τ∗))T

g(t)A (t, x∗(t)) ∆t+

∫
[0,σ(τ∗))T

|u∗(t)|2 ∆t = V.

Отже,

lim
n→∞

∫
[0,+∞)T

∣∣u∗Tn,∞(t)
∣∣2 ∆t =

∫
[0,+∞)T

|u∗(t)|2 ∆t.

Звiдси i з (22) випливає сильна збiжнiсть u∗Tn,∞ до u∗ в L2([0,+∞)T), що й доводить
зауваження 1.
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