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A series of sufficient conditions for emergence of a sure event as the limiting time state of amulticomponent
dynamical system with attractive interaction is established. The sure event characterizes a state of system
with a finite set of positions when all distribution coordinates are zero except one fixed and equal to unity.
The sure event admits the interpretation of a consensus in social webs and thus our results can be used in
models of voter and opinion formation models.

Одержано ряд достатнiх умов виникнення достовiрної подiї для граничного по часу стану багато-
компонентної динамiчної системи з притягальною взаємодiєю. Достовiрнiсть подiї характеризує
стан системи зi скiнченою множиною позицiй, коли всi координати розподiлу є нульовими, окрiм
однiєї фiксованої, яка дорiвнює одиницi. Достовiрна подiя має iнтерпретацiю консенсусу в соцiаль-
них мережах, i тому одержанi результати припускають застосування в моделях виборiв та моделях
формування поглядiв.

1. Вступ. Чине впершебагатокомпонентнi динамiчнi системи, згенерованi вiдображенням,
яке вiдповiдає притягальнiй взаємодiї мiж a priory незнищенними опонентами в n-вимiр-
ному, n > 1, просторi, дослiджувалися в роботi [1]. У нiй вивчалася еволюцiя стохастичних
векторiв pt, rt з простору Rn, n ≥ 2, якi характеризують стан опонентiв. Там, зокрема, було
показано, що для таких динамiчних систем iснують рiвноважнi стацiонарнi стани (точковi
атрактори ) вигляду p = (0,0, . . . , 1, 0, . . . , 0), r = (0,0, . . . , 1, 0, . . . , 0), де 1 може стояти на
будь-якому однаковому для p та r мiсцi. Такi стани є стiйкими. У численних публiкацiях,
присвячених застосуванням, зокрема у моделях формування поглядiв та моделях виборiв
(див., наприклад, [2 – 8]), стани такого типу мають iнтерпретацiю консенсусу. Актуальною
є проблема опису басейнiв притягання до таких атракторiв, тобто опису всiх початкових
станiв, якi асимптотично при t → ∞ наближаються саме до цих станiв. Вiдзначимо, що
парам векторiв типу
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також вiдповiдають нерухомi стацiонарнi стани, але вони є нестiйкими i пов’язанi з проб-
лемою неоднозначностi у задачах прийняття рiшення.

З iншого боку, в теорiї динамiчних систем конфлiкту, розвинутiй у публiкацiях [9 – 19],
координати векторiв p = (p1, . . . , pn), r = (r1, . . . , rn) мають сенс iмовiрностей перебуван-
ня опонентiв в однiй iз позицiй деякого простору Ω = (ω1, . . . , ωn). За означенням, досто-
вiрна подiя вiдповiдає вектору з одиничною координатою в однiй з ωi позицiй, i = 1, n.
У випадку систем з притягальною взаємодiєю, як зазначалося вище, пари таких векторiв
утворюють стiйкi нерухомi стани. Задача полягає у знаходженнi умов для координат до-
вiльної початкової пари стохастичних векторiв pt=0, rt=0 ∈ Rn, якi забезпечують збiжнiсть
траєкторiї динамiчної системи до граничного стану, що має сенс одночасної достовiрної
подiї у фiксованiй позицiї ωi для обох опонентiв.

Вiдзначимо, що формула притягальної взаємодiї, яка генерує динамiчну систему в
Rn × Rn, має досить простий вигляд (див. нижче (2.2)). Це дозволяє встановити цiлий
ряд простих достатнiх ознак достовiрної подiї, зокрема, при додаткових умовах симетрiї
для векторiв p, r та їхньої розмiрностi. Встановлення критерiю достовiрної подiї здається
нетривiальною задачею, навiть у розмiрностi n = 3, принаймнi для динамiчних систем iз
дискретним часом, якi тут тiльки i розглядаються. Це iлюструють приклади з комп’ютер-
ними симуляцiями.

Нарештi зауважимо, цю динамiчнi системи з притягальною взаємодiєю можна iнтер-
претувати як такi, що описують конфлiктнi подiї в наступному сенсi. Кожна з позицiй ωi,
i = 1, n, n > 1, з достовiрним її захопленням обома опонентами є взаємовиключною для
всiх iнших n− 1 позицiй. Тому притягальна взаємодiя мiж опонентами за формулою (2.2)
насправдi мiстить у собi конфлiкт n-мiрної альтернативностi для позицiй ωi.

2. Постановка задачi. Розглянемо в метричному просторi X деяку некомутативну бi-
нарну композицiю (вiдображення) > :

{x, y} >−→ {x′, y′}, x′ = x> y, y′ = y > x, x, y ∈ X.

Далi композицiю > називаємо взаємодiєю мiж елементами простору X. За означенням,
взаємодiя > є притягальною, якщо∣∣x′ − y′∣∣ ≤ |x− y| ∀x, y ∈ X, (2.1)

де |x−y| позначає вiдстань мiж елементами в просторi X. Використовуючи вiдображення
>, побудуємо дискретну динамiчну систему з притягальною взаємодiєю в прямому добутку
X ⊗X.

З цiєю метою спiвставимо кожнiй парi елементiв {x, y} ≡
{
x0, y0

}
∈ X⊗X траєкторiю{

xt, yt
} >−→

{
xt+1, yt+1

}
∈ X ⊗X, t = 0, 1, . . . ,

де xt+1 := xt > yt, yt+1 := yt > xt. Завдяки умовi притягання (стискання) (2.1) природно
очiкувати, що в X iснують границi

x∞ = lim
t→∞

xt, y∞ = lim
t→∞

yt

i вони тотожнi, x∞ = y∞. Iншими словами, пара {x∞, y∞} утворює нерухому стацiонарну
точку динамiчної системи, згенерованої вiдображенням > :

x∞ > y∞ = x∞, y∞ > x∞ = y∞.
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Вiдзначимо, що оскiльки станам динамiчної системи вiдповiдають елементи з прямого
добутку X ⊗X, то взагалi нерухома точка не єдина, як у вiдомiй теоремi Банаха. Залежно
вiд структури простору X та властивостей вiдображення > нерухомих точок може бути
багато, вони утворюють так звану ω -граничнумножину. За означенням, граничну нерухому
точку {x∞, y∞} називаємо достовiрною подiєю, якщо, окрiм рiвностi x∞ = y∞, ця точка
є стiйкою [20]. Задача полягає у знаходженнi необхiдних та достатнiх умов належностi
початкової точки траєкторiї до басейну притягання точки як достовiрної подiї. У данiй
роботi ми дослiджуємо басейни притягання стiйких нерухомих точок у наступнiй ситуацiї,
яка має практичну iнтерпретацiю.

Нехай двом опонентам A та B, якi далi звуться гравцями, в момент часу t = 0 спiв-
ставлено незалежнi дискретнi випадковi розподiли на просторi Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn}, n ≥ 2
(множина вiдвiдуваних позицiй):

A ∼ p = (p1, . . . , pn), B ∼ r = (r1, . . . , rn).

Зрозумiло, що вектори p, r є стохастичними:

0 ≤ pi, ri ≤ 1, i = 1, n, p1 + . . .+ pn = 1 = r1 + . . .+ rn.

Далi припускаємо, що вони є рiзними i неортогональними, тобто в Rn їхнiй скалярний
добуток задовольняє умову 0 < (p, r) < 1. Координати pi, ri можна iнтерпретувати як
незалежнi ймовiрностi попадання A, B в ωi. Iншими словами, величини pi, ri характе-
ризують випадковi подiї вiдвiдування позицiї ωi гравцямиA та B у початковий момент часу
t = 0. Отже, pi = P (A перебуває в позицiї ωi ), де P(·) означає ймовiрнiсть. Аналогiчнi
мiркування для ri.

Припустимо, що в наступнi моменти дискретного часу t = 1, 2, . . . гравцi A та B всту-
пають один iз одним у взаємодiю, яку позначаємо >. Це приводить до змiни вiдповiдних
їм розподiлiв:

{p, r} ≡
{
p0, r0

} >−→
{
p1, r1

} >−→ . . .
>−→
{
pt, rt

} >−→ . . . .

Покладаємо, що закон змiни координат стохастичних векторiв задається iтерактивно та-
кими формулами:

pt+1
i =

pti
(
1 + rti

)
zt

, rt+1
i =

rti
(
1 + pti

)
zt

, t = 0, 1, . . . , p0i = pi, r0i = ri, (2.2)

де нормувальний знаменник zt має вигляд zt = 1 + θt, θt =
(
pt, rt

)
=
∑n

i=1
ptir

t
i .

Намножинi всiх стохастичних векторiв фiксованої розмiрностi n > 1, яка є симплексом
∆n−1, введемо вiдстань за формулою

D(p, r) =
1

2

∑
i

di, di = |pi − ri|.

Легко перевiрити, що тодi ∆n−1 стає метричним простором.
З формул (2.2) випливає, що взаємодiя > задовольняє умову (2.1), тобто є притягальною

D
(
pt+1, rt+1

)
≤ D

(
pt, rt

)
, t > 0.
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Це дiйсно так, тому що для всiх i = 1, n маємо

dt+1
i =

dti
zt
< dti, zt = 1 + θt > 1, t = 1, 2, . . . . (2.3)

Тому ми говоримо, що гравцi А, В притягуються. Бiльш за те, очевидно, що з (2.3) випливає
монотонна збiжнiсть до нуля всiх послiдовностей dti :

d∞i := lim
t→∞

dti = lim
t→∞

∣∣pti − rti∣∣ = 0.

Тому iснують границi p∞ = limt→∞ pt, r∞ = limt→∞ rt такi, що D (p∞, r∞) = 0. Нас
цiкавить вiдповiдь на таке питання: для яких початкових розподiлiв p, r обидва граничнi
вектори p∞, r∞ мають єдину, наприклад i-ту, ненульову координату, тобто iснує єдина
позицiя ωi, де гравцi A, B зустрiнуться з одиничною ймовiрнiстю, p∞i = r∞i = 1? Вище
зазначалося, що таку ситуацiю ми звемо достовiрною подiєю. Зрозумiло, що це питання
еквiвалентне задачi опису басейнiв притягання до станiв вигляду p∞ = (0,0, . . . , 1, 0, . . . , 0),
r∞ = (0,0, . . . , 1, 0, . . . , 0).

3. Попереднi результати. Далi, як i вище, > позначає бiнарне вiдображення векторiв,
записане в термiнах їхнiх координат згiдно з формулою (2.2). У прямому добутку симпле-
ксiв ∆n−1 вiдображення > породжує 2(n− 1)-параметричну динамiчну систему:

∆n−1 ×∆n−1 3
{
pt, rt

} >,t−→
{
pt+1, rt+1

}
∈∆n−1 ×∆n−1. (3.1)

Виявляється, що кожна траєкторiя цiєї динамiчної системи збiгається до нерухомої точки
{p∞, r∞} (див. далi теорему 3.2). При цьому, питання, якi саме координати p∞i , r

∞
i гра-

ничних векторiв є ненульовими та скiльки їх, є досить не тривiальним. Наведемо декiлька
результатiв у цьому напрямку.

Твердження 3.1. Нехай для деякої пари i, k ∈ 1, n вiдповiднi координати початкової
точки

{
p0, r0

}
, p0 ≡ p, r0 ≡ r траєкторiї (3.1) задовольняють нерiвностi

pi ≥ pk, ri > rk або pi > pk, ri ≥ rk. (3.2)

Тодi з необхiднiстю k -тi координати граничної пари є нульовими, p∞k = r∞k = 0.

Доведення. Безпосередньо з (2.2) випливає, що завдяки умовам (3.2) вiдношення ptk
pti
,

як i r
t
k

rti
, монотонно спадають при t→∞ i прямують до нуля. Тому p∞k = r∞k = 0.

Введемо позначення суми та добутку координат з фiксованим iндексом для векторiв iз
траєкторiї (3.1):

σti := pti + rti , ρti := ptir
t
i .

Твердження 3.2. Якщо для деякої пари i, k ∈ 1, n початковi значення сум та добуткiв
координат задовольняють нерiвностi

σi ≥ σk, ρi > ρk або σi > σk, ρi ≥ ρk, (3.3)

то p∞k = r∞k = 0.
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Доведення. З (2.2) випливає

σt+1
k =

1

zt
(
σtk + 2ρtk

)
, zt = 1 +

(
pt, rt

)
, (3.4)

та

ρt+1
k =

1

(zt)2

(
ρtk +

(
ρtk
)2

+ ρtkσ
t
k

)
, t = 1, 2, . . . . (3.5)

Використовуючи формули (3.4), (3.5), з (3.2) отримуємо

σ1i > σ1k, ρ1i > ρ1k.

За iндукцiєю, аналогiчнi нерiвностi справджуються для всiх t ≥ 1 :

σti > σtk, ρti > ρtk.

Тому вiдношення ρ
t
k

ρti
,
σtk
σti

монотонно прямують до нуля при t→∞. Це означає, що обидвi
граничнi координати p∞k та r∞k дорiвнюють нулю.

Згiдно з останнiм твердженням, якщо умови

σmax = σi = pi + ri, ρmax = ρi = piri

виконуються для єдиного i, то p∞i = r∞i = 1 i, отже, всi p∞k = r∞k = 0, k 6= i. Тобто, цi
умови є достатнiми для виникнення достовiрної граничної подiї в позицiї ωi. Природно
було б очiкувати, що цi умови є й необхiдними для p∞i = r∞i = 1. Незважаючи на те, що
таке припущення пiдтверджують численнi комп’ютернi приклади, насправдi виявляється,
що це не так. Достовiрна гранична подiя в позицiї ωi може вiдбутися навiть тодi, коли в (3.3)
умови з сумами замiнити на протилежнi. Таку ситуацiю iлюструють приклади на рис. 1.
У цiй ситуацiї можна знайти iншу достатню умову (див. далi твердження 3.3 та теорему 4.1).
Зокрема, рис. 1 а iлюструє ситуацiю, коли достовiрна подiя, p∞2 = r∞2 = 1, виникає в позицiї
ω2, в якiй двi величини ρ2 та κ2 = σ2 + 2ρ2 максимальнi.

Твердження 3.3. Нехай для пари i, k ∈ 1, n замiсть умов (3.3) виконуються такi нерiв-
ностi:

ρi > ρk, σi < σk, (3.6)

та

κi = σi + 2ρi ≥ σk + 2ρk = κk. (3.7)

Тодi p∞k = r∞k = 0.
Доведення. Якщо ми покажемо, що

σ1k ≤ σ1i , ρ1k < ρ1i , (3.8)

то p∞k = r∞k = 0 буде випливати з твердження 3.2. Переконаємося в справедливостi (3.8).
Дiйсно, перша нерiвнiсть з (3.8) випливає прямо з (3.7) та (3.4). Тому потрiбно довести
лише нерiвнiсть ρ1k < ρ1i . За допомогою простих манiпуляцiй отримуємо

ρ1k =
1

4z2
(
2zσ1k + z2σ1kσ

1
k − σkσk − 2σk

)
,
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Рис. 1. Траєкторiї окремих координат позначенi тонкими лiнiями, напiвжирнi лiнiї вiдповiдають нормованим
сумам координат 1

2
σt
i =

1

2

(
pti + rti

)
, лiнiї з точками — добуткам ρti = ptir

t
i . Початковi розподiли за-

данi векторами: a) p = (0,4737; 0,4964; 0,0299), r = (0,109; 0,1961; 0,6949) ; б) p = (0,095; 0,88; 0,025),
r = (0,359; 0,001; 0,64). Обидва випадки демонструють ситуацiю, коли максимальнi значення ймовiр-
ностi одночасного перебування гравцiв А, В у фiксованiй позицiї забезпечують граничну достовiрну
подiю: а) p∞2 = r∞2 = 1 завдяки ρ2 = ρmax, κ2 = κmax ; б) p∞1 = r∞1 = 1 тiльки завдяки ρ1 = ρmax. В
обох випадках значення сум координат не є визначальним фактором, оскiльки σ3 = σmax , але σ∞

3 = 0
для а) та σ2 = σmax , але σ∞

2 = 0 для б).

де ми скористалися формулою

ρk =
1

2

(
zσ1k − σk

)
.

Тепер, порiвнюючи ρ1k з ρ1i i враховуючи, що σk ≤ σi та σ1k ≤ σ1i , ми отримуємо ρ1k < ρ1i .

З наведених результатiв можна було б очiкувати, що умова максимальностi для добутку
ρmax = ρi = piri в однiй фiксованiй позицiї є необхiдною для p∞i = r∞i = 1. Це також
пiдтверджують багато комп’ютерних прикладiв. Але й таке припущення спростовується
контрприкладами. Так, рис. 2 iлюструє двi рiзнi ситуацiї, коли достовiрна подiя вiдбувається
в позицiї, де ρ та σ одночасно не є максимальними. Бiльш того, в ситуацiї рис. 2 а)
навiть максимальнiсть величини κ не є визначальною i, отже, умова максимальностi κ у
фiксованiй позицiї не є необхiдною для достовiрної подiї у цiй позицiї.

Неважко переконатися, що в загальному випадку, коли координати граничних векторiв
не нульовi, тодi вони обов’язково однаковi.

Твердження 3.4. Для кожної пари координат з iндексами i, k ∈ 1, n можливий один iз
двох випадкiв:
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Рис. 2. a) p = (0,68; 0,2; 0,12), r = (0,07; 0,35; 0,58). Незважаючи на те, що жодне з максимальних значень
ρmax = ρ2, σmax = σ1 i навiть κmax = κ1 не належить позицiї ω3, достовiрна подiя, p∞3 = r∞3 = 1,
вiдбувається саме в позицiї ω3; б) p = (0,021; 0,179; 0,8), r = (0,44; 0,46; 0,1). Достовiрну подiю, p∞3 =
= r∞3 = 1, у позицiї ω3 забезпечує наявнiсть двох максимальних значень, σ3 = σmax, κ3 = κmax, хоча
добуток координат для цiєї позицiї не є максимальним, ρmax = ρ2.

(a) одна з пар координат pti, r
t
i або ptk, r

t
k прямує до нуля:

p∞i = r∞i = 0, або p∞k = r∞k = 0; (3.9)

(b) усi координати pti, rti та ptk, r
t
k збiгаються до однакової границi (нульової або додат-

ної):

p∞i = r∞i = p∞k = r∞k ≥ 0. (3.10)

Доведення. Оскiльки вiдомо, що завжди рiзницi dti, dtk прямують до нуля (див. (2.3)),
то можливi лише два випадки. Iснує таке T, що (3.2) виконується для всiх t > T. Тодi з
твердження 3.1 отримуємо (3.9). В iншому випадку перетин dti

⋂
dtk завжди є непорожньою

множиною. Звiдси очевидно випливає, що виконується умова (3.10).
Таким чином, для кожної пари векторiв p, r ∈∆n−1, (p, r) 6= 0, iснує розклад множини

Ω на двi пiдмножини
Ω = Ω0

⋃
Ω+,

де

Ω0 := {ωk : p∞k = r∞k = 0} , Ω+ := {ωi : p
∞
i = r∞i > 0} . (3.11)

Тепер з твердження 3.4 отримуємо наслiдок, який формулюємо у виглядi такої теореми.
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Теорема 3.1. Для довiльної пари початкових не ортогональних стохастичних векторiв
p, r граничний стан динамiчної системи (3.1) у термiнах координат {p∞, r∞} має такий
опис:

p∞k = r∞k = 0, ωk ∈ Ω0, p∞i = r∞i =
1

|Ω+|
> 0, ωi ∈ Ω+, (3.12)

де |Ω+| — потужнiсть множини Ω+.
Сформулюємо основний результат цього пункту.
Теорема 3.2. Кожна траєкторiя динамiчної системи (3.1) збiгається до нерухомої точки

{p∞, r∞}:

p∞ = lim
t→∞

pt, r∞ = lim
t→∞

rt, p∞ > r∞ = p∞, r∞ > p∞ = r∞.

При цьому для довiльної пари початкових стохастичних векторiв p0, r0 ∈ ∆n−1, p0 6= r0,
граничнi вектори є однаковими, p∞ = r∞. Вiдповiдна ω -гранична множина динамiчної сис-
теми (3.1) (позначимо її Γn ) складається з 2n − 1 точок:

Γn =

n⋃
m=1

Γ(n
m), (3.13)

де {p,p} ∈ Γ(n
m), якщо виконується умова

‖p‖2 =
1

m
, pi =

{
0,

1

m

}
, i = 1, n, 1 ≤ m ≤ n, (3.14)

де ‖ · ‖ позначає норму в Rn, ω -гранична множина Γn не мiстить перiодичних орбiт. Пiд-
множину Γ( n

m=1)
утворюють стiйкi нерухомi точки. Всi пiдмножини Γ(n

m), 2 ≤ m ≤ n,

складаються лише з нестiйких нерухомих точок.
Доведення. Iснування граничних нерухомих станiв вигляду {p∞,p∞} випливає прямо

з (2.2) завдяки (2.3) (докладнiше див. [1]). Зокрема, умова (3.14) еквiвалентна iнварiантно-
стi граничних координат вiдносно вiдображення, заданого формулами (2.2). Зокрема, для
вiдмiнних вiд нуля граничних координат виконується рiвнiсть

p∞i = r∞i = θ∞ = ‖p∞‖2 .

Асимптотична стiйкiсть станiв iз множини Γ( n
m=1)

випливає з твердження 3.1. Дiйсно,
зафiксуємо k ∈ 1, n i розглянемо стан iз цiєї множини, утворений вектором ek ∈ Rn з
координатами, заданими символом Кронекера, eki = δik, i = 1, n. Тодi з твердження 3.1
випливає, що всi траєкторiї (3.1), якi стартують iз станiв {p, r}, координати векторiв яких
задовольняють нерiвностi |pi− δik| <

1

n
, |ri− δik| <

1

n
, з необхiднiстю збiгаються до точки

{ek, ek}. Зрозумiло, що множина всiх таких початкових станiв утворює деякий окiл точки
{ek, ek} в просторi ∆n−1 ×∆n−1.

Легко зрозумiти, що в будь-якому околi граничної точки з пiдмножини Γ( n
m>1)

iснують
стани, утворенi векторами, деякi з координат яких задовольняють нерiвностi, протилежнi
до (3.2). Тодi траєкторiї з такими початковими станами будуть збiгатися до iншої граничної
точки. Це доводить нестiйкiсть нерухомих точок з Γ( n

m>1)
.
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Вiдсутнiсть перiодичних орбiт в ω -граничнiй множинi Γn є наслiдком того, що Γn

складається лише з одноточкових нерухомих станiв.
Зауважимо, що безпосередньо з доведення теореми 3.2 випливає вiдсутнiсть нейтраль-

но стiйких нерухомих точок. Вiдзначимо також, що множина Γ( n
m=n) мiстить лише одну

нерухому точку, утворену з пари однакових векторiв з координатами pi = ri =
1

n
для

всiх i ∈ 1, n. З твердження 3.1 випливає, що ця точка є нестiйкою, з її довiльного околу
траєкторiями (3.1) можна наблизитися до будь-якої точки з множини Γn.

Пiдкреслимо також, що з доведених вище теорем випливає вiдсутнiсть рiзних ненульо-
вих граничних координат у фiксованого граничного стану. Тому одне з важливих питань
полягає в тому, як у термiнах початкової пари векторiв p, r здiйснити розклад множини
позицiй Ω на пiдмножину Ω0, в якiй усi граничнi координати є нульовими, та Ω+, де
усi граничнi координати є строго додатними й однаковими? А основне питання зводиться
до знаходження критерiю виконання рiвностi |Ω+| = 1. Тобто, знаходження необхiдних i
достатнiх умов для пари початкових векторiв, коли на границi по часу виникає лише одна
ненульова координата, p∞i = r∞i = 1. Наведенi вище результати є лише допомiжними для
дослiдження поставленої задачi. Опишемо найскладнiшу ситуацiю.

Нехай для деякої пари векторiв p, r виконуються протилежнi нерiвностi для сум та
добуткiв: σk > σi, але ρk < ρi. Тодi з твердження 3.3 випливає, що ωk ∈ Ω0, якщо
σk + 2ρk = κk ≤ κi = σi + 2ρi (див. нерiвнiсть (3.7)). Але ця нерiвнiсть є лише достатньою
умовою для ωk ∈ Ω0. Тому, коли припустити, що κk > κi, тодi σ1k > σ1i , оскiльки з
(3.4) випливає, що σ1k = κk, σ

1
i = κi. I якщо при цьому ρ1k < ρ1i , то ми не можемо

визначити, до яких iз множин Ω0 чи Ω+ належать позицiї ωk, ωi. Звичайно, якщо ρ1k ≥ ρ1i ,
то все зрозумiло. Але якщо зазначена вище невизначенiсть повторюється лише скiнченну
кiлькiсть разiв i на якомусь кроцi t0 з’являються обидвi нерiвностi σt0k > σt0i , ρ

t0
k > ρt0i (або

протилежнi до них), то можна зробити висновок, що ωi ∈ Ω0 (або ωk ∈ Ω0 ). Складнiсть
у тому, що в загальному випадку не зрозумiло, чи iснує таке t0, а якщо iснує, то за яких
умов?

На завершення пункту наведемо таке твердження.
Твердження 3.5. Якщо σ1i > σi, то ρ1i > ρi.
Доведення. У випадку pi = ri з σ1i > σi, очевидно, випливає p1i = r1i > pi, i тому

ρ1i > ρi. Розглянемо довiльний випадок, у якому без втрати загальностi будемо вважати,
що pi > ri. При цьому можливi декiлька варiантiв.

Якщо σ1i > σi, то обидвi координати p1i i r1i зростають, тобто p1i > pi i r1i > ri, тодi,
очевидно, ρ1i > ρi.

Пiдкреслимо, що з p1i > pi обов’язково випливає r1i > ri, оскiльки (див. (2.3)) p1i − r1i =
= d1i < pi − ri. За умови σ1i > σi це означає, що r1i зростає швидше, нiж p1i .

Нарештi нехай σ1i > σi i вiдомо, що r1i > ri. Тодi можливо, якщо p1i спадає, то p1i ≤ pi.
Маємо r1i = ri + ∆, p1i = pi −∆′. Однак при цьому повинна виконуватися умова

∆ > ∆′ ≥ 0,

Знайдемо добуток
ρ1i = (ri + ∆)

(
pi −∆′

)
= ρi + pi∆− ri∆′ −∆∆′.

Стверджуємо, що ρ1i > ρi, оскiльки
pi∆− ri∆′ −∆∆′ > pi∆− ri∆−∆∆′ = (pi − ri)∆−∆∆′ =

(
di −∆′

)
∆ > 0,
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де ми використали нерiвнiсть ∆′ < di. Вона справедлива, тому що протилежне суперечить
нерiвностi d1i > 0.

Таким чином, якщо для координат pi, ri їхня сума зростає на якомусь кроцi, то добуток
цих координат також зростає. Але внаслiдок нелiнiйностi формул (2.2) добуток координат
може зростати i тодi, коли їхня сума спадає. Це ускладнює розв’язання поставленої задачi.

4. Частковi вiдповiдi. У цьому пунктi розглянуто ряд ситуацiй, коли проблема досто-
вiрної подiї розв’язується в сторону достатностi. Так, безпосередньо з тверджень 3.1 та 3.2
випливає справедливiсть такої теореми.

Теорема 4.1. Якщо в початковий момент часу в просторi Ω iснує єдина позицiя ωi0 , для
якої

pt=0
i0 ≡ pi0 = pmax =

n
max
i=1
{pi}, rt=0

i0 ≡ ri0 = rmax =
n

max
i=1
{ri},

або
σt=0
i0 ≡ σi0 = σmax =

n
max
i=1
{σi}, ρt=0

i0 ≡ ρi0 = ρmax =
n

max
i=1
{ρi},

то саме в ωi0 граничнi координати p∞i0 = r∞i0 = 1, а всi iншi дорiвнюють нулю, p∞i = r∞i = 0,
i 6= i0.

Вiдзначимо, що твердження 3.3 не гарантує достовiрної подiї в позицiї ωi0 , навiть якщо
це єдина позицiя, в якiй

κi0 = κmax =
n

max
i=1
{κi}, κi := σi + 2ρi,

томущо при цьому координата pi0 може бути досить малою i це приводить до p∞i0 = r∞i0 = 0.
Таку ситуацiю iлюструє рис. 2 а).

Розглянемо декiлька випадкiв iз умовами симетрiї на початковi розподiли.
Нехай для деякого i0

pi0 = ri0 = p, σj = σk, j, k 6= i0. (4.1)

Твердження 4.1. Якщо виконується умова (4.1) i p > 1

n
, то p∞i0 = r∞i0 = 1.

Доведення. Зараз усi σk =
2(1− p)
n− 1

, k 6= i0. Тому σi0 >
2

n
> σk. А також ρi0 =

1

n2
> ρk

∀k 6= i0. Тепер справедливiсть твердження випливає з теореми 4.1.
Розглянемо випадок iз умовою (4.1) при p <

1

n
. Тепер σi0 < σk ∀k 6= i0. Чи може

при цьому виникнути достовiрна подiя в позицiї ωi0 , тобто p∞i0 = r∞i0 = 1? Виявляється,
що так, але лише тодi, коли всi ρk є достатньо малими, щоб виконувалася умова (3.7)
при i = i0 з твердження 3.3. Звичайно, цю умову неможливо задовольнити при будь-
якому p <

1

n
. Iснує мiнiмальний порiг λ для p, який визначається рiвнянням κi0 = σk.

Це рiвняння, враховуючи, що σk = 2
(1− p)
(n− 1)

i покладаючи pi0 = p = λ, має вигляд

2λ + λ2 =
2(1− λ)

n− 1
. Отже, мiнiмальний порiг для pi0 = p, коли можна скористатися

умовою (3.7), є λ =
(n2 + 4n− 4)

1
2 − n

2(n− 1)
. Якщо p < λ, то при довiльному ρk > 0 умова (3.7)

не справджується. Отже, справедливе таке твердження.
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Твердження 4.2. Нехай виконуються умови (4.1) i λ < p <
1

n
. Тодi iснують достатньо

малi ρk такi, що κi0 ≥ κk для всiх k 6= i0 i, отже, p∞i0 = 1.

З наведених тверджень випливає, що для розмiрностi n = 3, тобто для p, r ∈∆2, i при
умовах (4.1), коли

p1 = r1 = p, p2 = r3 =
1− p

2
+ ε, p3 = r2 =

1− p
2
− ε, 0 < ε =

1− p
2

, (4.2)

в позицiї ω1 вiдбувається достовiрна подiя, p∞1 = r∞1 = 1, у таких випадках:

1) p ≥ 1

3
, p2 = r3 6=

1

3
;

2) p > 0, p2 = r3 = 0;

3) λ < p <
1

3
, λ =

√
17− 3

4
, але κ1 > κ2.

5. Достатнi умови. У цьому пунктi наведено бiльш тонкi достатнi умови достовiрної
подiї. Почнемо з розмiрностi n = 3, коли p, r ∈∆2.

Нехай 0 < p <
1

3
та σ2 = σ3. Тодi очевидно σ1 < σ2. З попереднiх результатiв вiдомо,

що забезпечити на границi по часу рiвнiсть p∞1 = r∞1 = 1 можливо лише тодi, коли ρ2 = ρ3
є досить малим. Запишемо ρ2 у виглядi

ρ2 = ρ3 = p2r2 = p3r3 =

(
1− p

2
+ ε

)(
1− p

2
− ε
)

=

=

(
1− p

2

)2

− ε2 =
1

4

(
1− 2p+ p2 − 4ε2

)
, 0 ≤ ε ≤ 1− p

2
.

Звичайно, якщо ε є максимально великим, ε =
1− p

2
, то r2 = p3 = 0, i для довiльного

початкового p одержуємо pt2 = rt3 → 0, t → ∞, а p∞1 = 1. Але це крайнiй випадок.
Навпаки, для нульового або досить малого ε обидвi координати p2, p3 близькi до 1

3
. Тодi

для p <
1

3
добуток ρ2 перевищує ρ1 та за твердженням 3.2 p∞1 = 0, а p∞2 = p∞3 =

1

2
.

Легко встановити, що це вiдбувається завжди, коли ε задовольняє умову (5.1) iз такого
твердження.

Твердження 5.1. Нехай координати векторiв p, r ∈∆2 задовольняють умови (4.2). При-
пустимо

p <
1

3
, 0 ≤ ε2 ≤ f(p), f(p) :=

1

4
− p− 3

4
p2. (5.1)

Тодi p∞2 = p∞3 =
1

2
i p∞1 = r∞1 = 0.

Доведення. З умов (5.1) легко одержуємо σ1 < σ2 = σ3, ρ1 ≤ ρ2 = ρ3. Тепер користує-
мося твердженням 3.2 та теоремою 3.1.

Таким чином, для забезпечення достовiрної подiї в ω1 з початковою координатою p1 =

= p <
1

3
потрiбно обмежити ε знизу.
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Теорема 5.1. Нехай координати векторiв p, r ∈ ∆2 мають вигляд (4.2). Додатково

припустимо, що λ ≤ p ≤ 1

3
, де λ =

√
17− 3

4
, а ε ≤ 1− p

2
задовольняє оцiнку знизу

T (p) ≤ ε2, T (p) =
3

4
− 2p− 3

4
p2. (5.2)

Тодi p∞i = r∞i = 1.

Доведення. Покажемо, що вже на першому кроцi pt=1
1 =

p(1 + p)

z
≥ 1

3
. Дiйсно, оскiль-

ки z = 1 + p2 + 2ρ2, остання нерiвнiсть має еквiвалентний вигляд

3p(1 + p) ≥ 1 + p2 + 2ρ2,

де ρ2 = ρ3 = p2p3 =

(
1− p

2

)2

− ε2. Це означає, що нерiвностi pt=1
1 ≥ 1

3
та

ε2 ≥ 1

4

(
3− 8p− 3p2

)
= T (p)

еквiвалентнi. Легко бачити, що функцiя T (p) спадає на вiдрiзку
[
0,

1

3

]
вiд 3

4
до 0, причому

T (p) >
(1− p)2

4
на [0, λ). Це означає, що умова (5.2) може виконуватися тiльки тодi, коли

λ ≤ p. Тепер з p11 = r11 ≥
1

3
випливає, що σ11 ≥ σ12. Очевидно також, що ρ11 > ρ12, оскiльки

ε1 =
1

2

(
p12 − p13

)
> 0.

Отже, теорема 5.1 справедлива завдяки твердженню 3.2.
Твердження теореми 5.1 проiлюстровано на рис. 3. Її результат легко узагальнити на

вищу розмiрнiсть.
Нехай p, r ∈∆n−1, n > 2, є непарним. Припустимо, для деякого i

pi = ri = p, σl = σk, ρl = ρk ∀l, k 6= i.

Тодi σi = 2p, ρi = p2, σk =
2(1− p)
n− 1

. Позначимо ε :=
|pk − rk|

2
В такому випадку, окрiм

pi = ri = p, маємо n− 1

2
рiвних координат pk = rl =

1− p
n− 1

+ ε та n− 1

2
рiвних координат

pl = rk =
1− p
n− 1

− ε. При цьому

ρk = ρl =

(
1− p
n− 1

+ ε

)(
1− p
n− 1

− ε
)

=

(
1− p
n− 1

)2

− ε2.

Введемо позначення

fn(p) :=
p(p− 1)

2
+

(
1− p
n− 1

)2

, Tn(p) :=
1− np+ p2(1− n)

2
+

(
1− p
n− 1

)2

.

Очевидно fn(p) < Tn(p) для p < 1

n
.
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Рис. 3. Фазовийпортрет траєкторiй у симетричному випадку, p1 = r1 = p, p2 = r3, p3 = r2, тобто p = (p, a, b),
r = (p, b, a). Симплекс ∆2 подiляється на два басейни притягання до стiйких точкових атракторiв:
(1, 0,0),

(
0,

1

2
,
1

2

)
. Точка

(
1

3
,
1

3
,
1

3

)
є сiдлом. Нерухомi точки (0, 0, 1), (0, 1, 0) є репелерами.

Теорема 5.2. Нехай координати векторiв p, r ∈ ∆n−1 задовольняють умови такi: для
фiксованого i

pi = ri = p, λn ≤ p ≤
1

n
, λn =

(n2 + 4n− 4)1/2 − n
2(n− 1)

,

а для всiх l, k 6= i,

pk = rl =
1− p
n− 1

+ ε, pl = rk =
1− p
n− 1

− ε, 0 ≤ ε ≤ 1− p
n− 1

.

Тодi:
1) якщо ε2 < fn(p), то p∞i = r∞i = 0, a p∞l = r∞l = p∞k = r∞k =

1

n− 1
,

2) якщо

Tn(p) ≤ ε2, (5.3)

то p∞i = r∞i = 1.
Доведення. 1) Нехай ε2 < fn(p). Отже,

p1i − pi =
p(1 + p)

z
− p = −2p

z

(
p(1− p)

2
+

(
1− p
n− 1

)2

− ε2
)

= −2p

z

(
fn(p)− ε2

)
< 0,

тобто p1 < p, причому, очевидно, значення функцiї fn(·) зростає, fn
(
p1
)
> fn(p). З першої

нерiвностi випливає, що всi ρ1k, k 6= i, також зростають. Тому
(
ε1
)2
< ε2, де, нагадаємо,

ε1 =
|p1k − r1k|

2
не залежить вiд k. Тому на першому кроцi нерiвнiсть

(
ε1
)2

< fn
(
p1
)

посилюється. По iндукцiї маємо(
εt
)2
< . . . < ε2 < fn(p) < . . . < fn

(
pt
)
, t ≥ 1.
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Таким чином, для всiх t ≥ 0 виконується нерiвнiсть(
εt
)2
< fn

(
pt
)
.

Це означає, що послiдовнiсть
{
pt
}∞
t=0

монотонно спадає, i тому p∞i = r∞i = 0, а p∞l = r∞l =

= p∞k = r∞k =
1

n− 1
.

2) Вiдзначимо, що аналогiчно (5.2) нерiвнiсть (5.3) може виконується лише тодi, ко-
ли λn ≤ p ≤ 1

n
. Безпосередньо переконуємося, що ця нерiвнiсть рiвносильна тому, що

p1i =
p(1 + p)

1 + p2 + 2ρk
≥ 1

n
. Це означає, що ρ1i > ρ1k i σ1i > σ1k для всiх k 6= i. Тепер, використо-

вуючи твердження (3.2), отримуємо p∞i = r∞i = 1.
6. Висновки. У данiй роботi ми одержали ряд достатнiх ознак iснування достовiрної

подiї, або, iншими словами, встановлення консенсусу, при t → ∞. Найпростiшi з них
зводяться до наявностi в однiй фiксованiй позицiї ωi максимальних значень координат
pi, ri, добуткiв цих координат ρi = piri, їхнiх сум σi = pi + ri, або деяких комбiнацiй iз
κi = σi + 2ρi. Але чисельнi комп’ютернi симуляцiї показують, що цi ознаки є далекими
вiд необхiдних. Зокрема, якщо згаданi максимальнi значення не зосередженi у фiксованiй
позицiї, тобто досягаються для рiзних i 6= k, то достовiрна подiя може iснувати, але її мiсце
(позицiя ωi0 , де вона вiдбувається) передбачити досить складно. Питання про знаходження
явного вигляду функцiонала Fi(p, r), максимальне значення якого для єдиного фiксова-
ного i0 є критерiєм виникнення достовiрної подiї в ωi0 , є вiдкритим не тiльки у випадку
довiльних стохастичних векторiв p, r ∈ Rn, а навiть при розмiрностi n = 3 з умовами
симетрiї типу (4.1).

Варто також пiдкреслити, що проблему достовiрної подiї можна сформулювати i як
динамiчну задачу встановлення консенсусу мiж парою гравцiв А та В у прийняттi рiшен-
ня щодо рiзних можливих варiантiв поведiнки вiдносно позицiй ωi, 1, n. У початковий
момент часу кожен гравець А (В) схильний до варiанту ωi лише з деякою ймовiрнiстю
PA(ωi) = pi, PB(ωi) = ri, вiдповiдно. З часом, t = 1, 2, . . . , погляди iндивiдiв зближаю-
ться завдяки притягальнiй взаємодiї за формулою (2.2). Треба знайти критерiй консенсусу,
limt→∞ p

t
i = 1 = limt→∞ r

t
i , щодо якогось фiксованого варiанту поведiнки ωi у термiнах

початкових значень pi = p0i , ri = r0i , i = 1, n. У рiзних постановках такого типу задача до-
слiджувалася в багатьох роботах (див., наприклад, [2 – 8, 21, 22]), зокрема, її можна навiть
iнтерпретувати як ефект синхронiзацiї в моделях фазових осциляторiв [23 – 25]. Фактично
у згаданих роботах також вивчається питання про iснування консенсусу та опис достатнiх
умов його досягнення (басейнiв притягання до вiдповiдних нерухомих точок). Але в за-
гальнiй постановцi проблема консенсусу як достовiрної подiї залишається нерозв’язаною.
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