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Boundary-value problem for the evolutionary Schrödinger equation is investigated. A survey of works in
this field is given.

Дослiджуються крайовi задачi для еволюцiйного рiвняння Шредiнгера. Наведено огляд робiт у
цьому напрямку.

Вступ. Рiвняння Шредiнгера є об’єктом постiйної пильної уваги багатьох науковцiв уже
понад сто рокiв. Зробити повний огляд результатiв цих дослiджень доволi складно. Деякi
класичнi та досить недавнi роботи наведено в [1 – 80].

Зауважимо, що еволюцiйнi задачi для рiвняння Шредiнгера дослiджуються зазвичай
у регулярному випадку. Це задачi, в яких iснує єдиний i неперервно залежний вiд по-
чаткових даних i правих частин розв’язок. Специфiка задач, якi вивчає автор, полягає
в тому, що вони належать до класу некоректних, нерегулярних або резонансних [8]. Це
клас задач, розв’язки яких нестiйкi до малих змiн вхiдних даних. Вони характеризую-
ться тим, що малi змiни вхiдних даних можуть спричинити великi змiни розв’язкiв. Такi
задачi належать до класу некоректних задач [8]. Якщо вхiднi данi вiдомi наближено, то
така нестiйкiсть призводить до неєдиностi розв’язкiв. Виникнення резонансiв ускладнює
простоту динамiчного руху i може призвести до “катастрофи Пуанкаре” [81]. Для опису
множини розв’язкiв таких задач зручним виявився апарат теорiї узагальнено-обернених i
псевдообернених за Муром –Пенроузом операторiв i матриць, якi й використовуються в
дослiдженнях [11, 52, 82].

Зауважимо, що проведенi дослiдження тiсно пов’язанi з теорiєю необоротних процесiв.
Наприкiнцi ХIХ ст. у фiзицi найбiльше розглядалися двi революцiйнi теорiї: механiчної

i статистичної iнтерпретацiї термодинамiки й електродинамiки Максвелла. За допомогою
цих двох теорiй науковцi намагалися розв’язати нову задачу: пояснити зв’язок мiж свiтлом
i матерiєю.

На основi атомної теорiї й теорiї ймовiрностей Больцману вдалося дослiдити власти-
востi газiв. Вiн змiг показати, що ентропiя є мiрою молекулярного безладу тiла, яка збiль-
шується у зв’язку з тим, що безладнi сполуки — це також найiмовiрнiшi сполуки. Закон
про зростання ентропiї, або другий початок термодинамiки, мiг застосовуватися не лише
для двигунiв. У серединi ХIХ ст. необхiднiсть будувати ефективнiшi механiзми привела
до розвитку теорiї двигунiв, в результатi чого з’явилася нова наука — термодинамiка.
Невдовзi вона минула початкову цiль i перетворилася на науку про тепло (термодинамi-

* Пiдтримано ґрантом НАН України дослiдницької групи молодих учених НАН України для проведення
дослiджень за прiоритетними напрямками розвитку науки i технiки 2019 р.
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ку) — єдину науку, яка здатна пояснити, чому час рухається вiд минулого до майбутнього.
Термодинамiка сформувалася в 60-х роках XIX ст. [2].

Пiсля робiт Л. Больцмана [2], I. Пригожина [81] стало зрозумiло, що теорiя необо-
ротних процесiв вiдiграє важливу роль у фiзицi, хiмiї та бiологiї. Необоротнi процеси в
природi так само реальнi, як i оборотнi, а не є наслiдком їхнього наближеного опису.
Вони визначають можливiсть самоорганiзацiї у вiдкритих системах. Необоротнiсть тiсно
пов’язана з динамiкою й виникає там, де такi поняття класичної i квантової механiки,
як траєкторiя та хвильова функцiя, бiльше не вiдповiдають даним, отриманим iз дослiдiв.
Якщо в класичнiй та квантовiй механiцi час є змiнним параметром, то в теорiї необорот-
них процесiв — оператором. Необоротнiсть приводить до суттєвих змiн понять простору,
часу, динамiки. Прикладами необоротних процесiв можуть бути хiмiчнi реакцiї, в яких
проявляється порушення часової симетрiї, а також теплопровiднiсть, дифузiя. Для таких
процесiв може бути побудована математична теорiя, зокрема й у резонансних випадках.
У другiй половинi ХХ ст. було сформульовано припущення щодо того, що для врахування
необоротностi вимiру в рiвняння Шредiнгера необхiдно додавати новi члени, якi описують
динамiку квантових систем. Автор зробив спробу [83 – 85] змоделювати й вивчити крайовi
задачi для еволюцiйного рiвнянняШредiнгера в таких випадках. Серед них особливу увагу
привертають нелiнiйнi системи.

Дослiдження нелiнiйних моделей пов’язане з теорiєю хаосу. Хаотичнiсть є проявом
складностi динамiчної системи i її показником. Дослiдження таких процесiв у детермiно-
ваних нелiнiйних системах є однiєю з фундаментальних проблем сучасного природознав-
ства. Поняття хаосу й порядку тiсно пов’язанi з широко вiдомим напрямом нелiнiйного
мислення, що носить назву синергетики. Слово “синергiя” означає узгоджену спiльну дiю.
Засновник цього напряму Герман Гакен вивчав, як спiльна дiя елементiв нелiнiйного сере-
довища породжує новi структури, тобто яким чином вiдбувається самоорганiзацiя. Вперше
теорiю хаосу (саме в математичному розумiннi) застосував Лоренц у вiдповiднiй моде-
лi при прогнозуваннi погоди, потiм її крiм метеорологiї використовували в астрономiї й
космологiї, лазернiй оптицi, акустицi, фiзицi плазми, фiзицi прискорювачiв, кiнетицi хi-
мiчних реакцiй, дослiдженнях турбулентностi тощо. Вiдомо, що ця модель дуже чутлива
до початкових даних, прикладом чого є добре вiдомий “ефект метелика” [86]. Автор про-
демонструє можливiсть складної поведiнки вiдповiдних еволюцiйних систем для рiвняння
Шредiнгера. Насамперед це системи, якi мають властивiсть експоненцiальної дихотомiї.
Такi системи можуть мати доволi складну поведiнку. Експоненцiальна дихотомiя — це
початковий крок на шляху до хаосу. Для того щоб зрозумiти, як у системах виникає са-
моорганiзацiя, потрiбно знайти умови бiфуркацiї розв’язкiв вiдповiдних задач. Це поняття
пов’язане зi стiйкiстю й нестiйкiстю систем. Нашi уявлення про стiйкiсть того чи iншого
режиму функцiонування динамiчної системи формуються у процесi пiзнання природи й
життя. Спостерiгаючи еволюцiю живої й неживої природи, помiчаємо, що розвиток склад-
ної системи завжди супроводжується втратою стiйкостi деяких режимiв функцiонування i
народженням нових, стiйких, чим i є бiфуркацiя розв’язкiв вiдповiдних складних систем.
Основиматематичної теорiї стiйкостi закладено в роботах математикаО.М. Ляпунова. Роз-
виток якiсної теорiї та теорiї бiфуркацiй динамiчних систем пов’язаний з iменами таких
науковцiв, як О. О. Андронов, В. I. Арнольд, та їхнiх учнiв. Про теорiю бiфуркацiй уперше
йшлося в лекцiях А. Пуанкаре в Сорбоннi (1900 р.) в курсi, присвяченому описовi руху
цилiндричних стовпцiв рiдини. Треба зауважити, що необоротнi процеси (на вiдмiну вiд
оборотних) роблять внесок у збiльшення ентропiї. Другий закон термодинамiки пов’язує
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додатний напрям часу зi зростанням ентропiї. У математичному розумiннi ентропiї може
вiдповiдати функцiя Ляпунова, з використанням якої визначається стiйкiсть динамiчних
систем. М. Планк пiдкреслював [87], що другий закон термодинамiки дозволяє видiлити
рiзнi типи станiв у природi, з яких однi є атракторами iнших. Атрактори— це множини, до
яких притягуються траєкторiї динамiчних систем. Необоротнiсть є проявом атрактивностi.

Розповсюдженим феноменом багатьох динамiчних систем є також квантовий хаос [14].
Дослiдження квантового хаосу в складних системах — це надзвичайно активна галузь су-
часної фiзики, хiмiї та математики. Однак мало вiдомо, що ця область дослiджень своїм
походженням завдячує питанню, яке вперше поставив А. Ейнштейн пiд час доповiдi про
зв’язок мiж класичною та квантовою механiкою сильно хаотичних систем; цю доповiдь вiн
прочитав у Берлiнi в 1917 р. [88]. З iсторичного погляду це здається майже неможливим,
оскiльки квантова механiка ще не була створена i явище хаосу ледь було знайоме фiзикам
того часу. Квантову теорiю створив М. Планк у 1900 р. Вона була розвинена пiд впливом
генiальної, але парадоксальної моделi атома Бора i правил Бора – Зоммерфельда для кван-
тування простих квантових систем. Також цi роки пов’язують iз внеском Ейнштейна —
створенням загальної теорiї вiдносностi.

У сучаснiй теорiї iнтегровних систем важливу роль вiдiграють тори. Траєкторiї iнте-
гровних систем намотуються на цi тори й це призводить до того, що рухи iнтегровних
систем виявляються цiлком регулярними в тому сенсi, що навiть довготривала поведiнка
може виявитися повнiстю передбаченою.

А. Ейнштейн був першим фiзиком, котрий зрозумiв, яку важливу роль вiдiграють iнва-
рiантнi тори у фазовому просторi.

Однак iнтегровнi системи не є типовими, тобто майже всi динамiчнi системи є неiнте-
гровними у тому сенсi, що не iснує iнших констант руху окрiм енергiї та, вiдповiдно, немає
iнварiантних торiв у фазовому просторi. З властивостi ергодичностi випливає, що майже
всi траєкторiї щiльно заповнюють за вiдсутностi iнварiантних торiв усю енергетичну по-
верхню. На сьогоднi бiльшiсть науковцiв, що працюють у галузi природничих наук, високо
оцiнює важливiсть поняття хаосу в складних системах. Тому зазвичай припускають, що
динамiчна система виконує дуже нерегулярний, хаотичний рух, який є непередбачуваним,
тобто траєкторiї залежать вiд початкових умов таким чином,що траєкторiї, якi розташованi
поруч у фазовому просторi, вiддаляються з експоненцiальною швидкiстю.

Квантування торiв за Ейнштейном для iнтегровних систем знову вiдкрив математик
Дж. Келлер лише у п’ятдесятi роки XX ст. Можливо, це вiдбулося тому, що квантова
механiка почала розвиватися лише за кiлька рокiв, i почалося це з матричної механiки
Гейзенберга (1925 р.), хвильового рiвняння Шредiнгера (1926 р.) та принципу невизначе-
ностi Гейзенберга (1927 р.).

У вiцi тридцяти дев’яти рокiв Е.Шредiнгер, сам того не очiкуючи, здiйснив неймовiрне
вiдкриття — хвильову механiку [3]. Рiвняння Шредiнгера виникло в той час, коли фiзики-
теоретики стояли перед цiлою низкою експериментальних результатiв, яких нiяк не могли
пояснити. Однак Шредiнгер не зупинився, а розмiстив звичне рiвняння класичної фiзики
у самiсiнький центр квантової механiки. Н. Бор завдячував Шредiнгеру за його механiку,
яка принесла з собою математичну яснiсть i простоту.

Невдовзi пiсля вiдкриття рiвнянняШредiнгера було розроблено квазiкласичний пiдхiд,
вiдомий як ВКБ-метод (метод Венцеля –Крамерса – Брюллiєна). Але якщо намагатися за-
стосовувати ВКБ-метод до бiльш складних систем, то виникають серйознiшi труднощi, якi
не вдавалося подолати пiсля вiдкриття рiвняння Шредiнгера. Тодi не було ще розумiння
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про складнiшi системи, не кажучи вже про хаотичнi. Вiдображенням цього є той факт,
що навiть сучаснi пiдручники з класичної чи квантової механiки зазвичай не згадують про
явище хаосу.

Дану роботу написано з метою упорядкувати й систематизувати вiдомi та новi резуль-
тати для еволюцiйного рiвняння Шредiнгера й описати їх якомога зрозумо i просто. Тут
зiбрано основнi та новi результати автора щодо дослiджень у цьому напрямку.

Крайовi задачi для нелiнiйного рiвняння Шредiнгера часто виникають у квантовiй ме-
ханiцi, нелiнiйнiй оптицi, теорiї надпровiдностi та iнших галузях фiзики та iнженерiї. Їхнє
дослiдження викликає теоретичний i практичний iнтерес.

Так, у роботi [9] розглянуто нелiнiйне еволюцiйне рiвняння типу Шредiнгера

ψt − iψxx + 2|ψ|2ψx = 0.

Припустимо, що вихiдна динамiчна система K допускає гамiльтонове зображення у формi

ψt = −L gradH,

де H ∈ D(J) — закон збереження, побудований за допомогою лiнiйної комбiнацiї за-
конiв збереження, L — iмплектичний i нетерiв оператор, що задовольняє рiвняння типу
Ляпунова

∂L
∂t
− LK ′∗ −K ′L = 0.

Розглянуто приклад динамiчної системи K, заданої нелiнiйними рiвняннями типу Шре-
дiнгера:

∂ψ1

∂t
= i

∂2ψ1

∂x2
− 2ψ1ψ2

∂ψ1

∂x
,

∂ψ2

∂t
= −i ∂

2ψ2

∂x2
− 2ψ1ψ2

∂ψ2

∂x
.

Показано iнтегровнiсть вiдповiдних моделей.
У роботi [14] розглянуто задачу Кошi для рiвняння Шредiнгера зi скалярним i вектор-

нимпотенцiалами в гiльбертовому просторi з гамiльтонiаномквантового поля у векторному
потенцiалi a i скалярному потенцiалi V вигляду

Hf(t, x) = −1

2
tr
(
Bf ′′(t, x)

)
+ 2i

(
a(x), f ′(t, x)

)
+ i div a(x)f(t, x) + V (x)f(t, x).

У роботi [15] розглянуто рiзнi типи нелiнiйних рiвнянь Шредiнгера

iα
∂Ψ

∂t
+
α2

2

∂2Ψ

∂x2
− U(|Ψ|2)Ψ = 0,

де U — деяка функцiя вiд |Ψ|2, узагальнено нелiнiйнi рiвняння Шредiнгера з похiдною
потенцiалу

iα
∂Ψ

∂t
+
α2

2

∂2Ψ

∂x2
+ iβ

∂

∂x

(
U(|Ψ|2)Ψ

)
= 0,
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iα
∂Ψ

∂t
+
α2

2

∂2Ψ

∂x2
+ iβU

(
|Ψ|2

) ∂Ψ

∂x
= 0,

нелiнiйне рiвняння Шредiнгера з похiдною

i
∂Ψ

∂t
+

1

2

∂2Ψ

∂x2
+ 2iΨ2 ∂Ψ∗

∂x
+ U

(
|Ψ|2

)
Ψ = 0,

де U — деяка функцiя вiд |Ψ|2; при U
(
|Ψ|2

)
= 4|Ψ|4 рiвняння є цiлком iнтегровним.

Для нього встановлено критерiй Вахiтова –Колоколова, на базi якого дослiджено стiйкiсть
вiдповiдних розв’язкiв.

У статтi [16] розглянуто збурення дискретного спектра напiвобмеженого знизу само-
спряженого оператора Шредiнгера в L2(R) :

H0 = − d2

dx2
+W,

де W — оператор множення на локально iнтегровну в R дiйсну функцiю W ; збурений
самоспряжений оператор має вигляд

Hµ,ε = − d2

dx2
+W + µ−1Vε,

де Vε — оператор множення на функцiю V
(x
ε

)
. Побудовано асимптотику вiдповiдних

власних значень збуреного оператора.
У роботi [17] дослiджено вплив на солiтон нелiнiйного рiвняння Шредiнгера пара-

метричного збудження. Отримано рiвняння, що описують еволюцiю за часом параметрiв
збуреного солiтона i фактично є збуреннями нелiнiйного рiвняння Шредiнгера

i∂tu+
1

2
∂2xu+ |u|2u = −iβu+ iαF (u, t, x),

де параметри α, β є малими. Знайдено умови захоплення фази солiтона.
У роботi [5] у просторi L2(R) на всiй осi дослiджено одновимiрний магнiтний оператор

Шредiнгера

∆a,V =

(
1

i

d

dx
+ a(x)

)2

+ V (x),

який широко використовується у квантовiй механiцi для розв’язання важливих хiмiчних
i фiзичних проблем, зокрема при вивченнi одновимiрного руху частинки в зовнiшньому
електричному та магнiтному полi. Тут a(x) i V (x) — магнiтний i електричний потенцi-
али вiдповiдно. Встановлено умови, за яких може бути розвинена теорiя Фредгольма до
резольвентного рiвняння цього оператора.

У [18] дослiджено векторнi нелiнiйнi рiвняння Шредiнгера

i
∂q

∂t
+
∂2q

∂x2
− 2

(
qT , q

)
q(x, t) + ρ2q(x, t) +

(
qT±, q(x, t)

)
q± = 0,

де q — n-компонентнi векторнозначнi функцiї.
У статтi [19] розглянуто функцiонально-рiзницеве рiвняння Шредiнгера.
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Вiльне рiвняння Шредiнгера й рiвняння Клейна – Гордона, яке може бути зображено
у виглядi матричного рiвняння Шредiнгера, дослiджується в роботi [34]. Наведено огляд
результатiв стосовно асимптотики у вагових енергетичних нормах для розв’язкiв рiвнянь
Шредiнгера i Клейна – Гордона:

iψ̇(x, t) = Hψ(x, t) := (−∆ + V (x))ψ(x, t), x ∈ Rn,

де n = 1, 2, 3,

ψ̈(x, t) =
(
∆−m2 − V (x)

)
ψ(x, t), x ∈ Rn, m > 0,

або у матричнiй формi

iΨ̇(t) = HΨ(t),

де

Ψ(t) =

(
ψ(t)

ψ̇(t)

)
, H =

(
0 i

i
(
∆−m2 − V

)
0

)
,

у вагових простора Соболєва Hs
σ = Hs

σ (Rn) зi скiнченними нормами

‖ψ‖Hs
σ

=
∥∥〈x〉σ〈∆〉sψ∥∥

L2 <∞, 〈x〉 =
(
1 + |x|2

) 1
2 ,

де L2 = L2 (Rn) . Викладено результати спектральної теорiї розсiювання Агмона, Єнсе-
на –Като, Єнсена –Ненсi та Мюрат, отриманi у 1975 – 2001 рр. для рiвняння Шредiнгера,
а також результати, отриманi нещодавно А. I. Комечем, що є розвитком спектрально-
го пiдходу, застосованого до релятивiстських рiвнянь. Варто зауважити, що дослiдження
обмежуються регулярним випадком, коли λ = 0 не є анi власним значенням, анi резо-
нансом для оператора H. У статтi наведено посилання на вiдомi роботи щодо рiвняння
Шредiнгера й питання стiйкостi та асимптотичної стiйкостi розв’язкiв.

Нелiнiйне рiвняння Колмогорова –Петровського –Пiскунова для моделювання проце-
су розповсюдження генної хвилi, запропоноване в роботi [33], має форму логiстичного
рiвняння з дифузiєю [89]

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ u[1− u],

де u(t, x) — щiльнiсть розподiлу кiлькостi особин, що мають домiнантний ген. А в [4]
дослiджується узагальнення цього рiвняння

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ u
[
1− u(t− h, x)

]
,

яке мiстить запiзнення h > 0. Для нього встановлено поведiнку в околi стану рiвноваги
u0 ≡ 1. Для випадку, коли коефiцiєнт запiзнення близький до π

2
, поведiнка розв’язкiв в

околi u0 визначається спецiальним нелiнiйним параболiчним рiвнянням типу Гiнзбурга –
Ландау. Такi задачi можна подати у формi крайових задач для еволюцiйного рiвняння
Шредiнгера в певному функцiональному просторi.
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У статтi [44] аналiзується крайова задача для нелiнiйного рiвняння Шредiнгера з уяв-
ними коефiцiєнтами:

i
∂ψ

∂t
+ a0

∂2ψ

∂x2
− v(x)ψ + ia1|ψ|2ψ = f(x, t), (x, t) ∈ Ω,

ψ(x, 0) = ϕ(x), x ∈ (0, l),

ψ(0, t) = ψ(l, t) = 0, t ∈ (0, T ),

де v(x) — вимiрна i квадратично сумовна дiйснозначна функцiя, що задовольняє умову

‖v‖W 1
2 (0,l)

≤ b, b = const > 0,

а функцiї ϕ(x), f(x, t) — заданi вимiрнi комплекснозначнi функцiї, що задовольняють
умови

ϕ ∈ Ẇ 2
2 (0, l), f ∈ Ẇ 1,1

2 (Ω).

З розвитком квантового функцiонального аналiзу так званi квантовi нелiнiйнi рiвнян-
ня Шредiнгера набувають дедалi бiльшої популярностi. Вони отримуються iз класичних
рiвнянь стандартною процедурою квантування [59]. У наведенiй роботi зазначається, що
iнтегровнi системи за визначенням повиннi бути розв’язними, але залишається ще багато
вiдкритих питань. , дослiджується квантове рiвнянняШредiнгера в гiльбертовому просторi

i
∂Ψ

∂t
= −∂

2Ψ

∂x2
+ 2cΨ∗ΨΨ.

Це рiвняння є гамiльтоновим, якщо гамiльтонiан дорiвнює

H =

L∫
0

∂xΨ∗∂xΨ + Ψ∗Ψ∗ΨΨ dx.

Нинi особливу увагу привертають “дивнi хвилi” (freaks waves) або “хвилi-вбивцi” (rogue
waves), що є локальним короткочасним зростанням амплiтуди хвилi або на поверхнi гли-
бокої води, або в оптичному хвильоводi, або в iнших середовищах [61]. Окрiм того, з’ясу-
валося, що “хвилi-вбивцi” зустрiчаються i в економiцi. При дослiдженнi “дивних хвиль”
звичайно розглядають нелiнiйне рiвняння Шредiнгера

i ψξ +
1

2
ψττ + |ψ|2ψ = 0,

а при виборi точних розв’язкiв звертаються до солiтона Перегрiна або брiзера Ахмедiєва.
У наведенiй роботi проводиться редукцiя елiптичного розв’язку розчепленого нелiнiйного
рiвняння Шредiнгера та будуються його двофазовi елiптичнi розв’язки. Наводяться умо-
ви для параметрiв iснування перiодичних хвиль-убивць. Показано, що виродження цих
розв’язкiв призводить до солiтонiв Ахмедiєва та Перегрiна.

У [62] для дискретного оператораШредiнгера, що вiдповiдає квантовому хвильоводу, з
експоненцiально спадним потенцiалом εV доведено, що в околi особливостей незбуреної
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функцiї Грiна для малих ε iснують квазiрiвнi (власнi значення або резонанси), для яких
знайдено асимптотичнi формули.

У статтi [64] розглянуто спектральнi властивостi дискретного оператора Шредiнге-
ра в просторi квадратично сумовних двостороннiх послiдовностей з уявним потенцiалом
скiнченного рангу з нульовим середнiм значенням. Показано, що при мализнi таких по-
тенцiалiв спектр дослiджуваного оператора збiгається зi спектром незбуреного оператора,
а сам дослiджений оператор подiбний до самоспряженого.

У статтi [65] йдеться про асимптотичний пiдхiд, якому присвячено даний огляд. Вiн
виник у процесi роботи над майже-перiодичною задачею як iнструмент, що використо-
вується при вивченнi спектра одновимiрного майже-перiодичного оператора Шредiнгера
з двома перiодами, один з яких набагато бiльший за другий, i перетворився на самостiй-
ний метод. Рiшення розглянути адiабатичну задачу виникло пiд впливом доповiдей i робiт
В. С. Буслаєва, присвячених асимптотикам розв’язкiв рiвняння

−d
2ψ

dx2
+ (V (x) +W (εx))ψ = Eψ, x ∈ R.

Дане рiвняння виникає при адiабатичному збуреннi перiодичного рiвняння Шредiнгера.
Потужним iнструментом при дослiдженнi крайових задач для рiвняння типу Шредiн-

гера є континуальне iнтегрування i квантування за Фейнманом. Зазначимо тут роботи
[6, 7]. У першiй з них iдеться про фейнманiвське квантування вiдображення функцiоналiв
F = F [p(σ), q(σ)] в оператори F̂ у L2

(
RN
)
для спецiальної форми функцiоналiв

F = exp

−t 1∫
0

H(p(σ), q(σ)) dσ

, ReH(p, q) ≥ C, t > 0.

Встановлено таку властивiсть: фейнманiвське квантування переводить функцiю вiд функ-
цiонала

∫ 1

0
Hdσ у функцiю вiд оператора ĤI : ϕ

(∫ 1

0
Hdσ

)
⇒ ϕ(ĤI). Континуальний

iнтеграл (КI) у гамiльтоновiй формi (континуальний iнтеграл за фазовим простором) упер-
ше ввiв Р. Фейнман [90]. Результати дослiджень еволюцiйних рiвнянь iз використанням
фейнманiвських iнтегралiв наведено в роботах [6, 7, 20 – 28, 38, 39, 42, 46, 49, 51, 53, 60,
63, 69, 70]. У роботi [20] вивчаються крайовi задачi для рiвняння Шредiнгера з умовами на
нескiнченностi. В [69] зазначається, що одним iз засобiв регуляризацiї причинних функцiй
в теорiї поля є додаток уявної величини iз квадратом значень мас вiдповiдних полiв. Вивча-
ється питання про iснування границi ренормованих фейнманiвських амплiтуд при переходi
до iстинних значень мас полiв. Доведено iснування цiєї границi як для теорiй з ненульовими
масами, так i для широкого класу ренормованих амплiтуд у теорiях iз нульовими масами.

У роботi [91] розглядаються рiвняння Шредiнгера з дробовою похiдною.
У статтi [71] вивчаються перетворення Дарбу планарного векторного поля типу Шре-

дiнгера. За допомогою властивостi iзоголiзацiї перетворення Дарбу доводиться iнварiант-
нiсть об’єкта теорiї iнтегровностi Дарбу. Показано, що властивiсть iнварiантностi форми
потенцiалу важлива для того, щоб зберегти структуру перетвореного векторного поля. Як
приклади отриманих результатiв дослiджуються деякi iлюстрацiї плоских векторних полiв,
що прийшли iз суперсиметричної квантової механiки.

У роботi [92] розглядається дзета-функцiя Рiмана як модель квантового хаосу.
У статтi [93] дослiджується рiвняння
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iut +
1

2
[β1(t)uxx + β2(t)uyy + β3(t)uzz] + χ(t)|u|2u+ V (t, x, y, z)u = iγ(t)u

iз зовнiшнiм потенцiалом

V (t, x, y, z) = [V11(t)x+ V12(t)y + V13(t)z] +
[
V21(t)x

2 + V22(t)y
2 + V23(t)z

2
]
.

Це рiвняння описує прискорений рух солiтона i його вiдбиття вiд потенцiалу.
У роботi [94] дослiджується дробове напiвлiнiйне рiвняння типуШредiнгера з перiодич-

ною умовою

iut + (−∆)αu = ±|u|2u, x ∈ T, t ∈ R,

u(x, 0) = u0(x) ∈ Hs(T),

де α ∈
(

1

2
, 1

)
.

У статтi [95] як можливi вирази унiверсального динамiчного принципу розглядаються
стохастичнi диференцiальнi рiвняння, що описують марковську еволюцiю векторiв ста-
нiв у квантовому гiльбертовому просторi. Детально дослiджуються загальнi особливостi
такого класу рiвнянь i їхнi динамiчнi наслiдки. Показано, що стохастична еволюцiя викли-
кає неперервну динамiчну редукцiю вектора стану на взаємно ортогональнi пiдпростори.
Конкретний вибiр операторiв народження i знищення є вiдповiдним для опису неперерв-
ної спонтанної локалiзацiї систем iдентичних частинок. Отримана таким чином динамiка
практично не впливає на стандартну квантову еволюцiю мiкроскопiчних систем, iндуку-
ючи дуже швидке пригнiчення серед макроскопiчно помiтних станiв. Класична поведiнка
макроскопiчних об’єктiв, а також зменшення хвильового пакета в квантовому процесi ви-
мiрювання можуть послiдовно виводитися з постульованого унiверсального динамiчного
принципу. У роботi також розглядається стохастичне еволюцiйне рiвняння Iто у виглядi

d | ψ =

[
−iHdt+ dh− 1

2
¯(dh)2
] ∣∣∣∣ ψ,

де dh — випадковий самоспряжений лiнiйний оператор, а також рiвняння

dρ

dt
= −i[H, ρ] + γ

∫
d3xN(x)ρN(x)− 1

2
γ

(∫
d3xN2(x), ρ

)
.

У статтi [96] дослiджується перiодичне кубiчне нелiнiйне рiвняння Шредiнгера

−i∂tu+ ∆u = |u|2u, u(0, x) = u0(x), x ∈ T2 = R2/(2πZ)2, t ∈ R,

u : R× T2 → C.

Встановлюється iснування розв’язкiв iз полiномiальними за часом оцiнками. Точнiше,
iснує c > 0 така, що для довiльного K � 1 можна знайти розв’язок u i час T такий, що
‖u(T )‖Hs ≥ K‖u(0)‖Hs .

Роботу [74] присвячено дослiдженню майже перiодичного оператора Шредiнгера H,
що визначається за правилом

Hϕ =

(
− d2

dt2
+ q(t)

)
ϕ = Eϕ,
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i його дискретного аналога Hd = (Hdu)j = uj+1uj−1 + λv(j)uj = Euj . Дослiджуються
багаточастотнi коливання вiдповiдного оператора. Зазначимо також роботу [58].

У статтi [75] описано n-рiвневу квантову систему з реалiзацiєю в n-вимiрному гiльбер-
товому просторi H зi скалярним добутком G, взятим за динамiчною змiнною. Розглянуто
загальний лагранжiан для хвильової функцiї, рiвняння руху та закони збереження, а також
окремi випадки вiльної еволюцiї хвилi з фiксованим G. Отримано модифiкованi рiвняння
Шредiнгера першого i другого порядкiв.

У роботi [97] наведено систематичний метод через нову iєрархiю Eckhaus –Kundu, яка
може породжувати вищi нелiнiйностi в нелiнiйному рiвняннi Шредiнгера та в похiдних
нелiнiйного рiвняння Шредiнгера зi збереженням їхньої iнтегровностi.

У [98] визначено оператор розсiювання для нелiнiйного рiвняння Шредiнгера

iut −∆u+ F (u) = 0, x ∈ R3.

Поряд iз цим рiвнянням розглянуто рiвняння

ivj −∆v = 0.

Якщо u є розв’язком першого рiвняння, то iснують такi пари розв’язкiв u+ i u− другого
рiвняння, що

‖u(t)− u±(t)‖ → 0, t→ ±∞,

де норма є L2(R3) нормою.
У статтi [99] розглянуто динамiчну систему, що породжується гамiльтонiаном у чоти-

ривимiрному просторi та носить назву “конфiгурацiйний квантовий кiт”, динамiка якого
нагадує класичного кота Арнольда. Вона описує заряджену частинку, що рухається в оди-
ничному квадратi з перiодичними крайовими умовами. Цю систему задає гамiльтонiан
вигляду

H1 =
1

2
p21 +

1

2
p22 + x2p1 + x1p1

∑
n∈Z

δ(t− nτ).

Рiвняння для оператора щiльностi має вигляд

ρ̇+ i(Hρ− ρH) = 0.

У статтi [76] розглянуто таку модель Шредiнгера, яка може бути застосована до кван-
тування мембрани.

У роботi [77] запропоновано iнструментарiй для розв’язку задач групової класифiкацiї,
який застосовується для отримання повної класифiкацiї груп у класi нелiнiйного рiвняння
Шредiнгера

iψt + ∆ψ + F (ψ,ψ∗) = 0.

У статтi [100] наведено розв’язок одновимiрного просторово-часового рiвняння Шре-
дiнгера з дробовою похiдною.

У роботi [101] розроблено чисельний розв’язок для такого двовимiрного нелiнiйного
рiвняння Шредiнгера з дробовою похiдною:
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iut + γ
(
∂αxu+ ∂βy u

)
+ ρ|u|2u = 0, (x, y) ∈ Ω, t ∈ (0, T ],

u(x, y, t) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ],

u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ Ω = Ω ∪ ∂Ω.
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