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РIВНЯННЯ, МНОЖИНИ РОЗВ’ЯЗКIВ ЯКИХ IНВАРIАНТНI
ВIДНОСНО ГРУПИ ВIДОБРАЖЕНЬ,
IЗОМОРФНОЇ ОДНОПАРАМЕТРИЧНIЙ ГРУПI ПОВОРОТIВ
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We construct classes of systems of equations for which sets of their solutions are invariant under a group
of mappings isomorphic to a one-parameter rotation group. It is shown that unbounded solutions of such
systems are unstable. Applications of the obtained results to nonlinear mechanics are given.

Побудовано класи систем рiвнянь, множини розв’язкiв яких iнварiантнi вiдносно групи вiдобра-
жень, iзоморфної однопараметричнiй групi поворотiв. Показано, що необмеженi розв’язки таких
систем нестiйкi. Наведено застосування отриманих результатiв для нелiнiйної механiки.

1. Позначення i дослiджуванi системи рiвнянь. Будемо використовувати множину N всiх
натуральних чисел, множину R всiх дiйсних чисел, множину R+ всiх невiд’ємних чисел i
простiр R2 = R × R, елементами якого є вектори ~r = (x, y) з координатами x, y ∈ R та з
евклiдовою нормою

|~r | =
√
x2 + y2.

Позначимо через G1 мультиплiкативну групу всiх вiдображень Aϕ : R2 → R2, ϕ ∈ R,
для кожного з яких

Aϕ~r = Aϕ(x, y) = (x cosϕ− y sinϕ, x sinϕ+ y cosϕ). (1)

Зазначимо, що Aϕ(x, y) — результат повороту точки (вектора) (x, y) на кут ϕ навколо
центра обертання (0, 0) [1] i вiдображення Aϕ визначається матрицею(

cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ

)
.

Зафiксуємо довiльне число m ∈ N i розглянемо евклiдовий простiр Em = R2 × . . .× R2︸ ︷︷ ︸
m разiв

елементiв ~R = (~r1, . . . , ~rm), ~r1, . . . , ~rm ∈ R2, з нормою∥∥~R∥∥
Em =

√
|~r1|2 + . . .+ |~rm|2.

Визначимо вiдображення Am,ϕ : Em → Em рiвнiстю

Am,ϕ(~r1, . . . , ~rm) = (Aϕ~r1, . . . , Aϕ~rm).

Очевидно, що вiдображення Am,ϕ здiйснює поворот вектора (~r1, . . . , ~rm) на кут ϕ i
множина Gm = {Am,ϕ : ϕ ∈ R} є мультиплiкативною групою.
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Зафiксуємо довiльну непорожню множину Ωm ⊂ Em, для якої

Am,ϕΩm = Ωm (2)

для всiх ϕ ∈ R.
Позначимо через P0,Ωm i P1,Ωm множини неперервних вiдображень P0 : Ωm → R+ i

P1 : Ωm → R2 вiдповiдно, для яких

P0(A~r1, . . . , A~rm) = P0(~r1, . . . , ~rm)

i
P1(A~r1, . . . , A~rm) = AP1(~r1, . . . , ~rm)

для всiх A ∈ G1 i (~r1, . . . , ~rm) ∈ Ωm.

Аналогiчно позначимо через F0,k,Ωm i F1,k,Ωm , де k ∈ N \ {1}, множини неперервних
вiдображень F0 : Ωk

m → R+ i F1 : Ωk
m → R2 вiдповiдно, де Ωk

m = Ωm × . . .× Ωm︸ ︷︷ ︸
k разiв

, для яких

F0

(
Am,ϕ

~R1, . . . ,Am,ϕ
~Rk

)
= F0

(
~R1, . . . , ~Rk

)
i

F1

(
Am,ϕ

~R1, . . . ,Am,ϕ
~Rk

)
= AϕF1

(
~R1, . . . , ~Rk

)
для всiх Am,ϕ ∈ Gm i ~R1, . . . , ~Rk ∈ Ωm, де ~Ri = (~ri,1, . . . , ~ri,m) i ~ri,1, . . . , ~ri,m ∈ R2, i =
= 1, k.

Очевидно, що F0,1,Ωm = P0,Ωm i F1,1,Ωm = P1,Ωm .

Крiм елементiв (векторiв) просторiв Em i R2 також будемо використовувати векторнi
функцiї ~R(t) = (~r1(t), . . . , ~rm(t)) i ~r1(t), . . . , ~rm(t) зi значеннями в Em i R2 вiдповiдно.

Зафiксуємо довiльне число t0 ∈ R.
Розглянемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь

d2~ri(t)

dt2
= Pi (~r1(t), . . . , ~rm(t)) , t ≥ t0,

i = 1,m,

(3)

систему звичайних диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю

d2~ri(t)

dt2
= Pi (~r1(t), . . . , ~rm(t)) , t ∈ [t0,+∞) \ {t1, t2, . . . , tk, . . .},

~ri(tk + 0)− ~ri(tk − 0) = I1,i,k

~R(tk − 0),
d ~R(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=tk−0

,
d~ri(t)

dt

∣∣∣∣
t=tk+0

− d~ri(t)

dt

∣∣∣∣
t=tk−0

= I2,i,k

~R(tk − 0),
d ~R(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=tk−0

,
i = 1,m, k ∈ N,

(4)
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де Pi ∈ P1,Ωm для всiх i = 1,m, (tk)k≥1 — необмежена строго зростаюча послiдовнiсть
дiйсних чисел, для якої t1 > t0, i I1,i,k, I2,i,k ∈ F1,2,Ωm для всiх i = 1,m, k ∈ N, i систему
рiвнянь iз запiзнювальним аргументом

d2~r1(t)

dt2
= F1

(
~R(t), ~R(t− τ21(t)), ~R(t− τ31(t)), ~R(t− τ41(t)), . . . , ~R(t− τm1(t))

)
,

dn~r2(t)

dtn
= F2

(
~R(t), ~R(t− τ12(t)), ~R(t− τ32(t)), ~R(t− τ42(t)), . . . , ~R(t− τm2(t))

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dn~rm(t)

dtn
= Fm

(
~R(t), ~R(t− τ1m(t)), ~R(t− τ2m(t)), . . . , ~R(t− τm−1m(t))

)
,

τji(t) = Pji(~rj(t− τji(t)), ~ri(t)), i = 1,m, j = 1,m, i 6= j,

(5)

де Fi ∈ F1,m,Ωm для всiх i = 1,m, Pji ∈ F0,2,Ω1 для всiх i = 1,m, j = 1,m, i 6= j, i t ≥ t0.
Тут Ω1 6= ∅, Ω1 ⊂ R2 i AϕΩ1 = Ω1 для всiх Aϕ ∈ G1.

У третiй iз наведених систем невiдомими є не лише векторнi функцiї ~r1(t), . . . , ~rm(t),
як i в перших двох системах, а й скалярнi функцiї τji(t), i 6= j, що ускладнює дослiдження
цiєї системи. Однак завдяки вимогам до вiдображень Fi, i = 1,m, i Pji, i = 1,m, j = 1,m,
i 6= j, можна знайти важливi властивостi розв’язкiв цiєї системи.

Метою даної статтi є доведення нестiйкостi необмежених розв’язкiв систем (3) – (5).
2. Iнварiантнiсть множин розв’язкiв систем (3) – (5) вiдносно групи G̃m . Нехай

C([t0,+∞),R2) i C
(
[t0,+∞), Em

)
— множини неперервних на [t0,+∞) функцiй ~x(t) i

~X(t) =
(
~x1(t), . . . , ~xm(t)

)
зi значеннями в R2 i Em вiдповiдно, де ~x1, . . . , ~xm ∈

∈ C
(
[t0,+∞),R2

)
.

Позначимо через Ãϕ i Ãm,ϕ вiдображення Ãϕ : C
(
[t0,+∞),R2

)
→ C

(
[t0,+∞),R2

)
i

Ãm,ϕ : C
(
[t0,+∞), Em

)
→ C

(
[t0,+∞), Em

)
, що визначаються спiввiдношеннями(

Ãϕ~x
)
(t) = Aϕ~x(t), t ≥ t0,

i (
Ãm,ϕ

~X
)
(t) =

(
Aϕ~x1(t), . . . , Aϕ~xm(t)

)
, t ≥ t0.

Множини таких вiдображень утворюють однопараметричнi групи, якi будемо позначати
через G̃1 i G̃m вiдповiдно. Цi групи, очевидно, iзоморфнi групам G1 i Gm вiдповiдно [2].

Позначимо через E множину всiх розв’язкiв ~X(t) = (~x1(t), . . . , ~xm(t)) довiльної iз
систем (3) – (5). Будемо називати цю множину iнварiантною вiдносно вiдображення Ãm,ϕ,

якщо розв’язками вiдповiдної системи також будуть функцiї ~̃X(t) =
(
Ãm,ϕ

~X
)
(t) i множина

таких функцiй буде збiгатися з E . Якщо ця властивiсть виконується для кожного ϕ ∈ R,
то множину E будемо називати iнварiантною вiдносно групи G̃m.

Покажемо iнварiантнiсть E вiдносно групи G̃m.
Спочатку розглянемо систему (3).
Завдяки вимогам до вiдображень Pi, i = 1,m, та теоремi Пеано про iснування розв’язку

задачi Кошi [3] система (3) має нескiнченну множину розв’язкiв.
Позначимо через ~ai = ~ai(t),

i = 1,m,
(6)
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довiльний розв’язок цiєї системи. Тодi
d2~ai(t)

dt2
≡ Pi (~a1(t), . . . ,~am(t)) ,

i = 1,m,

i, отже, Aϕ
d2~ai(t)

dt2
≡ AϕPi(~a1(t), . . . ,~am(t)),

i = 1,m,

для кожного вiдображення Aϕ ∈ G1. Оскiльки також для кожного i = 1,m

Aϕ
d2~ai(t)

dt2
≡ d2Aϕ~ai(t)

dt2
(7)

i завдяки включенню Pi ∈ P1,Ωm

AϕPi(~a1(t), . . . ,~am(t)) ≡ Pi(Aϕ~a1(t), . . . , Aϕ~am(t)), (8)

то справедлива система тотожностей
d2Aϕ~ai(t)

dt2
≡ Pi (Aϕ~a1(t), . . . , Aϕ~am(t)) ,

i = 1,m.

Таким чином, векторнi функцiї 
~bi = Aϕ~ai(t),

i = 1,m,
(9)

є розв’язком системи (3).
Отже, якщо (6) є розв’язком системи (3), то (9) також є розв’язком цiєї системи.
Звiдси та з довiльностi вибору розв’язку (6) системи (3) i вiдображення Aϕ ∈ G1

випливає, що справджується таке твердження.
Теорема 1. Якщо Pi ∈ P1,Ωm для всiх i = 1,m, то множина розв’язкiв системи рiв-

нянь (3) iнварiантна вiдносно групи G̃m.

Далi розглянемо систему (4).
Завдяки вимогам до вiдображень Pi, I1,i,k i I2,i,k, i = 1,m, k ∈ N, теоремi Пеано про

iснування розв’язку задачi Кошi для звичайних диференцiальних рiвнянь [3] та методам
знаходження розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз iмпульсною дiєю, що викладенi в [4],
система (4) має нескiнченну множину розв’язкiв.

Позначимо через 
~̂ai = ~̂ai(t),

i = 1,m,
(10)
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довiльний розв’язок цiєї системи. Тодi

d2~̂ai(t)

dt2
= Pi

(
~̂a1(t), . . . , ~̂am(t)

)
, t ∈ [t0,+∞) \ {t1, t2, . . . , tk, . . .},

~̂ai(tk + 0)− ~̂ai(tk − 0) = I1,i,k

 ~̂
A(tk − 0),

d
~̂
A(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=tk−0

,
d~̂ai(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=tk+0

− d~̂ai(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=tk−0

= I2,i,k

 ~̂
A(tk − 0),

d
~̂
A(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=tk−0

,
i = 1,m, k ∈ N,

де ~̂
A(t) = (~̂a1(t), . . . , ~̂am(t)), i, отже,

Aϕ
d2~̂ai(t)

dt2
= AϕPi

(
~̂a1(t), . . . , ~̂am(t)

)
, t ∈ [t0,+∞) \ {t1, t2, . . . , tk, . . .},

Aϕ
~̂ai(tk + 0)−Aϕ

~̂ai(tk − 0) = AϕI1,i,k

 ~̂
A(tk − 0),

d
~̂
A(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=tk−0

,
Aϕ

d~̂ai(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=tk+0

− Aϕ
d~̂ai(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=tk−0

= AϕI2,i,k

 ~̂
A(tk − 0),

d
~̂
A(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=tk−0

,
i = 1,m, k ∈ N,

для кожного вiдображення Aϕ ∈ G1.
На пiдставi тотожностей (7) i (8) та рiвностi

AϕIj,i,k

 ~̂
A(tk − 0),

d
~̂
A(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=tk−0

 = Ij,i,k

Am,ϕ
~̂
A(tk − 0),

dAm,ϕ
~̂
A(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=tk−0

,
де j = 1, 2, i = 1,m, k ∈ N i ϕ ∈ R, що випливає iз включень I1,i,k, I2,i,k ∈ F1,2,Ωm , i = 1,m,
k ∈ N, отримуємо

d2Aϕ
~̂ai(t)

dt2
= Pi

(
Aϕ
~̂a1(t), . . . , Aϕ

~̂am(t)
)
, t ∈ [t0,+∞) \ {t1, t2, . . . , tk, . . .},

Aϕ
~̂ai(tk + 0)−Aϕ

~̂ai(tk − 0) = I1,i,k

Am,ϕ
~̂
A(tk − 0),

dAm,ϕ
~̂
A(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=tk−0

,
dAϕ

~̂ai(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=tk+0

− dAϕ
~̂ai(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=tk−0

= I2,i,k

Am,ϕ
~̂
A(tk − 0),

dAm,ϕ
~̂
A(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=tk−0

,
i = 1,m, k ∈ N.

Таким чином, система векторних функцiй
~̂
bi = Aϕ

~̂ai(t),

i = 1,m,
(11)

є розв’язком системи (4).
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Отже, якщо (10) є розв’язком системи (4), то (11) також є розв’язком системи (4).
Звiдси та з довiльностi вибору розв’язку (10) системи (4) i вiдображення Aϕ ∈ G1

випливає, що справджується таке твердження.
Теорема 2. Якщо Pi ∈ P1,Ωm i I1,i,k, I2,i,k ∈ F1,2,Ωm для всiх i = 1,m i k ∈ N, томножина

розв’язкiв системи рiвнянь (4) iнварiантна вiдносно групи G̃m.
Аналогiчну властивiсть мають розв’язки системи (5). Розглянемо цю систему.
Будемо вважати, що множина E розв’язкiв системи (5) не є порожньою. При виконаннi

додаткових умов щодо гладкостi вiдображень Fi ∈ F1,m,Ωm , i = 1,m, i Pji ∈ F0,2,Ω1 ,
i = 1,m, j = 1,m, i 6= j, за допомогою модернiзацiї методiв, що використовуються у теорiї
диференцiально-функцiональних рiвнянь [5 – 9], можна показати, що E 6= ∅.

Розглянемо довiльний розв’язок системи (5):~ci = ~ci(t),

i = 1,m.
(12)

Тодi

d2~c1(t)

dt2
≡ F1

(
~C(t), ~C(t− τ21(t)), ~C(t− τ31(t)), ~C(t− τ41(t)), . . . , ~C(t− τm1(t))

)
,

d2~c2(t)

dt2
≡ F2

(
~C(t), ~C(t− τ12(t)), ~C(t− τ32(t)), ~C(t− τ42(t)), . . . , ~C(t− τm2(t))

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

d2~cm(t)

dt2
≡ Fm

(
~C(t), ~C(t− τ1m(t)), ~C(t− τ2m(t)), . . . , ~C(t− τm−1m(t))

)
,

τji(t) ≡ Pji(~cj(t− τji(t)),~ci(t)),

i = 1,m, j = 1,m, i 6= j,

(13)

де
~C(t) = (~c1(t), . . . ,~cm(t)).

Оскiльки для вiдображень Aϕ ∈ G1 i Am,ϕ ∈ Gm

Am,ϕ
~C(t) = (Aϕ~c1(t), . . . , Aϕ~cm(t)),

Aϕ
d2~ci(t)

dt2
≡ d2Aϕ~ci(t)

dt2
, i = 1,m,

AϕF1

(
~C(t), ~C(t− τ21(t)), ~C(t− τ31(t)), ~C(t− τ41(t)), . . . , ~C(t− τm1(t))

)
≡

≡ F1

(
Am,ϕ

~C(t), Am,ϕ
~C(t− τ21(t)), Am,ϕ

~C(t− τ31(t)), . . . , Am,ϕ
~C(t− τm1(t))

)
,

AϕF2

(
~C(t), ~C(t− τ12(t)), ~C(t− τ32(t)), ~C(t− τ42(t)), . . . , ~C(t− τm2(t))

)
≡

≡ F2

(
Am,ϕ

~C(t), Am,ϕ
~C(t− τ12(t)), Am,ϕ

~C(t− τ32(t)), . . . , Am,ϕ
~C(t− τm2(t))

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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AϕFm

(
~C(t), ~C(t− τ1m(t)), ~C(t− τ2m(t)), . . . , ~C(t− τm−1m(t))

)
≡

≡ Fm

(
Am,ϕ

~C(t), Am,ϕ
~C(t− τ1m(t)), Am,ϕ

~C(t− τ2m(t)), . . . , Am,ϕ
~C(t− τm−1m(t))

)
i

τji(t) ≡ Pji (~cj(t− τji(t)),~ci(t)) ≡ Pji (Aϕ~cj(t− τji(t)), Aϕ~ci(t)), i = 1,m, j = 1,m, i 6= j,

то завдяки (13) множина функцiй 
~di = Aϕ~ci(t),

i = 1,m,
(14)

також є розв’язком системи (5).
Отже, якщо (12) є розв’язком системи (5), то (14) також є розв’язком цiєї системи.
Звiдси та з довiльностi вибору розв’язку (12) системи (5) та вiдображень Aϕ ∈ G1 i

Am,ϕ ∈ Gm, випливає, що справджується таке твердження, аналогiчне теоремам 1 i 2.
Теорема 3. Якщо Fi ∈ F1,m,Ωm для всiх i = 1,m i Pji ∈ F0,2,Ω1 для всiх i = 1,m, j = 1,m,

i 6= j, то множина розв’язкiв системи (5) iнварiантна вiдносно групи G̃m.

3. Умови нестiйкостi розв’язкiв систем (3) – (5). Встановлена властивiсть iнварiантностi
множин розв’язкiв систем (3) – (5) вiдносно групи поворотiв G̃m дає змогу отримати умови
нестiйкостi деяких розв’язкiв цих систем.

Справджуються такi твердження.
Теорема 4. Нехай виконуються умови теореми 1. Якщо розв’язок (6) системи (3) необме-

жений i

sup
t≥t0, i=1,m

∣∣∣∣d~ai(t)dt

∣∣∣∣ < +∞, (15)

то цей розв’язок нестiйкий.
Теорема 5. Нехай виконуються умови теореми 2. Якщо розв’язок (10) системи (4) не-

обмежений i

sup
t∈[t0,+∞)\{t1,t2,...,tk,...}, i=1,m

∣∣∣∣∣d~̂ai(t)dt

∣∣∣∣∣ < +∞, (16)

то цей розв’язок нестiйкий.
Теорема 6. Нехай виконуються умови теореми 3. Якщо розв’язок (12) системи (5) не-

обмежений i

sup
t≥t0, i=1,m

∣∣∣∣d~ci(t)dt

∣∣∣∣ < +∞, (17)

то цей розв’язок нестiйкий.
Оскiльки теорема 4 випливає з теореми 5 при I1,i,k = I2,i,k = ~0, i = 1,m, k ∈ N, то

обмежимося доведенням лише теорем 5 i 6. Твердження цих теорем обґрунтовуються з
використанням такої леми.
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Лема. Для кожних ~R ∈ Em та ϕ ∈ R виконується спiввiдношення∥∥Am,ϕ
~R− ~R

∥∥
Em = 2

∣∣∣sin ϕ
2

∣∣∣ ∥∥~R∥∥Em ≤ |ϕ|
∥∥~R∥∥

Em . (18)

Доведення. Зафiксуємо довiльнi ~r ∈ R2 та ϕ ∈ R. Правильним є спiввiдношення

|Aϕ~r − ~r | = 2
∣∣∣sin ϕ

2

∣∣∣ |~r | ≤ |ϕ||~r |. (19)

Справдi, згiдно з (1) та нерiвнiстю
| sinϕ| ≤ |ϕ|

(див., наприклад, [1]) маємо

|Aϕ~r − ~r | =
√

(x cosϕ− y sinϕ− x)2 + (x sinϕ+ y cosϕ− y)2 =

=
√

(x(cosϕ− 1)− y sinϕ)2 + (x sinϕ+ y(cosϕ− 1))2 =

=

√
(x2 + y2) (cosϕ− 1)2 + (x2 + y2) sin2 ϕ =

√
x2 + y2

√
2(1− cosϕ) =

= |~r |
√

4 sin2 ϕ

2
= |~r | 2

∣∣∣sin ϕ
2

∣∣∣ ≤ |ϕ||~r |.
Покажемоправильнiсть спiввiдношення (18).Ураховуючи спiввiдношення (19), а також

те, що
∥∥~R∥∥

Em =
√
|~r1|2 + . . .+ |~rm|2 для вектора ~R = (~r1, . . . , ~rm) ∈ Em, де ~ri ∈ R2,

i = 1,m, i
Am,ϕ

~R− ~R = (Aϕ~r1 − ~r1, . . . , Aϕ~rm − ~rm) ,

отримуємо∥∥Am,ϕ
~R− ~R

∥∥
Em =

√
|Aϕ~r1 − ~r1|2 + . . .+ |Aϕ~rm − ~rm|2 =

=

√(
2
∣∣∣sin ϕ

2

∣∣∣ |~r1|
)2

+ . . .+ 2
∣∣∣sin ϕ

2

∣∣∣ |~rm| = 2
∣∣∣sin ϕ

2

∣∣∣√|~r1|2 + . . .+ |~rm|2 =

= 2
∣∣∣sin ϕ

2

∣∣∣ ∥∥~R∥∥Em ≤ ϕ
∥∥~R∥∥

Em .

Лему доведено.
Доведення теореми 5. Оскiльки розв’язок (10) системи (4) необмежений i виконується

спiввiдношення (16), то для векторної функцiї ~̂A(t) = (~̂a1(t), . . . , ~̂am(t)), що є розв’язком
системи (4),

lim
t→+∞

∥∥∥ ~̂A(t)
∥∥∥
Em

= +∞. (20)

Зафiксуємо довiльне як завгодно мале число ε > 0. Завдяки лемi iснує число

ϕε ∈ (0, 1), (21)
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для якого ∥∥∥Am,ϕε

~̂
A(t0)− ~̂

A(t0)
∥∥∥
Em

+

∥∥∥∥∥Am,ϕε

d
~̂
A(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

− d
~̂
A(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

∥∥∥∥∥
Em

< ε. (22)

Згiдно з п. 2 векторна функцiя ~̂
B(t) = Am,ϕε

~̂
A(t) також є розв’язком системи (4), а

згiдно з твердженням леми для всiх t ≥ t0∥∥∥ ~̂B(t)− ~̂
A(t)

∥∥∥
Em

=
∥∥∥Am,ϕε

~̂
A(t)− ~̂

A(t)
∥∥∥
Em

= 2
∣∣∣sin ϕε

2

∣∣∣ ∥∥∥ ~̂A(t)
∥∥∥
Em

. (23)

Оскiльки завдяки (21) sin
ϕε

2
> 0, то на пiдставi (20) i (23)

lim
t→+∞

∥∥∥Am,ϕε

~̂
A(t)− ~̂

A(t)
∥∥∥
Em

= +∞. (24)

Отже, спiввiдношення (24) виконується, яким би малим у нерiвностi (22) не було число
ε > 0. Це означає нестiйкiсть розв’язку (10) системи (4).

Теорему 5 доведено.
Доведення теореми 6. Оскiльки розв’язок (12) системи (5) необмежений i виконується

спiввiдношення (17), то для векторної функцiї ~C(t) = (~c1(t), . . . ,~cm(t)) , що є розв’язком
системи (5),

lim
t→+∞

∥∥∥~C(t)
∥∥∥
Em

= +∞. (25)

Зафiксуємо довiльне як завгодно мале число ε > 0.
При обґрунтуваннi нестiйкостi розв’язку ~C(t) системи (5) iз-за наявностi в (5) вiдхилень

τji(t) аргументу потрiбно враховувати значення ~C(t) на деякому початковому промiжку
[t0 −∆, t0], довжина якого залежить вiд спiввiдношень

τji(t) = Pji(~rj(t− τji(t)), ~ri(t)), i = 1,m, j = 1,m, i 6= j,

що є складовими дослiджуваної системи.
Вважаємо,щопочатковийпромiжок [t0−∆, t0] намвiдомий iфункцiя ~C(t) є неперервно-

диференцiйовною на [t0 −∆, t0]. Завдяки такому припущенню iснує число

ϕε ∈ (0, 1), (26)

для якого

2
(

sin
ϕε

2

)(
max

s∈[t0−∆,t0]

∥∥∥~C(s)
∥∥∥
Em

+ max
s∈[t0−∆,t0]

∥∥∥∥∥d~C(s)

ds

∥∥∥∥∥
Em

)
< ε.

Тому на пiдставi леми

max
s∈[t0−∆,t0]

∥∥∥Am,ϕε
~C(s)− ~C(s)

∥∥∥
Em

+ max
s∈[t0−∆,t0]

∥∥∥∥∥Am,ϕε

d~C(s)

ds
− d~C(s)

ds

∥∥∥∥∥
Em

< ε. (27)

Це означає, що векторнi функцiї ~C(t) i Am,ϕε
~C(t) та їхнi похiднi на початковому промiжку

вiдрiзняються (за нормою) менше, нiж на ε.
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Згiдно з п. 2 векторна функцiя ~D(t) = Am,ϕε
~C(t) також є розв’язком системи (5), а

згiдно з твердженням леми∥∥∥ ~D(t)− ~C(t)
∥∥∥
Em

=
∥∥∥Am,ϕε

~C(t)− ~C(t)
∥∥∥
Em

= 2
∣∣∣sin ϕε

2

∣∣∣ ∥∥∥~C(t)
∥∥∥
Em

(28)

для всiх t ≥ t0. Оскiльки на пiдставi (26) sin
ϕε

2
> 0, то завдяки (25) i (28)

lim
t→+∞

∥∥∥Am,ϕε
~C(t)− ~C(t)

∥∥∥
Em

= +∞. (29)

Отже, спiввiдношення (29) виконується, яким би малим у нерiвностi (27) не було число
ε > 0. Це означає нестiйкiсть розв’язку (12) системи (5).

Теорему 6 доведено.
Наслiдок 1. Нехай виконуються умови теореми 1 i для розв’язку (6) системи (3) викону-

ється спiввiдношення (15). Якщо цей розв’язок стiйкий, то вiн обмежений.
Наслiдок 2. Нехай виконуються умови теореми 2 i для розв’язку (10) системи (4) вико-

нується спiввiдношення (16). Якщо цей розв’язок стiйкий, то вiн обмежений.
Наслiдок 3. Нехай виконуються умови теореми 3 i для розв’язку (12) системи (5) вико-

нується спiввiдношення (17). Якщо цей розв’язок стiйкий, то вiн обмежений.
4. Приклади систем iз iнварiантними вiдносно групи поворотiв G̃n+1 множинами роз-

в’язкiв.
Приклад 1. Розглянемо матерiальнi точки M0,M1, . . . ,Mn з масами m0,m1, . . . ,mn

вiдповiдно, що рухаються в однiй площинi. Для вивчення руху точок використаємо пря-
мокутну систему координат x, y з початком координат у точцi O. Систему координат
вважатимемо iнерцiальною. Положення точок Mi, i = 0, n, визначається їх радiусами-
векторами ~ri(t) = (xi(t), yi(t)), i = 0, n, де xi(t) i yi(t) — координати точки Mi в момент
часу t.

У класичнiй механiцi, в якiй вважається, що швидкiсть гравiтацiї є нескiнченною, рiв-
няння руху розглянутої системи точок визначаються за допомогою другого законуНьютона
та закону всесвiтнього тяжiння i мають вигляд

d2~ri(t)

dt2
=

∑
j∈{0,1,...,n}\{i}

Gmj

|~rj(t)− ~ri(t)|3
(~rj(t)− ~ri(t)) ,

i = 0, n,

(30)

де G — гравiтацiйна стала [10].
Використаємо множину

Ω̌n+1 =
{

(~r0, . . . , ~rn) ∈ En+1 : ~ri 6= ~rj , i = 0, n, j = 0, n, i 6= j
}
,

що, очевидно, задовольняє спiввiдношення (2) при m = n+ 1.
Розглянемо вiдображення P1,i : Ω̌n+1 → R2, i = 0, n, що визначаються за допомогою

правих частин системи (30):

P1,i(~r0, . . . , ~rn) =
∑

j∈{0,1,...,n}\{i}

Gmj

|~rj − ~ri|3
(~rj − ~ri), i = 0, n. (31)
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Цi вiдображення є елементами множини P1,Ω̌n+1
, оскiльки

Aϕ

∑
j∈{0,1,...,n}\{i}

Gmj

|~rj − ~ri|3
(~rj − ~ri) =

∑
j∈{0,1,...,n}\{i}

Gmj

|Aϕ~rj −Aϕ~ri|3
(Aϕ~rj −Aϕ~ri) , i = 0, n,

для кожного вiдображення Aϕ ∈ G1 i суми∑
j∈{0,1,...,n}\{i}

Gmj

|~rj − ~ri|3
(~rj − ~ri), i = 0, n,

очевидно, є неперервними на Ω̌n+1. Тому згiдно з теоремою 1 множина розв’язкiв систе-
ми (30) iнварiантна вiдносно групи G̃m при m = n+ 1.

Приклад 2. Розглянемо матерiальнi точки M0,M1, . . . ,Mn з масами m0,m1, . . . ,mn,
що, як i в прикладi 1, рухаються у площинi. Для вивчення руху цих точок використаємо
прямокутну систему координат x, y з початком координат у точцi O. Систему координат
вважатимемо iнерцiальною. У статтях [11] i [12] показано, що у випадку, коли швидкiсть
гравiтацiї збiгається зi швидкiстю свiтла (це узгоджується з теорiєю вiдносностi А. Ейн-
штейна та з дослiдженнями С. М. Копейкiна й Е. Фомалонта про фундаментальну межу
швидкостi гравiтацiї [13]), рух точок M0,M1, . . . ,Mn описується системою рiвнянь iз вiд-
хилювальним аргументом

d2~ri(t)

dt2
=

∑
j∈{0,1,...,n}\{i}

Gmj

|~rj(t− τji(t))− ~ri(t)|3
(~rj(t− τji(t))− ~ri(t)),

τji(t) =
|~rj(t− τji(t))− ~ri(t)|

c
,

i = 0, n, j = 0, n, i 6= j,

(32)

де c —швидкiсть гравiтацiї.
У випадку n = 9 систему рiвнянь (30) можна використовувати для вивчення руху Сонця

i планет, якщо не враховувати дiю на них iнших складових Сонячної системи (астероїдiв,
комет тощо) та Галактики [11].

Покажемо, що до системи (32) застосовнi теореми 3 i 6.
Спочатку зазначимо, що правим частинам першого рiвняння системи (32) вiдповiдають

тi ж самi вiдображення P1,i : Ω̌n+1 → R2 (вони визначенi рiвностями (31)), що й у випадку
системи (30). Цi вiдображення є елементами множини P1,Ω̌n+1

, що з’ясовано у прикладi 1.
Далi зауважимо, що вiдображення P0,ji : Ω̌2 → R+, i = 0, n, j = 0, n, i 6= j, якi

вiдповiдають правим частинам другого рiвняння системи (32) i визначаються рiвностями

P0,ji(~rj , ~ri) =
|~rj − ~ri|

c
, i = 0, n, j = 0, n, i 6= j,

є елементами множини P0,Ω̌2
, оскiльки цi вiдображення неперервнi i

|Aϕ~rj −Aϕ~ri|
c

=
|~rj − ~ri|

c
, i = 0, n, j = 0, n, i 6= j.

Тодi за теоремою 3 множина розв’язкiв системи (32) iнварiантна вiдносно групи G̃n+1.
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До системи (32) застосовна i теорема 6, якщо вимагати, щоб для цiєї системи виконува-
лося спiввiдношення, аналогiчне (17). У статтi [12] показано, що у випадку двох тiл (n = 1)
система (32) може мати необмеженi нестiйкi розв’язки. Також необмеженi розв’язки сис-
теми (32) при n = 1 є нестiйкими i за теоремою 6.

Аналогiчне твердження справджується для системи (32) i при довiльному n ∈ N (за
теоремою 6).

Теорема 7. Якщо система рiвнянь (32) має необмежений розв’язок, похiдна якого обме-
жена на [t0,+∞), то цей розв’язок нестiйкий.

5. Зауваження та лiтературнi вказiвки. Задача про iнварiантнiсть множин розв’язкiв
систем рiвнянь (3) – (5) вiдносно групи G̃m розглянута вперше. Така задача згiдно з п. 4
потрiбна як для класичної, так i для некласичної (зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї) не-
бесної механiки i є корисною, наприклад, для теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь та
теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь iз iмпульсною дiєю. Звiдси, зокрема, випливає,
що множини задач, до яких застосовнi наведенi в пп. 2 i 3 результати, не є порожнiми.

Запропонований у п. 3 метод доведення нестiйкостi необмежених розв’язкiв систем iз
використанням iнварiантностi множин розв’язкiв цих систем вiдносно групи G̃m є новим.

Очевидно, що замiсть систем (3) – (5) можна розглядати складнiшi системи. Тверд-
ження пп. 2 i 3 та їхнi обґрунтування зберiгаються i для них.

Виконання спiввiдношень (15) i (17) в теоремах 4 – 6 є природним. Наприклад, у небе-
снiй механiцi, що використовує як математичну модель руху n тiл систему (32) (див. [11],
[12]), швидкiсть руху тiл не може бути бiльшою швидкостi руху свiтла c.

Теорема 7 узагальнює вiдповiдний результат для двох тiл зi скiнченною швидкiстю
гравiтацiї (див. [12], п. 11).
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