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We use the averaging method for the investigation of problems of optimal control over impulsive systems.
The procedure of averaging allows us to replace the original problem by the problem of optimal control over
a system of ordinary differential equations. We prove that the optimal control over the averaged problem
is almost optimal for the exact problem. Problems with finite and infinite horizons are investigated.

Розглядаються задачi оптимального керування iмпульсними системами. При дослiдженнi цих задач
застосованометод усереднення,що даєможливiсть початкову задачу замiнити задачеюоптимально-
го керування системою звичайних диференцiальних рiвнянь. Доведено, що оптимальне керування
усередненої задачi є майже оптимальним для точної. Розглянуто задачi зi скiнченним та нескiнчен-
ним горизонтами.

Вступ. У данiй роботi для системи диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю у не-
фiксованi моменти часу

ẋ = εX(t, x, u), t 6= ti(x),

4x|t=ti(x) = εIi(x, vi), (1)

x(0) = x0, ti(x) < ti+1(x),

розглянуто двi задачi оптимального керування:
1) на скiнченному промiжку з критерiєм якостi

J1
ε (u, v) = ε

T
ε∫

0

Φ(t, x(t), u(t))dt+ ε
∑

0<ti(x)<
T
ε

Ψi(x(ti), vi)→ inf, (2)
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2) на нескiнченному промiжку з критерiєм якостi

J2
ε (u, v) = ε

∞∫
0

e−γtL(t, x(t)) dt→ inf. (3)

Тут T > 0, ε > 0, γ > 0 фiксованi; t ≥ 0, x ∈ D — область у просторi Rd, u ∈ U ⊂ Rm,
vi ∈ V ⊂ Rr, де U та V —пiдмножини в просторах Rm та Rr вiдповiдно. Через | · | будемо
позначати евклiдову норму вектора, а через ‖ · ‖ — норму матрицi, узгоджену з нормою
вектора.

Керування u = u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , um(t)) та v(t) = vi(t) = (vi1(t), vi2(t), . . . , vir(t))
будемо вважати припустимими для задач (1) – (3), якщо:

а1) функцiя u(t) є вимiрною та локально iнтегровною при t ≥ 0 ;
a2) u(t) ∈ U, t ≥ 0 ;
a3) для кожного u(t) iснує така стала u0 ∈ U, що u(t)→ u0 при t→∞ рiвномiрно для

всiх керувань, тобто для довiльного δ > 0 iснує стала T0 > 0, незалежна вiд u(t), u0 i така,
що для всiх t ≥ T0 виконується нерiвнiсть |u(t)− u0| < δ ;

a4) для кожної послiдовностi векторiв vi iснує v0 ∈ V таке, що vi → v0, i → ∞,
рiвномiрно для всiх керувань, тобто для довiльного δ > 0 iснує стала N0, незалежна вiд vi,
v0 i така, що для всiх i ≥ N0 виконується нерiвнiсть |vi − v0| < δ ;

а5) для функцiонала (3) виконується умова |Jε(u, v)| <∞.
Зазначимо, що умови a3) та a4), очевидно, виконанi, якщо iснують незалежнi вiд u(t)

та vi вiдповiдно функцiя ϕ(t) → 0, t → ∞, та послiдовнiсть {ai} : ai → 0, i → ∞, такi,
що |u(t) − u0| ≤ ϕ(t), а |vi − v0| < ai. Умова на керування a3) вперше з’явилася в роботi
М. М. Моiсеєва [1] при застосуваннi методу усереднення до практичних задач. У цiй
монографiї такi керування названi асимптотично сталими.

Множину припустимих керувань задач (1), (2) та (1) – (3) позначимо F1 та F2 вiдповiд-
но. При цьому J1

ε = inf(u,v)∈F1
J1
ε (u, v) та J2

ε = inf(u,v)∈F2
J2
ε (u, v).

Позначимо через xε(t, u, v) розв’язок задачi Кошi, що вiдповiдає припустимому керу-
ванню (u, v). Трiйка (x∗ε(t, u, v), u∗ε, v

∗
ε) є оптимальною для задач (1) – (3), якщо

(
u∗ε, v

∗
ε

)
—

припустима пара i J1
ε

(
u∗ε, v

∗
ε

)
= J1

ε для функцiонала (2) або J2
ε

(
u∗ε, v

∗
ε

)
= J2

ε для функцiона-
ла (3).

Нехай виконано умови усереднення:
а6) рiвномiрно по t ≥ 0, x ∈ D, u ∈ U, v ∈ V iснують границi

lim
s→∞

1

s

s+t∫
t

X(τ, x, u)dτ = X0(x, u), (4)

lim
s→∞

1

s

∑
t<ti(x)<s+t

Ii(x, v) = I0(x, v), (5)

lim
s→∞

1

s

s+t∫
t

Φ(τ, x, u)dτ = Φ0(x, u),

lim
s→∞

1

s

∑
t<ti(x)<s+t

Ψi(x, v) = Ψ0(x, v).
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Вiдносно моментiв iмпульсної дiї будемо вважати, що iснує стала C > 0 така, що для
t ≥ 0, x ∈ D ∑

t<ti(x)<s+t

Ii ≤ Cs. (6)

Задачам оптимального керування (1) – (3) поставимо у вiдповiднiсть усередненi задачi

ẏ = ε
[
X0(y, u0) + I0(y, v0)

]
, y(0) = x0, (7)

J̄1
ε (u0, v0) = ε

T/ε∫
0

[
Φ0(y(t), u0) + Ψ0(y(t), v0)

]
dt→ inf, (8)

J̄2
ε (u0, v0) = ε

∞∫
0

e−γtL(t, y(t))dt→ inf, (9)

де u0 ∈ U, v0 ∈ V є вже сталими векторами. Цi задачi значно простiшi, нiж вихiд-
нi, оскiльки є задачами оптимального керування для систем звичайних диференцiальних
рiвнянь. Аналогiчно початковим задачам позначимо J

1
ε = inf(u0,v0)∈F1

J
1
ε(u0, v0) та J2

ε =

= inf(u,v)∈F2
J
2
ε(u0, v0).

Основним результатом роботи є отримання результату, який стверджує, що оптимальне
керування (u∗0(ε), v

∗
0(ε)) усереднених задач є η : оптимальним для початкових задач, а саме,

для довiльного η > 0 iснує ε0 > 0 таке, що при всiх ε ∈ (0, ε0) виконуються нерiвностi∣∣J1
ε (u∗0(ε), v

∗
0(ε))− J1

ε

∣∣ < η,
∣∣J2
ε (u∗0(ε), v

∗
0(ε))− J2

ε

∣∣ < η.

Вiдомо, що метод усереднення є одним iз найбiльш поширених методiв аналiзу не-
лiнiйних динамiчних систем. Для звичайних диференцiальних рiвнянь його обґрунтував
М. М. Боголюбов [2]. Для систем з iмпульсною дiєю у загальнiй формi його обґрунтування
вперше одержано в [3]. Зазначимо також роботи [4, 5], де результати роботи [3] набули
подальшого розвитку.

Метод усереднення виявився також ефективним i для розв’язування задач оптималь-
ного керування. Даним питанням присвячено низку робiт (див., наприклад, роботу [6],
в якiй наведено обширну бiблiографiю). В [7] розвинуто iнший пiдхiд щодо застосування
методу усереднення до задач оптимального керування, а саме: вважаючи функцiю керуван-
ня u параметром, здiйснювалося усереднення за часом, що явно входить у правi частини
системи.

У данiй роботi такий пiдхiд застосовано до задач оптимального керування iмпульсни-
ми системами з нефiксованими моментами iмпульсної дiї. Такi задачi iз застосуванням
принципу максимуму ранiше вивчалися в [8].

Структура даної статтi така: у вступi наведено формулювання проблеми та зроблено
огляд лiтератури, в п. 1 дано строгу постановку задачi та наведено основнi результати, п. 2
присвячено доведенню лем про усереднення. Доведення основних результатiв наведено
в п. 3.

1. Постановка задачi та формулювання основних результатiв. У подальшому для за-
дач (1) – (3) та вiдповiдних їм усереднених задач (7) – (9) будемо вважати виконаними такi
умови:
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2.1. Функцiї X, Ii, Φ, Ψi, L рiвномiрно неперервнi за сукупнiстю змiнних при t ≥ 0,
x ∈ D, u ∈ U, v ∈ V, рiвномiрно по i = 1, 2, . . . .

2.2. Iснує додатна стала M така, що∣∣∣∣∂ti(x)

∂x

∣∣∣∣+ |X(t, x, u)|+ |Φ(t, x, u)|+ |Ψi(x, v)|+ |Ii(x, v)| ≤M

при t ≥ 0, x ∈ D, u ∈ U, v ∈ V, i = 1, 2, . . . .

2.3. Iснує додатна стала K така, що

|X(t, x, u)−X(t, x1, u)|+ |Ii(x, v)− Ii(x1, v)|+

+ |Φ(t, x, u)− Φ(t, x1, u)|+ |Ψi(x, v)−Ψi(x1, v)|+
∣∣∣∣∂ti(x)

∂x
− ∂ti(x1)

∂x

∣∣∣∣ ≤ K|x− x1|,∣∣∣∣∂ti(x)

∂x

∣∣∣∣ ≤ K при t ≥ 0, x, x1 ∈ D, i = 1, 2, . . . , u ∈ U, v ∈ V.

2.4. Виконується умова а5).
2.5. Усереднена задача Кошi (7) має розв’язок y(εt) = y(εt, x0, u0, v0), y(0, x0, u0, v0) =

= x0, який при ε = 1 належить D для t ∈ [0, T ] разом зi своїм деяким ρ-околом (незалеж-
ним вiд u0, v0 ) i виконується нерiвнiсть ∂ti(y(εt))

∂x
Ii(y(εt), v) ≤ β < 0 при t′i < t < t′′i ,

v ∈ V, або ∂ti(x)

∂x
≡ 0.

Тут
t′i = inf

x∈D
ti(x), t′′i = sup

x∈D
ti(x), i = 1, l, tl <

T

ε
< tl+1.

Наступна теорема стосується зв’язку мiж задачами оптимального керування на скiн-
ченних часових iнтервалах.

Теорема 1. Нехай виконанi умови 2.1 – 2.5 та iснує оптимальне керування (u∗0(ε), v
∗
0(ε))

усередненої задачi (7), (8) при 0 < ε ≤ ε0. Тодi для довiльного η > 0 iснує таке ε1 =
= ε1(η, ε0) > 0, що при всiх ε ∈ (0, ε1):

1) J1
ε > −∞;

2) виконується нерiвнiсть ∣∣J1
ε (u∗0(ε), v

∗
0(ε))− J1

ε

∣∣ ≤ η.
Зауваження 1. Якщо в умовах теореми 1 множини припустимих керувань U i V є

компактними, то оптимальне керування (u∗0(ε), v
∗
0(ε)) усередненої задачi iснує.

Дiйсно, як буде показано далi, розв’язок усередненої задачi (7) продовжується на iнтер-
вал

[
0,
T

ε

]
. З умов теореми 1 випливає, що y(t, u0, v0) є неперервною функцiєю параметрiв

u0 та v0. Отже, тодi з теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть випливає i неперервнiсть
J
1
ε(u0, v0) за u0 та v0. Твердження зауваження 1 є тепер наслiдком теореми Веєрштрасса.
Зауваження 2. Якщо функцiї X0(y, u0) + I0(y, v0), Φ0(y, u0) + Ψ0(y, v0) є неперервно

диференцiйовними, то задача (7), (8) є гладкою скiнченновимiрною екстремальною за-
дачею.
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Наступна теорема стосується задач оптимального керування на пiвосi. Для цього сис-
тему (7) перепишемо у „повiльному часi” τ = εt :

dy

dτ
=
[
X0(y, u0) + I0(y, v0)

]
, y(0) = x0. (10)

Теорема 2. Нехай виконуються умови 2.1 – 2.5, а розв’язок y(τ) = y(τ, x0, u0, v0) задачi
Кошi (10) рiвномiрно асимптотично стiйкий по τ0, u0 та v0 i лежить в областi D при τ ≥ 0
разом зi своїм деяким ρ-околом (незалежним вiд u0, v0 ), причому справедливi нерiвностi
∂ti(x)

∂x
Ii(x) ≤ β < 0

(
або

∂ti(x)

∂x
≡ 0

)
для всiх i = 1, 2, . . . та x з деякого ρ0 -околу розв’яз-

ку y(τ).
Тодi, якщо iснує оптимальне керування (u∗0(ε), v

∗
0(ε)) при ε ∈ (0, ε0] усередненої задачi (7),

(9), то для довiльного η > 0 iснує ε1 = ε1(ε0, η) > 0 таке що:
1) для довiльного ε ∈ (0, ε1) має мiсце

∣∣J2
ε

∣∣ <∞;
2) виконується нерiвнiсть ∣∣J2

ε (u∗0(ε), v
∗
0(ε))− J2

ε

∣∣ ≤ η.
Зауваження 3. Якщо в умовах теореми 2 множини припустимих керувань є компактни-

ми, то оптимальне керування усередненої задачi (7), (8) iснує.
Останнє випливає з неперервної залежностi розв’язку y(t, u0, v0) задачi (7) на кожному

скiнченному iнтервалi вiд параметрiв, теорем Лебега та Вейєрштрасса.
2. Леми про усереднення. Ключову роль у доведеннi теорем 1, 2 вiдiграють двi леми про

усереднення,що є узагальненням теоремА.М.Самойленка [3] про усереднення iмпульсних
систем на випадок залежностi правих частин вiд функцiональних параметрiв. Перша з них
стосується усереднення на скiнченному iнтервалi.

Лема 1. Нехай виконуються умови 2.1 – 2.5. Тодi для довiльного η > 0 iснує ε0 = ε0(η) > 0
таке, що для всiх ε ∈ (0, ε0) задача (1) має розв’язок x(t) = x(t, x0, u, v), визначений для

t ∈
[
0,
T

ε

]
i такий, що має мiсце нерiвнiсть

|x(t, x0, u, v)− y(εt, x0, u0, v0)| ≤ η

рiвномiрно за всiма керуваннями (u, v) ∈ F1, а u0 та v0 вибранi з умов а3) та а4) вiдповiдно.
Доведення. Iдейно доведення спирається на вiдповiдний результат А. М. Самойленка

з [3] (теорема 1) для iмпульсних систем без керування. Тому не будемо його детально
проводити, а лише вкажемо на тi вiдмiнностi, що вносить у доведення наявнiсть керувань
u(t) та vi.

Перш за все зауважимо, що зi спiввiдношень (4) та (5) випливає iснування функцiї ϕ(t),
монотонно прямуючої до нуля при t → ∞, такої, що рiвномiрно по t ≥ 0, x ∈ D, u ∈ U,
v ∈ V справедливi нерiвностi∣∣∣∣∣∣

t+A∫
t

(X(t, x, u)−X0(x, u))dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ ϕ(A)

2
A, (11)

∣∣∣∣∣∣
∑

t<ti(x)<t+A

Ii(x, v)− I0(x, v)A

∣∣∣∣∣∣ ≤ ϕ(A)

2
A. (12)
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Зi спiввiдношень (4) та (5) також випливає неперервнiсть, обмеженiсть та лiпшiцевiсть
функцiй X0(x, u) та I0(x, v).

Виберемо достатньо велике A > 0, мале η > 0 та довiльнi припустимi керування
(u, v) ∈ F1 i зафiксуємо їх. З умови 2.1 витiкає iснування δ > 0 такого, що при |u− u1| < δ,
|v − v1| < δ виконуються оцiнки

|X(t, x, u)−X(t, x, u1)| ≤
Kη

8eKT
, (13)

|Ii(x, v)− Ii(x, v1)| ≤
Kη

8CeKT
(14)

для t ≥ 0, x ∈ D, u, u1 ∈ U, v, v1 ∈ V.
Нехай у напiвiнтервалi [0, A) лежить рiвно d1 точок t1(x0) = t01, . . . , td1(x0) = t0d1 ,

причому 0 < t1, t
0
i < t0i+1, t

0
d1
< A, i = 1, d1. Виберемо з умов а3) та а4) T0 i N0 такi, щоб

при t ≥ T0 та i ≥ N0 виконувалися нерiвностi

|u(t)− u0| < δ, |ui − v0| < δ. (15)

Не втрачаючи загальностi, можна вважати A ≥ T0 i d1 ≥ N0.

Далi, провiвши викладки, аналогiчнi [3], завдяки рiвномiрностi по v ∈ V нерiвностi
з 2.5 одержимо, що x(t) = x(t, x0, u, v) iснує для t ∈ [0, A] i визначається з точнiстю до
величин порядку ε2 за формулою

x(A) = x0 + ε[X0(x0, u0) + I0(x0, v0)]A+ ε

A∫
0

(X(t, x0, u0)−X0(x0, u0))dt+

+ ε

 ∑
0<t0i<A

Ii(x0, v0)− I0(x0, v0)A

+ ε

A∫
0

(
X(t, x0, u(t))−X(t, x0, u0)

)
dt+

+ ε
∑

0<t0i<A

[
Ii(x0, vi)− Ii(x0, v0)

]
+ ε2 + . . . . (16)

Але

ε

A∫
0

|X(t, x0, u(t))−X(t, x0, u0)|dt ≤

≤ εT02M + ε

A∫
T0

|X(t, x0, u(t))−X(t, x0, u0)|dt ≤ 2εT0M +
εηAK

8eKT
, (17)

вiдповiдно до оцiнки (13).

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2019, т. 22, № 1



92 Т. В. КОВАЛЬЧУК, В. В. МОГИЛЬОВА, Т. В. ШОВКОПЛЯС

Аналогiчно, маємо

ε
∑

0<t0i<A

|Ii(x0, vi)− Ii(x0, v0)| ≤

≤ ε
∑

0<t≤N0

|Ii(x0, vi)− Ii(x0, v0)|+ ε
∑

N0<i≤d1

|Ii(x0, vi)− Ii(x0, v0)| ≤

≤ 2MεN0 + ε
ηd1K

2CeKT
≤ ε2MN0 + εA

η

8

K

eKT
, (18)

згiдно з оцiнками (6) та (14).
Враховуючи (11), (12), (17) та (18), з (16) отримуємо

|x(A)− y(εA)| ≤ ε
A∫
0

|X0(y(εs), u0) + I0(y(εs), v0)−X0(x0, u0)− I0(x0, v0)| ds+

+ εϕ(A)A+ ε2T0M +
εA

eKT
ηK

8
+ ε2MN0 + εA

Kη

8eKT
+ ε2 + . . . ≤

≤ ε [ϕ(A)A+ 2T0M + 2MN0 +Aη] + ε2
(
M(A, d1) +KMA2

)
. (19)

Позначимо B := 2T0M + 2MN0.
Нехай у напiвiнтервалi [A, 2A) лежить d2 точок td1+i, i = 1, d2 :

A < td1+1(y(εA)) < . . . < td1+d2(y(εT )) < 2A.

Тодi з оцiнки (19) i рiвномiрної неперервностi функцiй ti(x) випливає, що на напiвiн-
тервалi [A, 2A) при малих ε лежить також d2 точок

T < td1+1(x(A)) = t
(1)
1 < . . . < td1+d2(x(A)) = t

(1)
d2

< 2A.

Далi, аналогiчно до попереднiх викладок, маємо

x(2A) = x(A) + ε[X0(x(A), u0) + I0(x(A), u0)]A+

+ ε

2A∫
A

[X(t, x(A), u0)−X0(x(A), u0)]dt+

+ ε

 ∑
A<t

(1)
i <2A

Ii(x(A), v0)− I0(x(A), v0)A

+

+ ε

2A∫
A

[X(t, x(T ), u(t))−X(t, x(T ), u0)]dt+

+ ε
∑

A<t
(1)
i <2A

[Ii(x(T ), vi)− Ii(x(T ), v0)] + ε2M(T, d2).
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Звiдси з урахуванням (11) – (15) випливає оцiнка

|x(2A)− y(2A)| ≤ (1 + εKT )|x(A)− y(εA)|+ εϕ(A) + ε2KA2M +
εAKη

4eKT
+ ε2M(A, d2).

Беручи до уваги (19), остаточно маємо оцiнку

|x(2A)− y(2Aε)| ≤ ε(1 + (1 + εKA))(ϕ(A)A+ Tη +B + εM),

де M = KMT 2 + maxi=1,2M(T, di).
Продовжуючи такi ж мiркування на вiдрiзках [(n− 1)T, nT ), аналогiчно [3] отримуємо

нерiвнiсть

∣∣x(nA)− y(εnA)
∣∣ ≤ ε n−1∑

i=0

(1 + εKA)i
(
ϕ(A)A+

KAη

4eKT
+B + εM0(A)

)
,

де nA ≤ T

ε
. Тодi

|x(nA)− y(εnA)| ≤ eKT

K

(
ϕ(A) +

Kη

4eKT
+
B

A
+ ε

M0(A)

A

)
.

Зафiксуємо тепер A i ε з умов

eKT

K

(
ϕ(A) +

B

A

)
≤ η

8
,

ε0e
KTM0(A)

AK
≤ η

8
.

Тодi при ε ≤ ε0 отримуємо оцiнку |x(nA)− y(εnA)| ≤ η

2
.

Подальше доведення аналогiчне теоремi 1 з [3].
Лему доведену.
Наступна лема обґрунтовує схему усереднення на пiвосi.
Лема 2. Нехай виконано умови 2.1 – 2.4, а розв’язок y(τ) = y(τ, x0, u0, v0) усередненої

задачi Кошi (10) рiвномiрно по τ0, u0, v0 асимптотично стiйкий i лежить у областi D при
τ ≥ 0 разом зi своїм деяким ρ-околом (незалежним вiд u0 та v0 ), причому мають мiсце
нерiвностi

∂ti(x)

∂x
Ii(x) ≤ β < 0

або
∂ti(x)

∂x
≡ 0

для всiх i = 1, 2, . . . та x з деякого ρ0 -околу розв’язку y(τ).
Тодi для довiльного η > 0 iснує ε0 = ε0(η) > 0 таке, що при 0 < ε ≤ ε0 для розв’язкiв

x(t) = x(t, x0, u, v) та y(εt) = y(εt, x0, u0, v0) задач (1) та (7) справджується оцiнка

|x(t)− y(εt)| ≤ η, t ≥ 0,

рiвномiрно за всiма керуваннями (u, v) ∈ F2, а u0, v0 вибрано з умов а3) та а4).
Доведення аналогiчне до вiдповiдного результату А. М. Самойленка з [3] (теорема 2) з

використанням леми 1.
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3. Доведення теорем. 3.1. Доведення теореми 1. Перше твердження доведемо вiд суп-
ротивного. Дiйсно, нехай J1

ε = −∞. Тодi iснує послiдовнiсть εn > 0 така, що εn → 0,
n→∞, i

J1
εn = −∞. (20)

А отже, для кожного εn iснує послiдовнiсть керувань (unm, v
n
m) ∈ F1 така, що

J1
εn (unm, v

n
m)→ −∞, m→∞. (21)

Нехай xnm (t, unm, v
n
m) та ynm (εt, un0m, v

n
0m) — розв’язки задач (1) та (7), що вiдповiдають

керуванням
(
unm(t), vnmi

)
та (un0m, v

n
0m) , де un0m та vn0m вибрано з умов a3) та a4).

Оскiльки для задачi (7), (8) оптимальне керування iснує, то

J
1
ε

(
un0m , v

n
0m

)
≥ J1

εn > −∞.

Зафiксуємо η0 > 0 i оцiнимо рiзницю J1
εn (unm, v

n
m)− J1

εn

(
un0m , v

n
0m

)
. Для цього введемо

додатковi координати

z(t) = ε

t∫
0

Φ(s, x(s), u(s))ds+ ε
∑

0<ti(x)<t

Ψi(x(ti), vi)

та

y0(t) = ε

t∫
0

[
Φ0(y(s), u0)ds+ Ψ0(y(s), v0)

]
ds.

В результатi задачi (1), (2) та (7), (8) набирають вигляду

ẋ = εX(t, x, u), t 6= ti(x),

ż = εΦ(t, x, u), t 6= ti(x),
(22)

4x|t=ti(x) = εIi(x, vi), 4z|t=ti(x) = εΨi(x, vi),

x(0) = x0, z(0) = 0,

J̄1
ε (u, v) = z

(
T

ε

)
→ inf

та

ẏ = ε[X0(y, u0) + I0(y, v0)],

ẏ0 = ε[Φ0(y, u0) + Ψ0(y, v0)], (23)

y(0) = x0, y0(0) = 0,

J̄1
ε (u0, v0) = y0

(
T

ε

)
→ inf.
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До систем (22) та (23) тодi застосовна лема 1, з якої випливає iснування натурального
n0 такого, що при εn ≤ εn0 справедливi оцiнки∣∣J1

εn (unm, v
n
m)− J̄1

ε (un0m, v
n
0m)
∣∣ =

∣∣∣∣z( Tεn
)
− y0

(
T

εn

)∣∣∣∣ < η0.

Звiдси отримуємо

J1
εn (unm, v

n
m) = J̄1

εn(un0m, v
n
0m) + J1

εn(unm)− J̄1
εn(un0m, v

n
0m) ≥ J̄1

εn − η0,

що суперечить (21), а отже, й (20).
Для доведення другої частини теореми зауважимо, що

J1
ε ≤ J1

ε (u∗0(ε), v
∗
0(ε)) = J̄1

ε + J1
ε (u∗0(ε), v

∗
0(ε))− J̄1

ε (u∗0(ε), v
∗
0(ε)) .

Але для довiльного η1 > 0 при достатньо малих ε > 0 за лемою 1 маємо∣∣J1
ε (u∗0(ε), v

∗
0(ε))− J̄1

ε (u∗0(ε), v
∗
0(ε))

∣∣ =

∣∣∣∣z(Tε , u∗0(ε), v∗0(ε)

)
− y0

(
T

ε
, u∗0(ε), v

∗
0

)∣∣∣∣ ≤ η1.
Тодi

J1
ε ≤ J̄1

ε + η1. (24)

З означення нижньої гранi також випливає, що для вибраного η1 > 0 iснує припустима
пара (uη1 , vη1) ∈ F1 така, що виконується нерiвнiсть

J1
ε (uη1 , vη1) < J1

ε + η1.

Оскiльки пара (uη1 , vη1) припустима, то для неї iснує стала припустима пара (uη1,0, vη1,0) з
умов a3) та a4). Тодi

J
1
ε = J

1
ε (u∗0(ε), v

∗
0(ε)) ≤ J1

ε(uη1,0, vη1,0) + J1
ε − J1

ε (uη1 , vη1) + η1.

Але завдяки лемi 1 маємо ∣∣∣J1
ε(uη1,0, vη1,0)− J1

ε (uη1 , vη1)
∣∣∣ < η1

для достатньо малих ε. Отже,
J
1
ε ≤ J1

ε + 2η1,

звiдки з урахуванням (24) одержуємо∣∣∣J1
ε − J1

ε

∣∣∣ ≤ 2η1. (25)

Тепер маємо оцiнку∣∣J1
ε (u∗0(ε), v

∗
0(ε))− J1

ε

∣∣ ≤ ∣∣J1
ε (u∗0(ε), v

∗
0(ε))− J̄1

ε

∣∣+ |J̄1
ε − J1

ε |. (26)

Перший доданок в (26) згiдно з лемою 1 не перевищує η1 при достатньо малих ε.
Завдяки довiльностi η1 з (25) та (26) отримуємо друге твердження теореми.

Теорему доведену.
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3.2. Доведення теореми 2. Покажемо, що оптимальна пара (u∗0(ε), v
∗
0(ε)) усередненої

задачi (7), (9) є припустимоюдля точної задачi (1), (3). Тим самиммидоведемо,щомножина
F2 не порожня.

Дiйсно, за лемою 2 для довiльного η > 0 розв’язок x(t) = x (t, x0, u
∗
0(ε), v

∗
0(ε)) при

достатньо малих ε > 0 задовольняє нерiвнiсть (3)

|x(t)− y(εt, x0, u
∗
0(ε), v

∗
0(ε))| ≤ η при t ≥ 0.

Останнє згiдно з умовами теореми гарантує, що x(t) ∈ D при всiх t ≥ 0, а отже, функ-
цiя L(t, x(t)) визначена при всiх t ≥ 0. Тодi завдяки рiвномiрнiй неперервностi L(t, x(t)) з
нерiвностi (3) випливає обмеженiсть величини

|L(t, x(t))− L (t, y(εt, x0, u
∗
0(ε), v

∗
0(ε)))| ,

а отже, й виконання умови а5), оскiльки пара (u∗0(ε), v
∗
0(ε)) припустима для усередненої

задачi.
Перше твердження теореми знову встановимо вiд супротивного. Дiйсно, нехай iснує

послiдовнiсть εn → 0, n→∞, така, що

J2
εn = −∞. (27)

З означення iнфiнумудля кожного εn iснує послiдовнiсть припустимихкерувань {unm, vnm} ∈
∈ F2 така, що

J2
εn (unm, v

n
m)→ −∞ при m→∞. (28)

Нехай un0m та vn0m — сталi керування, якi вiдповiдають керуванням unm та vnm з умов
а3) та а4). Нехай також xnm(t) — розв’язок задачi Кошi (1), що вiдповiдає парi (unm, v

n
m) , а

ynm(t) — розв’язок задачi Кошi (7) при керуваннях (un0m, v
n
0m) . Оскiльки при малих ε > 0

усереднена задача керування (7), (9) за умовами теореми має розв’язок, то для достатньо
великих n

J
2
εn

(
un0m , v

n
0m

)
≥ J2

εn > −∞. (29)

Але ∣∣∣J2
εn(unm, v

n
m)− J2

εn

(
un0m , v

n
0m

)∣∣∣ ≤ ∞∫
0

e−γt |L (t, xnm(t))− L (t, ynm(t))| dt.

Завдяки рiвномiрнiй неперервностi L(t, x) i лемi 2 величина |L (t, xnm(t))− L (t, ynm(t))|
обмежена при малих ε, а отже,∣∣∣J2

εn(unm, v
n
m)− J2

εn

(
un0m , v

n
0m

)∣∣∣ ≤ C1,

де C1 не залежить вiд m. Звiдси з урахуванням (29) випливає нерiвнiсть

J2
εn(unm, v

n
m) ≥ J2

εn − C1 > −∞,

що призводить до суперечностi з (28), а отже, й з (27). Першу частину теореми доведено.
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Доведемо другу частину. Нехай (u∗0(ε), v
∗
0(ε)) —оптимальне керування для усередненої

задачi (7), (9). Вище ми показали, що x(t) = x(t, x0, u
∗
0(ε), v

∗
0(ε)) iснує при всiх t ≥ 0 при

достатньо малих ε > 0. Нехай y∗(εt) = y∗ (εt, x0, u
∗
0(ε), v

∗
0(ε)) — оптимальна траєкторiя

усередненої задачi, що вiдповiдає оптимальнiй парi (u∗0(ε), v
∗
0(ε)) . Тодi

J2
ε ≤ J2

ε (u∗0(ε), v
∗
0(ε)) = J

2
ε + J2

ε (u∗0(ε), v
∗
0(ε))− J̄2

ε (u∗0(ε), v
∗
0(ε)) .

Але

∣∣∣J2
ε (u∗0(ε), v

∗
0(ε))− J2

ε (u∗0(ε), v
∗
0(ε))

∣∣∣ ≤ ∞∫
0

e−γt
∣∣L(t, x(t))− L(t, y(εt))

∣∣dt.
З рiвномiрної неперервностi L(t, x) i леми 2 випливає, що рiзниця в iнтегралi прямує

до нуля при ε→ 0. Тому завдяки теоремi Лебега про мажоровану збiжнiсть для довiльного
η > 0 при малих ε > 0 справедлива нерiвнiсть

J2
ε ≤ J

2
ε + η.

Далi доведення проводиться аналогiчно до теореми 1.
Теорему 2 доведено.
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