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A mathematical model of society is constructed in the form of a multi-component dynamical system
generated by the conflict interaction between individuals. The individual behavior depends on the initial
value of the social energy and two strategic parameters: the activity of conflict interaction and connections
with a local environment. We prove the theorem on a complete victory of the strongest individual for a
class of models of society where the possibility of strategic choice is absent. In such a case, the principle
“winner takes all” is realized. For another class of models where one can change the strategic parameter
of conflict activity, we find the sufficient conditions providing social energy growth from any small initial
value. In particular, we show the existence of a survival strategy and even a winner strategy for each
individual. Examples of computer simulations are given.

Побудовано та дослiджено математичну модель соцiуму у виглядi багатокомпонентної динамiчної
системи, генератор якої вiдповiдає конфлiктнiй взаємодiї мiж iндивiдами. Поведiнка iндивiдiв за-
лежить вiд величини початкової соцiальної енергiї та двох стратегiчних параметрiв — активностi
конфлiктної взаємодiї та зв’язкiв iз локальним оточенням. Для класу моделей соцiуму, в яких мож-
ливiсть вибору стратегiй вiдсутня, доведено теорему про повну перемогу найсильнiшого. У цьому
випадку виконується принцип “переможець отримує все”. Для класу моделей, у якому стратегi-
чний параметр активностi конфлiктної взаємодiї можна регулювати, знайдено достатнi умови для
зростання соцiальної енергiї з довiльно низького початкового рiвня. Зокрема показано, що iснує
стратегiя виживання i навiть перемоги для кожного iндивiда. Наведено приклади з комп’ютерними
симуляцiями.

1. Вступ. Побудова, дослiдження та аналiз математичних моделей, якi описують динамiку
змагальних i конфлiктних процесiв у суспiльствi, а також знаходження умов компромiсу,
об’єднання чи консенсусу, є основними напрямками сучасної прикладної науки. Наведемо
лише декiлька посилань (див. [1 – 13]) з великої кiлькостi публiкацiй на цю тему.

Звичайно, поведiнка iндивiда в суспiльствi значною мiрою визначається прийняттям рi-
шення (часто стихiйним) щодо вибору оптимальної стратегiї. При цьому використовується
певна модель соцiальної системи. У бiльшостi випадкiв така модель є iнтуїтивною. Зрозумi-
ло,що успiшнийрезультатможе забезпечити лише адекватнаматематичнамодельна основi
наукового передбачення. Тому математичне моделювання є потужним iнструментом для
прогнозу соцiальних подiй та розв’язання перспективних проблем сучасного суспiльства.
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Математичнi моделi соцiальних явищ можна подiлити на два класи: детермiнiстичнi та
ймовiрнiснi. Моделi першого типу дають передбачення про кiлькiсне значення певних ха-
рактеристик стану системи у фiксований момент часу. Другий тип моделей дає iмовiрнiсну
оцiнку рiзних станiв системи.

Бiльшiсть вiдомих моделей належить до першого класу i ґрунтуються на явних, часом
досить складних, формулах динамiки, якi призначенi дати конкретний опис явищу, що
дослiджується (див., наприклад, [8 – 11]). Але деталiзацiя конкретних моделей звужує мож-
ливiсть їх використання при змiнених умовах. Тому виникає потреба у побудовi загальних
моделей iз iмовiрнiсною iнтерпретацiєю.

Вибiр формул i рiвнянь (законiв), якi описують динамiку конфлiктних взаємодiй мiж
iндивiдами, є головним пунктом при побудовi моделей складних систем суспiльства. Цi
формули мають бути максимально простими, унiверсальними та одночасно адекватними
реальнiй ситуацiї. Лише тодi їх використання, з одного боку, буде пiдтверджувати спосте-
реження, а з другого, передбачати новi, навiть несподiванi явища та ефекти.

У данiй роботi ми будуємо елементарно просту математичну модель соцiуму як багато-
компонентної динамiчної системи на основi теорiї динамiчних систем конфлiкту, розви-
нутої в роботах [7, 14 – 19]. Ця модель описує еволюцiю iмовiрностi для кожного iндивiда
мати певний запас соцiальної енергiї у конфлiктному середовищi.

Ми розглядаємо декiлька варiантiв формули конфлiктної взаємодiї. У першу чергу
ми дослiджуємо грубий (дикий) стихiйний конфлiкт мiж окремим iндивiдом та суспiль-
ним конкурентним оточенням. Бiльш досконалий варiант моделi включає в себе страте-
гiчнi параметри сили конфлiктної взаємодiї та зв’язки з iншими iндивiдами. При цьо-
му модель настiльки ускладнюється, що виявленi ефекти неможливо охопити в однiй
роботi.

Тому ми обмежуємося лише деякими випадками. А саме, спочатку дослiджуємо ди-
намiку перерозподiлу соцiальної енергiї мiж конфлiктуючими iндивiдами без уведення
параметрiв взаємодiї та зв’язкiв (модель стихiйного соцiуму). В цьому варiантi моделi,
як правило, виникає єдиний переможець: той, хто був найсильнiшим у початковий мо-
мент часу. Ми помiчаємо, що на зростання (чи втрату) соцiальної енергiї впливає вели-
чина (сила) конфлiктної активностi iндивiда. Зокрема, якщо цей параметр має нульове
значення, то iндивiд взагалi не втрачає своєї енергiї, а лише накопичує її. Параметр си-
ли конфлiктної активностi є стратегiчним. Можливiсть його вибору перетворює модель
стихiйного соцiуму в модель керованого конфлiктного процесу. Показано, що в цьому
випадку iндивiд iз незначною початковою соцiальною енергiєю може стати перемож-
цем, якщо обере “правильну” стратегiю регулювання параметру сили конфлiктної ак-
тивностi.

Отже, в роботi проведено аналiз поведiнки переможця i на конкретних прикладах про-
демонстровано розв’язок проблеми вибору стратегiї виживання для окремого iндивiда.
Доведено теорему iснування рiвноважних нерухомих станiв, дослiджено умови їх стiйко-
стi. Як наслiдок, знайдено умови виживання для iндивiда з довiльно малою початковою
соцiальною енергiєю. Показано, що математичнi питання для моделi навiть лише з трьома
iндивiдами є нетривiальними.

2. Елементарна модель соцiуму. Нехай A = {ai}mi=1, 1 < m < ∞, позначає деяку
множину подiбних елементiв, якi вiдповiдають конкуруючим iндивiдам абстрактного су-
спiльства. Далi множину A називаємо соцiумом, а елементи ai iндивiдами; m —кiлькiсть
елементiв. Вона скiнченна, але може бути як завгодно великою.Можна вважати, що ai вiд-
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повiдає не лише окремому iндивiду в суспiльствi, але й деякому об’єднанню (соцiальному
кластеру iндивiдiв).

Припускаємо, що соцiум A є конфлiктним у тому сенсi, що мiж його iндивiдами вiд-
бувається конкурентна взаємодiя, в ходi якої кожен iндивiд прагне зберегти та збiльшити
свiй запас соцiальної енергiї за рахунок iнших. Варто пояснити це бiльш детально.

Вважаємо, що в найпростiшому випадку, який тiльки й розглядається у данiй роботi,
кожному iндивiду ai в початковий момент поставлено у вiдповiднiсть деякий соцiальний
(життєвий) ресурс Pi > 0.

Отже, в елементарнiй моделi соцiуму з кожним iндивiдом ai асоцiйовано залежну вiд
часу одновимiрну числову величину Pi — характеристику соцiальної енергiї iндивiда або
його статусу в соцiальному оточенi:

ai ∼ Pi(t).

Значення Pi є додатними та обмеженими. Далi дослiджується перерозподiл соцiальної
енергiї в моменти конфлiктної взаємодiї. Припускаємо, що повний запас соцiальної енергiї
всiєї системи не змiнюється в часi, тобто є фiксованим:

∑m

i=1
Pi(t) = P = const.

Нехай у кожен момент дискретного часу t = 1, 2, . . . , мiж iндивiдами ai вiдбувається
акт конфлiктної боротьби, внаслiдок якої iндивiдуальна соцiальна енергiя Pi змiнюється
(перерозподiляється) за певним законом. Якщо позначити через > фiксований закон цього
перерозподiлу, то виникає складна багатокомпонентна динамiчна система{

Pi(0)
} >,t−→

{
Pi(t)

}
, t > 0, i = 1, . . . ,m.

У наступних роздiлах ми конкретизуємо вiдображення > i детально дослiджуємо по-
ведiнку Pi(t), зокрема, i в залежностi вiд специфiки iндивiдуальної стратегiї конфлiктної
боротьби. А саме, ми розглядаємо такi ситуацiї: 1) грубий конфлiкт кожного з усiма,
2) ефекти, що залежать вiд вибору величини (сили) конфлiктної активностi.

Пiдкреслимо, що ми розвиваємо ймовiрнiсний пiдхiд i тому замiсть кiлькiсних величин
Pi використовуємо значення соцiальної енергiї, нормованi на одиницю: pi = Pi/P. Рiвняння
динамiки виписуємо в термiнах стохастичних векторiв p(t) = {pi(t)}mi=1, тому для всiх t ≥ 0

виконується умова
∑m

i=1
pi(t) = 1.

Говоримо, що соцiум A є цiлком конфлiктним, якщо для кожного iндивiда ai його
конкуруюче оточення складається з множини всiх iнших iндивiдiв A⊥i := {ak}k 6=i. Тодi
виконується принцип: один проти всiх або кожен сам за себе. В такому випадку соцiальна
енергiя оточення для ai є сумою енергiй усiх iндивiдiв з A⊥i . Позначимо її Ri =

∑
k 6=i

Pk.

Набору величин Ri вiдповiдає стохастичний вектор r = {ri}mi=1 з координатами ri := Ri/R,

де R =
∑m

i=1
Ri. Очевидно, ri ≥ 0 та

∑m

i=1
ri = 1.

Введемо закон конфлiктної взаємодiї мiж окремим iндивiдом ai та оточенням A⊥i у
цiлком конфлiктному соцiумi. З цiєю метою зафiксуємо довiльний стохастичний вектор
p ∈ ∆m−1, де ∆m−1 позначає (m− 1)-мiрний симплекс в Rm+ . Вектор p задає стартовий
(t = 0) розподiл нормованої на одиницю соцiальної енергiї мiж m iндивiдами соцiуму.
Найпростiший варiант закону конфлiктного перерозподiлу соцiальної енергiї (закон конф-
лiктної взаємодiї) в термiнах координат має вигляд (див. [7 – 14]):

p1
i =

pi(1− ri)
z

, i = 1, . . . ,m, (1)
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де ri := (1−pi)/(m−1), a z = 1−
∑m

k=1
pkrk —нормувальний знаменник. Тут p1

i позначає
координати нового стохастичного вектора p1 ∈ ∆m−1, який задає розподiл соцiальної
енергiї мiж iндивiдами ai пiсля першого акту конфлiктної взаємодiї в системi.

Iтерацiя в дискретному часi закону конфлiктної взаємодiї (1):

pt+1
i =

pti(1− rti)
zt

, rti =
1− pti
m− 1

, pt=0
i ≡ pi, t = 0, 1, . . . (2)

породжує деяку траєкторiю в термiнах стохастичних векторiв

∆m−1 3 pt
>,t−→ pt+1 ∈∆m−1. (3)

Зрозумiло, що задане формулами (2) перетворення > в (3) залишає симплекс ∆m−1

iнварiантним. Динамiчну систему в ∆m−1, породжену цим перетворенням, назвемо ди-
намiчною системою конфлiкту.

Складнiший закон взаємодiї у соцiумi має вигляд

pt+1
i =

pti − ci
(∑m

k=1
sikp

t
k

)
rti

zt
, rti =

1− pti
m− 1

, t = 0, 1, . . . , (4)

i включає в себе параметри ci сили конфлiктної взаємодiї та матрицю стратегiчних зв’язкiв
мiж iндивiдами S = {sik}. У данiй роботi ми обмежуємося лише випадком одиничної
матрицi, S = I.

3. Iснування рiвноважного граничного стану . Уцьому пунктi показано,що в динамiчної
системи з найпростiшою формулою конфлiктної взаємодiї, яка моделює еволюцiю цiлком
конфлiктного соцiуму, iснує рiвноважний граничний стан (fixed point) при t → ∞. Цьому
стану вiдповiдає iндивiд (єдиний переможець), який мав найбiльший соцiальний статус в
початковий момент часу, всi iншi iндивiди втрачають повнiстю свою соцiальну енергiю
(гинуть). Це типова ситуацiя, притаманна соцiальним моделям, в яких панує принцип
“кожен проти всiх, або сам за себе” i справджується вiдомий ефект “переможець забирає
все”. Тим бiльше, у примiтивному (дикому) соцiумi iндивiд з найбiльшою початковою
соцiальної енергiєю (найвищим статусом) неминуче збiльшує свiй потенцiал, знищуючи
своїх опонентiв у конкурентнiй боротьбi. Стихiйна еволюцiя такої системи наближається
до нерухомої граничної точки, яка є стiйкою. Цей математичний результат має соцiальну
iнтерпретацiю про iснування диктатора в закритому суспiльствi.

Для встановлення описаного результату в математичнiй формi перепишемо першу фор-
мулу в (2), використовуючи rti = (1− pti)/(m− 1), у виглядi

pt+1
i = pti

(
1− δti

)
, δti :=

Lt − pti
m− 2 + Lt

, t = 0, 1, . . . , (5)

де
Lt :=

∑
k

(
ptk
)2 ≡ ‖pt‖2.

Або iнакше

pt+1
i = ptik

t
i , kti =

m− 2 + pti
m− 2 + Lt

, t = 0, 1, . . . . (6)
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Рiвняння (6), (5) можна також подати у виглядi

pt+1
i = ktip

t
i =

t∏
τ=0

kτi pi =
t∏

τ=0

(1− δτi ) pi.

Подальшi твердження легко випливають iз наведених формул.
Якщо у вектора p ∈ ∆m−1, m > 1, якась пара координат має однаковi значення,

pi = pk, то ця властивiсть не змiнюється з часом, тобто зберiгається рiвнiсть координат,
pti = ptk, t = 1, 2, . . . . Якщо ж для якоїсь пари координат виконується нерiвнiсть pi < pk,
i 6= k, то така ж нерiвнiсть виконується й для всiх t ≥ 1.

Твердження 1. Справедливi нерiвностi

pti ≤ ptk =⇒ pt+1
i ≤ pt+1

k , t = 0, 1, . . . ,

де p0
i ≡ pi, p0

k ≡ pk.
Як наслiдок, можна стверджувати, що конфлiктна взаємодiя в соцiумi, задана зако-

ном (1), не змiнює упорядкованiсть iндивiдiв ai, визначену початковими рiвнями їхнiх
соцiальних статусiв:

0 ≤ pi1 ≤ pi2 ≤ . . . pim ≤ 1 =⇒ 0 ≤ pti1 ≤ p
t
i2 ≤ . . . p

t
im ≤ 1, t = 1, 2, . . . . (7)

Безпосередньо з (5) видно, що знак величини Lt − pti визначає зростання чи спадання
значення координати pti на t+ 1 кроцi конфлiктної взаємодiї.

Отже, динамiка змiн координати pti залежить вiд знака рiзницi Lt − pti.
Твердження 2. Якщо Lt − pti < 0, то pti зростає:

pti > Lt =⇒ pt+1
i > pti, (8)

а якщо Lt − pti > 0, то pti спадає:

pti < Lt =⇒ pt+1
i < pti. (9)

Тобто в кожний момент часу квадрат норми
∥∥pt∥∥2

=: Lt вектора pt є порогом, який
подiляє соцiум A на три класи iндивiдiв. Для iндивiдiв ai′ , значення статусу яких pti′
нижче порога Lt, рiвень статусу зменшується в результатi конфлiктної взаємодiї. Для
iндивiдiв ai′′ , значення статусу яких pti′′ вище порога Lt, статус збiльшується. Якщо для
якихось aj їхнiй статус точно дорiвнює порогу, ptj = Lt, то такий статус, очевидно, не
змiниться pt+1

j = ptj , але лише на один акт конфлiктної взаємодiї. Неважко довести, що
квадрат норми вектора pt, тобто порiг Lt, монотонно зростає, i вже на наступному кроцi
виникне нерiвнiсть pt+1

j < Lt+1. Отже, рiвнiсть ptj = Lt нестiйка, змiнюється на нерiвнiсть
pt+1
j < Lt+1 i починає спадати з наступного кроку: pt+2

j < pt+1
j .

Виходячи з цього аналiзу, природно розкласти соцiум A в кожен момент часу t на три
пiдмножини,

A = At−
⋃
At0
⋃
At+,

At− :=
{
ai | pti < Lt

}
, At0 :=

{
ai | pti = Lt

}
, At+ :=

{
ai | pti > Lt

}
, Lt ≡

∥∥pt∥∥2
. (10)

Варто вiдзначити, що за виключенням випадку {pi = 1/m, i = 1, . . . ,m}, коли A = A0, пiд-
множини At−, At+, t > 1, завжди є не порожнiми, а множина At0 може бути не порожньою
лише епiзодично (не бiльше m− 1 разiв).
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Твердження 3. Послiдовнiсть Lt :=
∥∥pt∥∥2

, t = 0, 1, . . . , монотонно зростає i збiгається
до обмеженої границi:

0 < L∞ := lim
t→∞

Lt = b ≤ 1. (11)

Доведення. Зрозумiло, що 0 < Lt ≤ 1, t ≥ 0, оскiльки вектори pt є стохастичними.
Для доведення твердження достатньо показати, що

Lt+1 − Lt > 0, t ≥ 1.

Скористаємося розкладом соцiуму на три множини згiдно з (10). Далi множину At0, не
зменшуючи загальностi, вважаємо порожньою, тому що вона виникає лише епiзодично i не
впливає на суть доведення. За означенням, якщо ai′ ∈ At−, то pti′−Lt < 0, i тому завдяки (9)
dti′ := pt+1

i′ −p
t
i′ < 0. А для ai′′ ∈ At+, навпаки, pti′′−Lt > 0 i завдяки (8) dti′′ := pt+1

i′′ −p
t
i′′ > 0.

Але завдяки стохастичностi векторiв pt∑
i′

dti′ +
∑
i′′

dti′′ = 0. (12)

Тому маємо

Lt+1 − Lt =
∥∥pt+1

∥∥2 −
∥∥pt∥∥2

= 2
∑
i′

pti′d
t
i′ + 2

∑
i′′

pti′′d
t
i′′ +

∑
i′

(
dti′
)2

+
∑
i′′

(
dti′′
)2
.

Оскiльки dti′ < 0 та pti′ < Lt, а pti′′ > Lt, то

Lt+1 − Lt > 2Lt

(∑
i′

dti′ +
∑
i′′

dti′′

)
+
∑
i′

(
dti′
)2

+
∑
i′′

(
dti′′
)2
.

Нарештi, завдяки (12) одержуємо

Lt+1 − Lt >
∑
i′

(
dti′
)2

+
∑
i′′

(
dti′′
)2
> 0.

Отже, Lt є зростаючою обмеженою послiдовнiстю, тому виконується (11).
Сформулюємо основний результат пункту.
Теорема 1. Припустимо, що в початковий момент максимального значення pim (див. (7))

досягає лише одна координата стохастичного вектора p ∈ Rm+ :

pil < pim ∀il 6= im.

Тодi

p∞im := lim
t→∞

ptim = 1,

а

lim
t→∞

ptil = 0 ∀il 6= im.
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Доведення. Очевидно, що
pti1 = min

i

{
pti
}
≤
∥∥pt∥∥2

= Lt ≤ max
i

{
pti
}

= ptim .

Тому з тверджень 2 та 3 випливає, що послiдовнiсть ptim зростає при t→∞. Оскiльки вона
обмежена, то iснує границя p∞im = limt→∞ p

t
im

= a ≤ 1. Для цiєї границi виконується оцiнка
0 < a = p∞im ≤ 1.

Доведемо, що a = 1. З цiєю метою спочатку покажемо, що a = b, де b = L∞ = limt→∞ L
t.

Дiйсно, з iснування границь p∞im та L∞ випливає, що

a = p∞im = p∞imk
∞, k∞ =

m− 2 + p∞im
m− 2 + L∞

. (13)

Оскiльки, очевидно, k∞ = 1, то з необхiднiстю a = b. Легко зрозумiти, що числа a,
b насправдi дорiвнюють одиницi. Для цього проведемо аналiз поведiнки передостанньої
координати ptim−1

. Завдяки (7) та твердженню 1 нерiвнiсть ptim−1
< ptim виконується для всiх

t. Зокрема, завжди ptim−1
< a. Бiльш за те, вiдношення ptim/p

t
im−1

є бiльшим за одиницю i,
як легко з’ясувати, з використанням (6) необмежено зростає (прямує до нескiнченностi), а
отже, lim ptim−1

= 0. Дiйсно, якщо припустити iнше, тобто, що lim ptim−1
= a′ > 0, то має

виконуватися рiвнiсть L∞ = b = a′, що є суперечнiстю, тому що b = a. Аналогiчно можна
переконатися, що всi iншi координати також прямують до нуля.

З цiєї теореми одержуємо такий висновок: примiтивна боротьба “кожен проти всiх” у
конфлiктному соцiумi приводить до загибелi всiх iндивiдiв окрiм одного, найсильнiшого,
яким вiн був iз самого початку (рис. 1).

Твердження 4. Якщо pi 6= pk для всiх i 6= k, то limt→∞ L
t = 1. Але якщо вектор p має

l > 1 однакових максимальних координат, то

lim
t→∞

Lt = 1/l.

Доведення. Справедливiсть твердження випливає з рiвностi (13), записаної для однiєї
з l максимальних координат

1

l
= p∞i = p∞i k

∞
i ,

де k∞i = (m− 2 + p∞i ) / (m− 2 + L∞) = 1. Звiдси одержуємо рiвнiсть L∞ = 1/l.
Позначимо

Γ(ml )
:=

{
p ∈∆m−1 : ‖p‖2 =

1

l
, pi = 0 ∨ 1

l
, i = 1, . . . ,m

}
, l ∈ {1, . . . ,m}.

З урахуванням теореми 1 та твердження 4 безпосередньою перевiркою переконуємося,
що виконується таке твердження.

Твердження 5. Множина векторiв

Γfixed =
m⋃
l=1

Γ(ml )

вичерпує всi нерухомi точки динамiчної системи конфлiкту, заданої формулами (2). Множина
стiйких нерухомих точок складаються лише з Γ(ml )

, для яких l = 1. Усi вектори p ∈ Rm+ з
Γ(ml )

, 2 ≤ l ≤ m, зокрема вектори вигляду p = (0, . . . , 0, 1/l, . . . , 1/l), l > 1, вiдповiдають
нестiйким нерухомим станам системи.
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Рис. 1. Графiки еволюцiй соцiальних енергiй згiдно з формулою (4) для векторiв p ∈ ∆m−1 з єдиною мак-
симальною координатою. Напiвжирна лiнiя описує поведiнку норми Lt =

∥∥pt∥∥2
. Соцiальнi енергiї

всiх iндивiдiв з pi 6= pmax спадають до нуля, pti → 0. Соцiальна енергiя iндивiда з максимальним
початковим значенням pmax монотонно зростає до 1.

4. Роль параметра конфлiктної активностi. У цьому пунктi дослiджуємо вплив актив-
ностi конфлiктної взаємодiї мiж елементами соцiуму на динамiку перерозподiлу соцiальної
енергiї. Точнiше, ми вводимо параметр 0 ≤ ci ≤ 1, який звемо коефiцiєнтом конфлiктної
активностi (або силою конфлiктної взаємодiї елемента ai з оточенням A \ ai ), i вивчаємо
залежнiсть динамiки перерозподiлу вiд значення цього параметра. Цей параметр можна
також iнтерпретувати як спротив суспiльства дiяльностi елемента ai або ще як певного
роду податок на зростання iндивiдуальної соцiальної енергiї pti. Математично це означає,
що формула конфлiктної взаємодiї (1) ускладнюється:

p1
i =

pi(1− ciri)
z

, 0 ≤ ci ≤ 1, i = 1, . . . ,m. (14)

Звичайно, якщо значення усiх ci, i = 1, . . . ,m, покласти рiвними 1, то ми повертаємося до
формули (1).

У загальному випадку формула (14) пiсля виключення rti має вигляд

pt+1
i = pti

m− 1− ci
(
1− pti

)
m− 1−Ht

c

= pti k
t
i,c, t ≥ 1, (15)

де

kti,c :=
m− 1− ci

(
1− pti

)
m− 1−Ht

c

(16)

та

Ht
c :=

m∑
j=1

cjp
t
j(1− ptj). (17)

Зауважимо, що значення величини 0 ≤ Ht
c < 1 має складнiшу нелiнiйну залежнiсть вiд pti,

нiж Lt (див. (5)).
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Далi ми часто користуємося трохи iншим варiантом формули (15):

pt+1
i = pti

(
1 +

Ht
c − ci(1− pti)
m− 1−Ht

c

)
= pti(1 + δti,c), δti,c :=

Ht
c − κi

m− 1−Ht
c

(18)

де
κtj := cj(1− ptj).

Твердження 6. Умова

κti < Ht
c (19)

є необхiдною i достатньою для зростання pti, тобто

κti < Ht
c ⇐⇒ pti < pt+1

i .

Доведення випливає прямо з (18), оскiльки m− 1−Ht
c > 0 завжди.

Твердження 7. Нерiвнiсть κti < κtj , i 6= j, еквiвалентна зростанню вiдношення ρtij :=

:= pti/p
t
j , i, j ∈ 1,m:

κti < κtj ⇐⇒ ρtij < ρt+1
ij . (20)

Доведення випливає з рiвностi

ρt+1
ij = ρtij

m− 1− κti
m− 1− κtj

,

яку одержуємо безпосередньо з (18).
Твердження 8. Якщо для пари iндексiв i 6= l виконуються умови: ci = cl = c, pti < ptl , то

κti > κtl =⇒ κt+1
i > κt+1

l , t = 0, 1, . . . . (21)

Доведення. При ci = cl нерiвностi pti < ptl та κti > κtl , t = 0, 1, . . . , очевидно еквiва-
лентнi, оскiльки c

(
κti − κtl

)
= c

((
1− pti

)
−
(
1− ptl

))
= c

(
ptl − pti

)
> 0. Тому для доведення

треба показати, що з pti < ptl випливає pt+1
i < pt+1

l . Нехай t = 0. Для довiльного t мiркуван-
ня тi ж самi. Розглянемо рiзницю p1

l − p1
i . Згiдно з (15), очевидно, маємо

p1
l − p1

i =

(
(pl − pi)(m− 1− c) + c

(
p2
l − p2

i

))
m− 1−Ht

c

> 0.

Тому з κi > κl витiкає κ1
i > κ1

l .
Звичайно, якщо ci 6= cl, то з pti < ptl не одержуємо pt+1

i < pt+1
l , тобто (21) взагалi не

справджується.
Наступне твердження є наслiдком твердження 6.
Твердження 9. Якщо нерiвнiсть

κti < Ht
c (22)

виконується для всiх t починаючи з деякого, то

p∞i = lim
t→∞

pti = a, 0 < a ≤ 1.

Зокрема, якщо умова (22) виконується лише для єдиного i, то a = 1, а всi

p∞j = lim
t→∞

ptj = 0 ∀j 6= i.
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Позначимо
pmin := min

i
{pi}, pmax := max

i
{pi}.

Далi, не втрачаючи загальностi, припускаємо, що в початковий момент часу всi коор-
динати вектора p не нульовi, рiзнi i впорядкованi по зростанню. Тодi pmin = p1, pmax = pm
i можна записати

0 < p1 < p2 < . . . < pm < 1.

Наступнi теореми визначають достатнi умови для iснування єдиного переможця в тер-
мiнах параметрiв сили конфлiктної взаємодiї.

Теорема 2. Якщо c1 = p1/pm, а ci = 1 для всiх i 6= 1, то

p∞1 = 1, p∞i = 0, i 6= 1.

Доведення. Оскiльки в початковий момент

κm − κ1 = 1− pm − c1(1− p1) = 1− pm −
p1

pm
(1− p1) =

=
pm − p1 −

(
(pm)2 − (p1)2

)
pm

= (pm − p1)(1− pm + pi) > 0,

то
c1(1− pmin) = κ1 < κm = 1− pmax.

Ми стверджуємо, що аналогiчна нерiвнiсть виконується для всiх t :

κt1 < κtm ∀t > 0.

Зокрема, для t = 1 ця нерiвнiсть установлюється з використанням твердження 7. Так,
завдяки (20) маємо

κ1 < κm ⇐⇒ c1 =
p1

pm
<

p1
1

p1
m

.

Тому, якщо p1
1 < p1

m, то κ1
1 < κ1

m, оскiльки знову

κ1
mκ

1
1 = 1− p1

m − c1(1− p1
1) > 1− p1

m −
p1

1

p1
m

(1− p1
1) =

(
p1
m − p1

1

)(
1− p1

m + p1
i

)
> 0.

У випадку p1
1 = p1

m очевидно, що

κ1
m − κ1

1 = 1− p1
m − c1(1− p1

m) = (1− p1
m)(1− c1) > 0,

тому що c1 < 1. Нарештi, якщо p1
m < p1

1 (зараз твердження 1 не дiє), то також виконується
спiввiдношення

κ1
m − κ1

1 = 1− p1
m − c1(1− p1

1) > 1− p1
m − c1(1− p1

m) = (1− p1
m)(1− c1) > 0.

Отже, нерiвнiсть κ1
1 < κ1

m доведено. Тепер з (20) випливає,що R1
1m = p1

1/p
1
m < p2

1/p
2
m = R2

1m

i можна повторити проведенi вище мiркування для t = 2. За iндукцiєю нерiвнiсть κt1 =
= c1(1− p1)t < (1− pm)t = κtm виконується для всiх t > 1. Тому справедливiсть теореми є
наслiдком нерiвностей

κt1 < κtm < κti, 1 < i < m, t ≥ 0,

де нерiвностi κtm < κti виконуються завдяки твердженню 8.
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Якщо c1 = pmin/pmax, то говоримо, що iндивiд a1 обирає стратегiю мiнiмальної кон-
флiктної активностi вiдносно елемента з максимальною стартовою енергiєю am.

Не важко помiтити, що логiка доведення теореми 2 справедлива не лише для мiнiмаль-
ного pmin = p1, а й для довiльного i < m.

Отже, якщо стратегiю мiнiмальної конфлiктної активностi обирає довiльний елемент
ai, i < m, соцiуму, то саме вiн захоплює всю енергiю при t→∞.

Теорема 3. Якщо в (15) лише для одного фiксованого 1 ≤ i < m покласти ci = pi/pmax, а
всi iншi cj = 1, j 6= i, то

p∞i = 1, p∞j = 0, j 6= i.

Доведення випливає з нерiвностей

κti < κtm < κtj , i 6= j < m, t ≥ 0,

якi встановлюються так само, як i в попереднiй теоремi при i = 1.

Розглянемо ситуацiю, коли всi елементи ai, i 6= m, соцiуму обирають стратегiю мiнi-
мальної конфлiктної активностi вiдносно максимального елемента. А саме, покладемо

ci =
pi
pmax

∀i. (23)

Теорема 4. За умови (23) виконується спiввiдношення

p∞1 ≡ p∞min = 1, p∞i = 0, i 6= 1.

Доведення теореми випливає знову з нерiвностей

κt1 < κti < κtm, 1 < i < m, t ≥ 0.

Для t = 0 очевидно, що κi = ci(1− pi) > κ1 = c1(1− p1), оскiльки pi(1− pi) > p1(1− p1),
оскiльки p1 < pi. Аналогiчно з доведенням нерiвностi κm > κ1 в теоремi 2, переконуємося,
що κm = (1− pm) > κi = ci(1− pi), i < m.

У свою чергу, для t > 0 нерiвностi κti < κtm, 1 < i < m, встановлюється так само, як
i нерiвнiсть κt1 < κtm у попереднiй теоремi. Нарештi, справедливiсть нерiвностей κt1 < κti
доведено в наступному твердженнi.

Твердження 10. За умови (23) виконується нерiвнiсть

κt1 < κti, 1 < i < m, t > 1.

Доведення. Розглянемо рiзницю κti − κt1, t = 1. За означенням

κ1
i − κ1

1 = ci
(
1− p1

i

)
− c1

(
1− p1

1

)
= ci

∑
l 6=1,i

p1
l + p1

1

− c1

∑
l 6=1,i

p1
l + p1

i

 =

= (ci − c1)
∑
l 6=1,i

p1
l +

pip
1
1 − p1p

1
i

pm
.
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Рис. 2. Ефекти впливу параметра конфлiктної активностi на динамiку перерозподiлу соцiальної енергiї. При
ci = pi/pmax, i = 1,m, iндивiду з мiнiмальною стартовою соцiальною енергiєю вiдповiдає стратегiя з
найменшим параметром конфлiктної активностi, c1 < ci ∀i 6= 1. Прiоритет цiєї стратегiї (напiвжирна
лiнiя) проявляється не одразу, в окремих випадках — пiсля сотень актiв конфлiктної взаємодiї.

Очевидно, перший доданок додатний, тому що ci = pi/pm > c1 = p1/pm. Покажемо, що
другий доданок також додатний. Дiйсно, з формули (18) маємо

pip
1
1 − p1p

1
i

pm
=
pip1

(
ci(1− pi)− c1(1− p1)

)
pm(m− 1−Hc)

=
pip1(κi − κ1)

pm(m− 1−Hc)
> 0,

оскiльки вище доведено, що κi > κ1. Зрозумiло, що аналогiчнi мiркування можна повто-
рити для кожного t > 1.

Результат теореми 4 iлюструє рис. 2 та, у випадку m = 3 , рис. 5.
4.1. Уникнення конфлiкту. Розглянемо випадок, коли деякий iндивiд aq уникає пов-

нiстю будь-якої конфлiктної взаємодiї з оточенням, яке складається з множини A⊥q := A.
Це означає, що еволюцiя в часi соцiальної енергiї цього iндивiда задається згiдно з (14)
формулою

pt+1
q =

ptq
zt
, cq = 0,

а еволюцiя соцiальної енергiї iнших iндивiдiв ak, k 6= q, визначається формулою (15) з
0 < ck ≤ 1, k 6= q. Такий випадок можна iнтерпретувати, зокрема, як повне уникнення
iндивiдом aq оподаткування своїх прибуткiв.

Отже, соцiальний статус iндивiда aq змiнюється за формулою

pt+1
q =

ptq
zt

= ptqk
t
q, ktq =

m− 1

m− 1−Ht
c

, t = 1, 2, . . . ,

де Ht
c =

∑
k 6=q

ckp
t
k(1−ptk). Очевидно, що всi ktq > 1. Тому величина 0 < ptq < 1 монотонно

зростає при t→∞ i для неї iснує границя 0 < p∞q .
Теорема 5. Припустимо, що для одного фiксованого 1 ≤ q ≤ m значення параметра

конфлiктної активностi є нульовим: cq = 0, а всi iншi 0 < ck ≤ 1, k 6= q. Тодi

p∞q = lim
t→∞

ptq = 1, p∞k = lim
t→∞

ptk = 0, k 6= q.
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Рис. 3. Уникнення конфлiктної взаємодiї. Для кластера iндивiдiв I0 з нульовим параметром конфлiктної
взаємодiї ci = 0, i ∈ I0, вся соцiальна енергiя на границi при t → ∞ розподiляється мiж ними
пропорцiйно початковим значенням: p∞i = pi/s(I0) (див. (24)).

Доведення. З iснування 0 < p∞q випливає, що H∞c = 0. Згiдно з (17) це можливо лише,
якщо всi p∞k = 0. Тому p∞q = 1.

Розглянемо загальний випадок, коли декiлька iндивiдiв уникають конфлiктної взаємодiї
(рис. 3). З цiєю метою розкладемо множину iндексiв i ∈ {1, 2, . . . ,m} на двi не порожнi
пiдмножини I0 := {i | ci = 0} та I+ := {k | ck > 0}. Тодi згiдно з (15) – (17) маємо

pt+1
i =

pti
zt

= pti
m− 1

m− 1−Ht
c

, i ∈ I0,

pt+1
k =

ptk
zt

= ptk
m− 1− ck(1− ptk)

m− 1−Ht
c

, k ∈ I+.

Теорема 6. Нехай ci = 0, i ∈ I0, ck > 0, k ∈ I+. Тодi виконуються рiвностi

p∞i = lim
t→∞

pti =
p0
i

s(I0)
, i ∈ I0, p∞k = lim

t→∞
ptk = 0, k ∈ I+, (24)

де s(I0) =
∑

i∈I0
pi.

Доведення. Для кожного i ∈ I0 послiдовнiсть pti, t = 1, 2, . . . , очевидно обмежена й
монотонно зростає, оскiльки 0 < Ht

c < 1. Тому iснують границi p∞i = limt→∞ p
t
i. Неважко

бачити, що для k ∈ I+ всi координати ptk збiгаються до нуля. Дiйсно, з iснування p∞i > 0
маємо, що H∞c = 0. Завдяки (17) це можливо лише, якщо всi p∞k = 0. Тепер справедливiсть
(24) випливає з (15), (16) та умови

∑
i∈I0

p∞i = 1.

5. Приклади. У наведених далi прикладах аналiзуємо питання про межi, в яких фiк-
сований iндивiд ai може вибирати значення параметра конфлiктної активностi ci таким
чином, щоб забезпечити собi повну перемогу, тобто pti → 1, t → ∞. При цьому для
спрощення задачi припускається, що всi iншi cl однаковi, наприклад, cl = 1, l 6= i.

5.1. Соцiум з трьох iндивiдiв, m = 3. Говоримо, що iндивiд ai виграє (здобуває пере-
могу), якщо pti → 1, t→∞.
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Рис. 4. Випадок m = 3 : a) зображення вектора p = (p1, p2, p3) як точки 2-мiрного симплекса ∆2; б) кожна
з вершин симплекса ∆2 описує один з трьох атракторiв (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) з вiдповiдним
басейном притягання.
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Рис. 5. При ci = pi/pmax, i = 1, 3, кардинально змiнюються басейни притягання атракторiв. Зокрема, басейн
притягання точки p = (1, 0, 0) складається з векторiв p = (p1, p2, p3) таких, що p1 = min1≤i≤3{pi}
(порiвняно з рис. 4 б).

Зафiксуємо довiльну координату 0 < pi < 1 вектора p ∈ ∆2, а iншi координати
покладемо рiвними pl = (1− pi)/2. Нехай також cl = 1 для обох l 6= i. Легко бачити, що з
pi > 1/3 випливає pl < pi i тому iндивiд ai виграє при всiх 0 < ci ≤ 1. Граничний стан є,
очевидно, стiйким одноточковим атрактором динамiчної системи (див. рис. 4).

Розглянемо iншу ситуацiю. Припустимо,що в початковиймомент iндивiд ai має старто-
ву соцiальну енергiю меншу, нiж у кожного з двох iнших, тобто pi < 1/3. У цьому випадку
вiн здатен перемогти лише при ci < 1. Звичайно, при ci = 0 вiн виграє при будь-якому
малому значеннi pi (див. теорему 5, рис. 6). Зрозумiло, що iснують i не нульовi значення
параметра ci, при яких вiн перемагає (рис. 7). Ми шукаємо межу для ci, яку не можна
перевищувати iндивiду ai, аби не зазнати поразки.

Твердження 11. За умови pi < 1/3 < pl при cl = 1, l 6= i, iндивiд ai виграє, pti → 1,
t→∞, лише якщо його параметр конфлiктної активностi задовольняє нерiвнiсть

ci <
1 + pi

2(1− pi)
=

1− pl
1− pi

, l 6= i. (25)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2019, т. 22, № 1



80 Т. В. КАРАТАЄВА, В. Д. КОШМАНЕНКО

0 0,4 0,8 1,2

0,2

0,6

1

0 0,4 0,8 1,2

0,2

0,6

1

t

p
(t
)

а) б)

0 0,4 0,8 1,2

0,2

0,6

1

t

p(t)

0 0,4 0,8 1,2

0,2

0,6

1

t

p(t)

в) г)

Рис. 6. У кожному з випадкiв c1 = 0, c2 = c3 = 1, c2 = 0, c1 = c3 = 1, c3 = 1, c1 = c2 = 0 басейни
притягання до вiдповiдних атракторiв (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) складаються з усiх точок симплекса
∆2 за виключенням протилежного ребра (див. а), б), в)). При c1 = c3 = 0, c2 = 1 траєкторiї є
вiдрiзками з граничними точками, розташованими на ребрi p2 = 0 симплекса ∆2 (див. д)). Аналогiчно
для c1 = c2 = 0, c3 = 1 та c2 = c3 = 0, c1 = 1.

Доведення. Оскiльки pl = (1− pi)/2 i cl = 1, l 6= i, то при 0 < ci < 1 критичний порiг

Hc = cipi(1− pi) +
(
1− p2

i

)
/2.

Згiдно з твердженням 6 (див також (18), (19)) для виконання нерiвностi p1
i > pi необхiдно

i достатньо, щоб справджувалася нерiвнiсть Hc > ci(1− pi) = ciκi. Це означає, що

ci(1− pi) < cipi(1− pi) + (1− p2
i )/2.

Еквiвалентно
ci(1− pi)2 < (1− p2

i )/2, ci < (1 + pi)/2(1− pi).

Звiдси одержуємо (25). З нерiвностi p1
i > pi випливає справедливiсть нерiвностi p1

l < pl,
l 6= i, а також κ1

i < κi та κ1
l > κl. Тому κi1 < H1

c < κ1
l . Зрозумiло, що за iндукцiєю

нерiвностi κti < Ht
c < κtl , l 6= i, будуть виконуватися при всiх t.

Отже, pti зростає на кожному кроцi та прямує до 1, а обидвi координати ptl , l 6= i,
спадають до нуля при t→∞.

Варто вiдзначити, що вже на другому кроцi конфлiктної взаємодiї для зростання p1
i

(а отже, спадання координат p1
l ) параметр активностi ci можна збiльшити до(

1− p1
l

)
/
(
1− p1

i

)
= c1

i > ci.
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Рис. 7. Iлюстрацiя твердження 11: а) типовi графiки кожної з трьох координат; б) множина траєкторiй на
симплексi ∆2 для рiзних початкових точок.

Таке ж уточнення стосується кожного наступного кроку.
Неважко бачити, що в (25) завжди 1/2 < ci. Це означає, що iндивiд ai з будь-якою

малою стартовою енергiєю pi > 0 одержує перемогу, якщо покласти ci = 1/2.

При ci = (1 + pi)/2(1 − pi) початковий вектор є нерухомим, тому що тодi κi = κ2 =
κ3 = Hc.

Вiдзначимо також, що за умови pi < pl = pk, l, k 6= i, три нерiвностi

κi = ci(1− pi) < Hc, ci <
1 + pi

2(1− pi)
, Hc < 1− pl, l 6= i

є еквiвалентними, що перевiряється безпосередньо.
5.2. Усi рiвнi, лузер перемагає. Розглянемо ситуацiю, подiбну до попередньої, з кiль-

кiстю iндивiдiв m ≥ 3. Нехай фiксована координата pi < pl, l 6= i, має довiльно мале
значення, а всi pl однаковi, pl = (1 − pi)/(m − 1). Якщо cl = 1 i всi ci = 1, то pti → 0,
ptl → 1/(m− 1), t→∞ (див. твердження 5).

Отже, iндивiд ai є лузером, вiн починає з найменшого соцiального статусу, який з часом
стає нульовим. Яке значення параметра конфлiктної активностi ci < 1 вiн має обрати, щоб
забезпечити собi виживання i перемогу, pti → 1, t→∞?

Якщо ci < 1, то

Hc = cipi(1− pi) + (m− 1)pl(1− pl) = cipi(1− pi) +
1− pi
m− 1

(m− 2 + pi).

З твердження 6 випливає, що для позитивної вiдповiдi на поставлене питання є достатнiм
виконання нерiвностей

κi = ci(1− pi) < Hc < κl = (1− pl) =

(
1− 1− pi

m− 1

)
=
m− 2 + pi
m− 1

, l 6= i, (26)

якi, очевидно, будуть виконуватися також при всiх t > 0. З (26) маємо

ci(1− pi) < cipi(1− pi) +
1− pi
m− 1

(m− 2 + pi)
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або
ci(1− pi)2 <

1− pi
m− 1

(m− 2 + pi).

Отже, для здобуття повної перемоги найслабкiшому в початковий момент iндивiду
достатньо обрати параметр конфлiктної активностi за умовою (25):

ci <
1− 1− pi

m− 1
1− pi

=
1− pl
1− pi

, l 6= i.

Отже, справедливе таке твердження.
Твердження 12. Умова (25) є достатньоюдля перемоги iндивiда з найменшою стартовою

енергiєю.
Вiдзначимо, що друга нерiвнiсть з (26) буде виконуватися автоматично, оскiльки, як

легко перевiрити, з ci(1 − pi) < Hc випливає Hc < κl. Зауважимо також, що значення
ci = (1− pl)/(1− pi) = 1− pi/m− 1(m− 2 + pi) є екстремальним, при цьому стан системи
з координатами pi, pl = (1− pi)/(m− 1), l 6= i є нерухомим.

Результат твердження 12 легко узагальнити на випадок cl ≤ 1.
Нехай pi = p < pl, усi pl, l 6= i, рiвнi, pl = (1− pi)/(m− 1), a cl меншi або рiвнi 1, але

однаковi. Яке ci забезпечує такий результат: pti → 1, t→∞?
При цьому

Hc = cipi(1− pi) + cl
1− pl
m− 1

(m− 2 + pi).

Потрiбно задовольнити умови

κi = ci(1− pi) < Hc < κl = cl(1− pl), l 6= 1,

або, що еквiвалентно,

ci(1− pi) < cipi(1− pi) + cl(1− pi)
m− 2 + pi
m− 1

.

Звiдси пiсля нескладних обчислень одержуємо оцiнку на значення параметра конфлiктної
активностi

ci < cl
1− pl
1− pi

, l 6= 1, (27)

яка забезпечує граничний результат повної перемоги pti → 1, t→∞, для iндивiда ai.
Варто зауважити, що оскiльки на кожному кроцi всi ptl спадають, а pti зростає, то

умова (27) для ci на деякому кроцi при t→∞ стає непотрiбною.
5.3. Гра трьох рiзних iндивiдiв. Позначимо через pi одну з координат вектора p =

= (p1, p2, p3), яка, взагалi, не є максимальною. Припустимо, що p2 6= p3, але, як i ранiше,
ck = 1, k 6= i. В яких межах можна вибирати 0 < ci < 1, щоб забезпечити pti → 1
(ptk → 0, l 6= i), t→∞?

Наступне твердження дає оцiнку зверху для ci.
Твердження 13. Якщо ck = 1, k 6= i, а

ci <
1 + pi

2(1− pi)
− α

2pi
(1 + αpi − α), 0 ≤ α < 1, (28)

то pti → 1, ptk → 0, k 6= i, t→∞.
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Доведення. Оскiльки pi довiльне, то завдяки p1 + p2 + p3 = 1 можемо покласти pm =
= 1 − pi/2 + ε, pl = 1 − pi/2 − ε, l 6= i,m з деяким 0 ≤ ε < 1 − pi/2. Зауважимо, що (28)
можна переписати у виглядi

ci <
1− pm

2(1− pi)
− α

2pi
(1− α)(1− pi), 0 ≤ α < 1.

Зараз

Hc = cipi(1− pi) +
1− p2

i

2
− 2ε2,

κi = ci(1− pi), κm = 1− pm =
1 + pi

2
− ε, κl = 1− pl =

1 + pi
2

+ ε.

Очевидно, κm < κl. Покажемо, що умова (28) еквiвалентна нерiвностям

κi < Hc < κm,

якi забезпечують зростання pi та спадання pm, pl на першому кроцi. Вiдзначимо, що з
нерiвностi Hc < κm автоматично випливає перша нерiвнiсть κi < Hc, тому що iнакше всi
координати спадали б на першому кроцi, що суперечить стохастичностi вектора pt.

Отже, треба пересвiдчитися, що (28) еквiвалентна Hc < κm. Безпосередньо з Hc < κm
випливає

ci <
1 + pi

2(1− pi)
− ε− 2(ε)2

pi(1− pi)
,

де 0 ≤ ε <
1− pi

2
. Покладемо ε = α(1 − pi)/2, 0 ≤ α < 1. Тодi остання нерiвнiсть

набирає вигляду (28). Тепер зауважимо, що завдяки pi < p1
i величина

1 + p1
i

2
(
1− p1

i

) , зростає а
α

2pi
(1 +αpi−α) спадає, тому ci <

1 + p1
i

2
(
1− p1

i

) − α

2p1
i

(
1 + αp1

i − α
)
i, отже, на другому кроцi

p1
i < p2

i . За iндукцiєю, аналогiчнi нерiвностi виконуються завжди.
6. Висновки та можливi застосування. Формула (1), яку можна переписати (див. (4), (5))

у виглядi
pt+1
i = pti(1− δti),

описує найпростiший закон взаємозалежностi окремого iндивiда з усiм соцiумом. Вве-
дення у формулах (21), (25) параметрiв конфлiктної активностi ci не змiнює сутi цiєї
взаємозалежностi. Цей закон вiдповiдає принципу “один проти всiх, або кожен сам за се-
бе”. Знакозмiний фактор δti визначає величину втрати або здобутку соцiальної енергiї для
ai -го iндивiда на t + 1 кроцi конфлiктної взаємодiї. Ця величина залежить лише вiд двох
обставин: розподiлу соцiальної енергiї всього соцiуму мiж iндивiдами на кроцi t та значень
параметрiв конфлiктної активностi.

Перший важливий результат нашого дослiдження стверджує, що в загальному випадку
стан вiдповiдної динамiчної моделi соцiуму асимптотично при t → ∞ наближається до
одного з граничних рiвноважних станiв (теореми 1, 2, 6). Граничний стан буде стiйким
або нестiйким, залежно вiд того, для одного чи бiльше нiж одного iндивiда остаточна
соцiальна енергiя залишиться строго додатною. Типовим граничним станом є випадок,
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коли всю енергiю захоплює один iндивiд, тобто, pt=∞i0
= 1 лише для деякого i0. Такий

випадок вiдповiдає вiдомому принципу “Переможець забирає все”.
Другий важливий результат статтi полягає в аналiзi ролi стратегiчного параметра ci —

сили конфлiктної активностi iндивiда ai. Показано, що регулювання (керування величи-
ною цього параметра) суттєво змiнює динамiку перерозподiлу соцiальної енергiї. В роботi
знайдено достатнi умови на величину ci, якi забезпечують виживання, прiоритет i навiть
повну перемогу для iндивiда ai з довiльною, навiть мiнiмальною, стартовою соцiальною
енергiєю. Проблема оптимального вибору значення ci для обраного iндивiда ai в залеж-
ностi вiд зафiксованих значень цього параметра для всiх iнших iндивiдiв становить само-
стiйну нетривiальну задачу навiть у випадку соцiуму з трьох iндивiдiв. Цю задачу частково
розглянуто в прикладах, зокрема як проблему трьох гравцiв.

Значно досконалiшi математичнi моделi конфлiктного соцiуму включають явнi зв’яз-
ки мiж окремими iндивiдами, якi встановлюються матрицею S = {sik}, не обов’язково
симетричною. В таких моделях з’являються не лише рiвноважнi стани, а й перiодичнi
(циклiчнi) атрактори, бiфуркацiйнi пороги, квазiхаотичнi траєкторiї. Встановлення точних
математичних тверджень у таких моделях є значно складнiшою задачею, яку ми плануємо
дослiдити в наступнiй публiкацiї.

Зауважимо, що одержанi результати мають аналоги в публiкацiях, присвячених аналiзу
змагальних процесiв у соцiальних системах та дифузiї поглядiв (див., наприклад, [20 – 22]),
їх можна застосувати при побудовi моделi виборiв та встановлення консенсусу [23], а також
у моделях iдеологiчного конфлiкту [24]. Нарештi пiдкреслимо, що методики дослiджень
у моделях фазових осциляторiв [25] на основi вiдомої моделi Курамото [26, 27] у моделях
соцiуму [28], якi застосовуються при вивченнi нейронних та iнформацiйних мереж, дуже
схожi, що дає пiдстави для створення потужної теорiї складних iнтерактивних систем.
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