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We establish conditions for absolute instability of solutions of linear functional equations with self-adjoint
operator coefficients.

Наведено умови абсолютної нестiйкостi розв’язкiв лiнiйних функцiональних рiвнянь зi самоспря-
женими операторними коефiцiєнтами.

1. Основний об’єкт дослiджень. Нехай H — гiльбертiв простiр i ‖ · ‖H — норма в H, яка
визначається рiвнiстю

‖x‖E =
√

(x, x),

де (x, y) — скалярний добуток x на y, x, y ∈ H, L(H,H) — банахова алгебра лiнiйних
неперервних операторiв A : H → H з одиницею I та нормою

‖A‖L(H,H) = sup
‖x‖H=1

‖Ax‖H ,

σ(A) i r(A) — спектр i спектральний радiус оператора A : H → H вiдповiдно, h —
довiльне число з промiжку (1,+∞), C([−h,−1], H) — банахiв простiр неперервних на
[−h,−1] функцiй x = x(θ) зi значеннями в H i нормою

‖x‖C([−h,−1],H) = max
θ∈[−h,−1]

‖x(θ)‖H

i Dh —множина всiх лiнiйних операторiв D : C([−h,−1], H)→ H, норми яких збiгаються
з одиницею i кожний з яких визначається за допомогою iнтеграла Рiмана –Стiльтьєса

Dx =

−1∫
−h

x(θ) dΥ(θ),

де Υ(θ) —неспадна функцiя з обмеженою змiнною та значеннями в R, задана на [−h,−1],
для якої Υ(θ + 0) = Υ(θ) для всiх θ ∈ [−h,−1).

Зауважимо, що коли −h = x0 < x3 < x2 < . . . < xn = −1 — деяке розбиття вiд-
рiзка [−h,−1] i ξ1, ξ2, . . . , ξn — довiльнi точки з вiдповiдних елементiв розбиття, тодi пiд∫ −1
−h

x(θ) dΥ(θ) розумiється границя limmax(xi−xi−1)→0

∑n

i=1
(Υ(xi)−Υ(xi−1))x(ξi). Ця гра-

ниця iснує i не залежить вiд розбиття вiдрiзка [−h,−1] на частини та вибору на них точок
ξ1, ξ2, . . . , ξn.
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Для довiльної неперервної на [−h,+∞) функцiї x(t) зi значеннями в H позначимо
через xt елемент xt(θ) = x(t+ θ) простору C([−h,−1], H).

Зафiксуємо довiльнi самоспряженi оператори Ak ∈ L(H,H), k ≥ 1, для яких
∞∑
k=1

‖Ak‖L(H,H) < +∞. (1)

Розглянемо лiнiйне функцiональне рiвняння

x(t) =

∞∑
k=1

AkDkxt, t ≥ 0, (2)

де Dk ∈ Dh, k ≥ 1.

Нульовий розв’язок рiвняння (2) будемо називати Dh -нестiйким, якщо цей розв’язок
нестiйкий при всiх Dk ∈ Dh, k ≥ 1. Dh -Нестiйкий для кожного h > 1 нульовий розв’язок
рiвняння (2) будемо називати абсолютно нестiйким розв’язком.

Метою даної статтi є встановлення умов Dh -нестiйкостi нульового розв’язку рiвнян-
ня (2) при всiх h > 1.

2. Формулювання основних результатiв. Нагадаємо, що для A ∈ L(H,H)

r(A) = sup
λ∈σ(A)

|λ|.

Справедливi такi твердження.
Теорема 1. Якщо нульовий розв’язок рiвняння (2) Dh -нестiйкий для кожного h > 1, то

r

( ∞∑
k=1

Ak

)
> 1. (3)

Теорема 2. Якщо

λmax

( ∞∑
k=1

Ak

)
> 1, (4)

то нульовий розв’язок рiвняння (2) Dh -нестiйкий для кожного h > 1.

Цi твердження обґрунтовуються в п. 4 i 5.
3. Допомiжнi твердження. Наведемо деякi факти про самоспряженi оператори, що

будуть використовуватися при дослiдженнi рiвняння (2).
Нагадаємо, що оператор A ∈ L(H,H) називається самоспряженим, якщо вiн збiгається

зi спряженим до нього оператором A∗, тобто (Ax, y) = (x,Ay) для всiх x, y ∈ H (теорiя
таких операторiв викладена, наприклад, в [1 – 3]). Самоспряжений оператор A ∈ L(H,H)
характеризується тим, що його ермiтова форма (Ax, x) (x ∈ H ) набуває лише дiйснi зна-
чення. Спектр σ(A) самоспряженого оператора A є непорожньою обмеженою замкненою
множиною на дiйснiй осi. Позначимо через [λmin(A), λmax(A)] найменший сегмент, що
мiстить у собi спектр σ(A). Вiдомо, що

λmin(A) = inf {(Ax, x) : ‖x‖H = 1} ,
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λmax(A) = sup {(Ax, x) : ‖x‖H = 1} ,

r(A) = ‖A‖L(H,H) = max{λmax(A),−λmin(A)}.

Завдяки неперервнiй залежностi скалярного добутку (x, y) вiд x i y величини λmin(A),
λmax(A), r(A) i ‖A‖L(H,H) неперервно залежать вiд A.

Зазначимо, що сума самоспряжених операторiв — самоспряжений оператор, лiнiйна
комбiнацiя їх iз дiйсними коефiцiєнтами також є самоспряженим оператором. Завдяки
неперервностi скалярного добутку границя за нормою послiдовностi самоспряжених опе-
раторiв є самоспряженим оператором. Добуток BA самоспряжених операторiв A i B є
самоспряженим оператором тiльки тодi, коли BA = AB.

Для подальшого викладу важливi такi твердження.
Теорема 3 [2]. Точка λ належить спектру самоспряженого оператора A ∈ L(H,H)

тодi i тiльки тодi, коли iснує послiдовнiсть нормованих векторiв xm, m ≥ 1, для якої
limm→∞ ‖Axm − λxm‖H = 0.

Теорема 4. Якщо для самоспряженого оператора A ∈ L(H,H) справджується нерiвнiсть
r(A) ≤ 1, то supm≥1 ‖Am‖L(H,H) ≤ 1.

Теорема 4 є наслiдком леми Меррея (див. [1, с. 109, 110]).
4. Доведення теореми 1. Нехай нульовий розв’язок рiвняння (2) абсолютно нестiйкий.

Тодi цей розв’язок також нестiйкий, коли

Dkxt =

0∫
−h

xt(θ) dΥk(θ) = x(t− 1), k = 1, n,

де

Υk(θ) =

1, якщо θ = −1,

0, якщо θ ∈ [−h,−1).

У цьому випадку рiвняння (2) набуває вигляду

x(t) =

( ∞∑
k=1

Ak

)
x(t− 1), t ≥ 0. (5)

Кожний неперервний розв’язок x(t, ϕ) цього рiвняння, побудований за початковою непе-
рервною функцiєю ϕ : [−1, 0)→ H, подається у виглядi

x(t, ϕ) =


ϕ(t), якщо t ∈ [−1, 0),(∑∞

k=1
Ak

)[t]+1
ϕ({t} − 1), якщо t ≥ 0,

(6)

де [t] та {t} —цiла i дробова частини числа t вiдповiдно. У цьому випадку згiдно з (5) для
функцiї ϕ має виконуватися спiввiдношення

ϕ(−0) =

( ∞∑
k=1

Ak

)
ϕ(−1),

що гарантує неперервнiсть розв’язку x(t, ϕ) на [0,+∞).
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Зазначимо, що завдяки (1) i самоспряженостi операторiв Ak, k ≥ 1, оператор
∑∞

k=1
Ak

також є самоспряженим.
Припустимо, що спiввiдношення (3) не виконується, тобто

r

( ∞∑
k=1

Ak

)
≤ 1. (7)

Тодi на пiдставi теореми 4 кожний розв’язок (6) рiвняння (5) iз обмеженою функцiєю ϕ(t)
є обмеженим на [0,+∞), що суперечить нестiйкостi нульового розв’язку цього рiвняння.

Отже, припущення про виконання спiввiдношення (7) є хибним.
Теорему 1 доведено.
5. Доведення теореми 2. Нехай виконується спiввiдношення (4).
Зафiксуємо довiльнi оператори Dk ∈ Dh, k ≥ 1, i число h > 0. Нехай цi оператори

визначаються рiвностями Dnx =

∫ −1
−h

x(θ) dΥk(θ), k ≥ 1, де функцiї Υk(θ), k ≥ 1, мають тi
ж самi властивостi, що й функцiї, за допомогою яких визначаються елементи множини Dh.

Розглянемо рiвняння (2) та операторну функцiю

P (z) = I −
∞∑
k=1

−1∫
−h

ezθ dΥk(θ)Ak, z ∈ R. (8)

Завдяки (1) i самоспряженостi операторiв Ak, k ≥ 1, значення функцiї P (z) при z ∈
∈ [0,+∞) є самоспряженими операторами i ця функцiя є неперервною на [0,+∞). Тому
неперервною на [0,+∞) є функцiя λmin(P (z)).

Оскiльки
λmin(P (0)) < 0

на пiдставi (4), (8) та рiвностi λmin(P (0)) = λmax(−P (0)) i

lim
z→+∞

λmin(P (z)) = 1

на пiдставi (8) та рiвностi lim
z→+∞

P (z) = I, то за теоремою Кошi про промiжне значення [4]
iснує точка z0 ∈ (0,+∞) така, що

λmin(P (z0)) = 0.

Ця рiвнiсть означає, що

0 ∈ σ(P (z0)). (9)

Покажемо, що нульовий розв’язок рiвняння (2) нестiйкий.
Завдяки теоремi 3 та (9) iснує послiдовнiсть нормованих векторiв ap, p ≥ 1, для якої

lim
p→∞

∥∥P (z0)ap
∥∥
H

= 0. (10)

Розглянемо векторнi функцiї vp = ez0tap, p ≥ 1, якi є розв’язками вiдповiдно рiвнянь

v(t)−
∞∑
k=1

Ak

−1∫
−h

v(t+ θ) dΥk(θ) = ez0tP (z0)ap, p ≥ 1.
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Далi розглянемо визначенi на [−h, 0) функцiї εp = εp(t), p ≥ 1, такi, що

εp(−0)−
∞∑
k=1

Ak

−1∫
−h

εp(θ) dΥk(θ) = P (z0)ap, p ≥ 1,

i

lim
p→∞

sup
t∈[−h,0)

‖εp(t)‖H = 0. (11)

Завдяки (10) такими функцiями можуть бути, наприклад, функцiї

εp(t) =

0, якщо t ∈ [−h,−1),

(t+ 1)P (z0)ap, якщо t ∈ [−1, 0),
p ≥ 1,

вiдповiдно.
Позначимо через γp(t) розв’язок задачi

γ(t)−
∑∞

k=1
Ak

∫ −1
−h

γ(θ) dΥk(θ) = ez0tP (z0)ap, t ≥ 0,

γ(θ) = εp(θ), θ ∈ [−h, 0).

(12)

Тодi vp(t)− γp(t) — розв’язок рiвняння (2).
Використовуючи (11) i (12), легко перевiрити, що

lim
p→∞

sup
t∈[0,T ]

‖γp(t)‖H = 0 (13)

для кожного T > 0. Оскiльки для розв’язкiв vp(t) − γp(t), p ≥ 1, рiвняння (2), очевидно,
справджуються спiввiдношення

ez0t + ‖γp(t)‖H ≥
∥∥ez0tap − γp(t)∥∥H ≥ ez0t − ‖γp(t)‖H

для всiх p ≥ 1 i t ≥ 0, то на пiдставi (13) i того, що z0 > 0, нульовий розв’язок рiвняння (2)
нестiйкий. Iз довiльностi вибору в рiвняннi (2) операторiв Dk ∈ Dh, k ≥ 1, i числа h > 1
випливає абсолютна нестiйкiсть нульового розв’язку цього рiвняння.

Теорему 2 доведено.
6. Зауваження та лiтературнi вказiвки. 1. Виконання спiввiдношення (3) не є достатнiм

для абсолютної нестiйкостi нульового розв’язку рiвняння (2). Це пiдтверджується прикла-
дом функцiонального рiвняння

x(t) = −
−1∫
−h

x(t+ θ) dΥ1(θ)−
1

4

−1∫
−h

x(t+ θ) dΥ2(θ), t ≥ 0, (14)

де Υ1(θ) i Υ2(θ) — такi функцiї, що вiдповiднi оператори D1 i D2 є елементами множини
Dh у випадку H = R.
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Для коефiцiєнтiв правої частини рiвняння (14) виконується спiввiдношення∣∣∣∣−1− 1

4

∣∣∣∣ =
5

4
> 1,

i тому справджується спiввiдношення (3). Однак, нульовий розв’язок рiвняння (14) не є
абсолютно нестiйким. Справдi, якщо h > 2,

Υ1(θ) =

1, якщо θ = −1,

0, якщо θ ∈ [−h,−1),

i

Υ2(θ) =

1, якщо θ ∈ [−2,−1],

0, якщо θ ∈ [−h,−2),

то рiвняння (14) набуває вигляду

x(t) = −x(t− 1)− 1

4
x(t− 2), t ≥ 0.

Нульовий розв’язок цього рiвняння експоненцiально стiйкий, оскiльки коренi z1 i z2 вiд-
повiдного характеристичного рiвняння

z2 + z +
1

4
= 0

збiгаються з числом −1

2
, абсолютне значення якого менше 1 [5].

2. Поняття Dh -нестiйкого розв’язку функцiонального рiвняння розглянуто вперше, i
теореми 1 i 2 про Dh -нестiйкiсть при всiх h > 1 нульового розв’язку функцiонального
рiвняння (2) є новими. Цi теореми аналогiчнi вiдповiдним твердженням про абсолютну не-
стiйкiсть розв’язкiв лiнiйних рiзницевих рiвнянь зi самоспряженими операторними коефi-
цiєнтами [6] i тiсно пов’язанi iз задачами про абсолютну стiйкiсть та нестiйкiсть розв’язкiв
диференцiально-рiзницевих рiвнянь, що розв’язувалися в [7 – 21] та iнших працях.
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