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We investigate the flow of a viscous incompressible fluid in a cylindrical duct with two serial diaphragms
by using the numerical solution of nonstationary Navier – Stokes equations. It is established that in a
certain range of Reynolds numbers the fluid flow in the region between the diaphragms is characterized
by the presence of an unstable shear layer. A series of sequential vortices is formed in the shear layer that
cause self-sustained oscillations of the velocity profile in the orifice of the second diaphragm. We show
that the system has two stable modes of periodic oscillations with different frequencies. These oscillations
may serve as an acoustic source in the duct.

Дослiджено течiю в’язкої нестисливої рiдини в цилiндричному каналi з двома послiдовно розта-
шованими дiафрагмами на основi чисельного розв’язання нестацiонарних рiвнянь Нав’є –Стокса.
Встановлено, що в певному дiапазонi чисел Рейнольдса течiя рiдини в областi мiж дiафрагмами ха-
рактеризується наявнiстю нестiйкого зсувного шару. У зсувномушарi утворюється послiдовний ряд
вихорiв, що викликають автоколивання профiлю швидкостi в отворi другої дiафрагми. Показано,
що в данiй системi є два стiйкi режими перiодичних коливань з рiзними частотами. Цi коливання
можуть бути джерелом звуку в каналi.

1. Вступ. Течiя рiдини чи газу в нерегулярних каналах широко зустрiчається як в природi,
так i в технiчних приладах: судини кровоносної системи людини, бронхiальнi дерева, труби
для транспортування технiчних середовищ, вентиляцiйнi системи, твердопаливнi ракетнi
двигуни тощо. Водночас нерiдко виникають випадки, коли потiк, зустрiчаючи на своєму
шляху перешкоди, починає генерувати акустичнi коливання [1].

Подiбнi явища вивчаються вже давно. Ще у 1854 р. Зондхаус спостерiгав виникнення
тонального звуку при натiканнi струменя на круговий отвiр в пластинi (hole tone) [2]. Також
Релей, покладаючись на свої спостереження, запропонував механiзм зворотного зв’язку,
згiдно з яким струмiнь не може вiльно пройти крiзь отвiр, i внаслiдок цього утворюються
збурення, якi далi передаються вгору за потоком i дають початок новим збуренням [3].
Пiзнiше, у другiй половинiХХст., вiдновлюються експериментальнi дослiдження подiбних
систем, зокрема й потокiв у каналах зi звуженнями або порожнинами (див., наприклад,
[4 – 7]).Унашчас данiй проблемi такожпридiляється значна увага. Зокрема, сучаснiметоди
експериментального дослiдження дозволяють бiльш детально вивчити особливостi таких
потокiв [8 – 11].
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З розвитком комп’ютерної технiки наприкiнцi XX ст. набувають поширення чисельнi
моделювання подiбних систем. Для цього переважно використовуються гiбриднi методи,
згiдно з якими розв’язання задачi проводиться в два етапи. На першому етапi обчислюється
гiдродинамiка течiї у ближньому полi з метою визначення флуктуацiй швидкостi i тиску
в потоцi, що формують джерело акустичних коливань. Для цих розрахункiв середовище
можна вважати нестисливим. На другому етапi акустичнi характеристики дальнього поля
розраховуються окремо на основi отриманих з гiдродинамiки даних про джерело звуку.
Такий пiдхiд застосовується у зв’язку з тим, що величини полiв та масштаби довжин
гiдродинамiчної та акустичної задач значно вiдрiзняються [12]. Як наслiдок, i вiдповiднi
методи вiдрiзняються за точнiстю та вимогами до комп’ютерних ресурсiв.

Для розв’язання гiдродинамiчної задачi спочатку набувають поширення вихровi мето-
ди [13 – 16]. Сьогоднi активно застосовується технiка прямого чисельного моделювання
(DNS). Зокрема, для розв’язання нестацiонарних рiвнянь руху використовується метод
скiнченних об’ємiв [17 – 19]. Також завдяки стрiмкому розвитку комп’ютерної технiки
можливо розв’язувати повну гiдроакустичну задачу за допомогою прямого чисельного
моделювання. Наприклад, у роботах [20, 21] розв’язуються нестацiонарнi рiвняння Нав’є –
Стокса для тривимiрної моделi в’язкої стисливої рiдини. Проте такi обчислення вимагають
значних комп’ютерних ресурсiв, тому на даний момент при дослiдженнi подiбних задач
бiльш популярними є гiбриднi методи.

Метою даної роботи є дослiдження особливостей потоку рiдини в цилiндричному кана-
лi з двома послiдовно розташованими дiафрагмами або рiзкими звуженнями поперечного
перетину, а саме: моделювання даного процесу та чисельний розрахунок; дослiдження
розвинення потоку в часi; аналiз структури потоку в областi мiж дiафрагмами в залеж-
ностi вiд швидкостi течiї; визначення характеристик автоколивальних рухiв середовища,
що можуть призводити до появи тональних звукiв. Розв’язання задачi базується на основ-
них положеннях, викладених у роботi [22]. Запропонована методика була застосована до
розв’язання рiзних задач гiдродинамiчної акустики i показала хорошу збiжнiсть iз експе-
риментальними даними та чисельними результатами iнших авторiв [23 – 27].

2. Постановка задачi. Розглядається течiя рiдини у напiвнескiнченному цилiндрично-
му каналi з двома послiдовно розташованими дiафрагмами. В поздовжньому перетинi
каналу, зображеному на рис. 1, контури дiафрагм в околi отворiв мають форму пiвкола.
Вважається, що поверхнi каналу та дiафрагм нерухомi й абсолютножорсткi. Потiк рiдини з
густиною ρ потрапляє в розрахункову область з рiвномiрноюшвидкiстю V1 через лiву межу
x = 0, 0 ≤ R < D1/2 та покидає її через праву x = L, 0 ≤ R < D1/2. Течiя розглядається
пришвидкостях значно менших зашвидкiсть звуку в середовищi. Також припускається, що
рух рiдини в порожнинi мiж звуженнями є близьким до осесиметричного, на що вказують
експериментальнi дослiдження.

Значення геометричних параметрiв дiафрагм та порожнини мiж ними для проведен-
ня обчислень обираються такими, як в експериментальнiй роботi [5]: D2 = 6,35 мм,
D1/D2 = D3/D2 = 8,16, L2/D2 = 1, L3/D2 = 6. Розмiр областi вгору за потоком вiд першої
дiафрагми L1/D2 = 12, загальна довжина розрахункової областi L/D2 = 92. Кiнематична
в’язкiсть середовища ν = 1,5 · 10−5 м2/c вiдповiдає в’язкостi повiтря при температурi
20◦C.

Вiдомо, що розмiри джерел звуку, що породжується потоком, тобто розмiри дiафрагм та
порожнини мiж ними, малi в порiвняннi з довжиною звукової хвилi [5]. Тому приймаються
такi гiпотези: потужнiсть збуджених потоком акустичних коливань є значно меншою за
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Рис. 1. Геометрiя задачi.

потужнiсть самого потоку, i породжений звук не впливає на його характер. У зв’язку з цим
задача розв’язується в межах моделi в’язкої нестисливої рiдини.

Основним параметром задачi є число Рейнольдса, яке можна визначити як

Re =
V2D2

ν
,

де V2 —швидкiсть потоку в отворах дiафрагм, усереднена за поперечним перетином. Тодi
масштабом довжини є дiаметр отвору дiафрагми D2, швидкостi — швидкiсть V2, часу —
величина D2/V2, а масштабом тиску — подвоєний швидкiсний напiр ρV 2

2 .
Умежах прийнятої моделi процес описується системою нестацiонарних рiвнянь Нав’є –

Стокса, що в безрозмiрних величинах у тензорнiй формi мають вигляд

∂U

∂t
+∇ ·UU =

1

Re
∇ · ∇U−∇p, (1)

∇ ·U = 0, (2)

де p — скалярне поле тиску, U — векторне поле швидкостi, а UU — тензор другого
рангу, визначений як зовнiшнiй добуток векторiв.

Крайовi умови для швидкостi: рiвномiрний потiк на входi в розрахункову область,
умова прилипання на твердих поверхнях та рiвнiсть нулю нормального градiєнта на виходi
з розрахункової областi:

U|x=0 = (V1, 0, 0), U|Σ = 0,
∂U

∂x
|x=L = 0.

Дослiдження проводилися в дiапазонi швидкостей V1 ∈ [0,09; 0,155] м/с з кроком
5 · 10−3 м/с, що вiдповiдає числам Рейнольдса Re ∈ [2537; 4369].

Для тиску задається рiвнiсть нулю нормального градiєнта на всiй межi областi окрiм
виходу з неї, де обирається постiйний тиск, рiвний нулю:

∂p

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂p

∂n

∣∣∣∣
Σ

= 0, p|x=L = 0.

Упочатковиймомент при першому обчисленнi середовище знаходиться у станi спокою:

U(t = 0) = 0, p(t = 0) = 0.
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Рис. 2. Схема дискретизацiї розрахункової областi в околi отвору першої дiафрагми.

При наступних обчисленнях за початковi умови обираються поля тиску та швидко-
стей, отриманi при попередньому обчисленнi, що вiдповiдають сформованому руху пiсля
закiнчення перехiдних процесiв:

U(t = 0) = Upre, p(t = 0) = ppre.

3. Розв’язання задачi. Розв’язання поставленої задачi проводиться чисельно за мето-
дом скiнченних об’ємiв. Чисельна схема будується для загального випадку тривимiрної
течiї, тому внаслiдок припущення щодо осьової симетрiї потоку за розрахункову область
приймається цилiндричний сектор (клин) з кутом розкриття 4◦ та одним елементом в ази-
мутальному напрямку. При цьому кутова компоненташвидкостi Uφ = 0. Для дискретизацiї
областi використовується неортогональна блочно-структурована сiтка зi згущенням вузлiв
в отворах дiафрагм та при наближеннi до їх поверхонь. На рис. 2 схематично зображено
її частину в околi першого звуження. Кiлькiсть контрольних об’ємiв вздовж поперечного
перетину отвору дiафрагми — 69 з найменшим кроком бiля поверхнi 4 · 10−5 м, загальна
кiлькiсть об’ємiв— 170546.

Будується скiнченно-об’ємна схема другого порядку, яка базується на обчисленнi пото-
ку середовища крiзь гранi скiнченного об’єму. Нехай m i n—два типовi сусiднi контрольнi
об’єми зi спiльною гранню f, точки M i N — центроїди цих об’ємiв з координатами rM
та rN вiдповiдно, тобто ∫

Vm

(r− rM )dV =

∫
Vn

(r− rN )dV = 0. (3)

Основна iдея методу полягає в тому, що рiвняння руху та нерозривностi (1), (2) iнтегру-
ються по контрольному об’єму m :

∂

∂t

∫
Vm

UdV +

∫
Vm

∇ ·UUdV =
1

Re

∫
Vm

∇ · ∇UdV −
∫
Vm

∇pdV,

∫
Vm

∇ ·UdV = 0,

а для обчислення одержаних iнтегралiв використовується узагальнена форма теореми Га-
уса –Остроградського: ∫

Vm

∇ ·UdV =

∮
Sm

U · dS, (4)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2019, т. 22, № 1



40 I. В. ВОВК, В. Т. МАЦИПУРА, Я. П. ТРОЦЕНКО∫
Vm

∇ ·UUdV =

∮
Sm

UU · dS,

∫
Vm

∇ · ∇UdV =

∮
Sm

∇U · dS,

∫
Vm

∇pdV =

∮
Sm

pdS, (5)

де Sm — поверхня контрольного об’єму m.
Дискретизацiя рiвнянь (1), (2) базується на дискретному аналогу другого порядку тео-

реми Гауса –Остроградського. Для тогощоб чисельна схема мала другий порядок точностi,
невiдома функцiя повинна мати лiнiйну варiацiю в контрольному об’ємi:

U = UM + (r− rM ) · (∇U)M . (6)

Тут i далi iндекс M позначає значення вiдповiдної функцiї в точцi M, тобто UM = U(rM ).
Тодi згiдно з (3) маємо ∫

Vm

UdV = UMVm.

Обчислюючи iнтеграл по контрольному об’єму вiд дивергенцiї швидкостi (4) та врахо-
вуючи (6), отримуємо дискретну форму другого порядку теореми Гауса –Остроградського

(∇ ·U)MVm =
∑
f

Sf ·Uf , (7)

де Sf — вектор зовнiшньої нормалi до гранi f, модуль якого рiвний площi гранi Sf .
Пiдсумовування в правiй частинi проводиться по всiх гранях контрольного об’єму m.
Значення швидкостi на гранi контрольного об’єму Uf в правiй частинi (7) визначається
зi значень швидкостi в центроїдах сусiднiх комiрок UM та UN за центрально-рiзницевою
схемою другого порядку:

Uf = CUM + (1− C)UN , (8)

де сталий коефiцiєнт визначений як вiдношення вiдстаней C = |fN |/|MN |.
Обчислюючи iнтеграл по контрольному об’єму вiд градiєнту тиску (5), маємо дискретне

спiввiдношення другого порядку

(∇p)MVm =
∑
f

Sfpf .

Значення тиску на гранi контрольного об’єму pf також визначається за центрально-
рiзницевою схемою.

Дискретизацiя конвективних членiв приводить до спiввiдношень

(∇ ·UU)MVM =
∑
f

SfUfUf =
∑
f

FUf , (9)
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де F = Sf · Uf — потiк середовища крiзь грань f. Тут значення швидкостi на гранi
контрольного об’єму Uf визначається шляхом конвективних рiзницевих схем. У данiй
роботi використовується схема класу TVD (Total Variation Diminishing) з обмежувачем
потоку [28]. Основна iдея полягає в тому, що схема дискретизацiї залежить вiд локальної
форми розв’язку. Вона надає достатню точнiсть (бiльше нiж першого порядку) i в той
же час гарантує обмеженiсть розв’язку, пригнiчуючи нефiзичнi осциляцiї, якi генерують
класичнi схеми другого порядку, такi як центрально-рiзницева схема. TVD схема може
бути поданна у виглядi суми

Uf = (Uf )UD + Ψ[(Uf )CD − (Uf )UD],

де (Uf )UD — значення швидкостi на гранi контрольного об’єму, розраховане за протипо-
точною схемою першого порядку

Uf =

UM , F > 0,

UN , F ≤ 0,

яка є безумовно стiйкою та гарантує обмеженiсть розв’язку [29]; (Uf )CD — значення
швидкостi на гранi контрольного об’єму, розраховане за центрально-рiзницевою схемою
другого порядку (8); Ψ — нелiнiйний обмежувач потоку, який є функцiєю вiдношення
градiєнтiв швидкостi на межах мiж даною комiркою та її сусiдами вгору i вниз за потоком:

Ψ(q) = max

(
min

(
2

k
q, 1

)
, 0

)
, q = 2

(UM −UK) (UN −UM )

(UN −UM )2 − 1,

де K, M, N — три центроїди, послiдовно розташованi в напрямку потоку. Такий обме-
жувач вiдповiдає узагальненiй кусково-лiнiйнiй схемi Chakravarthy –Osher для векторного
поля [30]. Коефiцiєнт k задається в дiапазонi 0 < k ≤ 1, де значення k → 0 вiдповiдає
бiльш високiй точностi, а k = 1 — бiльш високiй стiйкостi розрахунку. В данiй роботi
приймається значення k = 1.

Дифузiйний член дискретизується аналогiчним чином:

(∇ · ∇U)MVM =
∑
f

Sf (∇U)f . (10)

З урахуванням лiнiйної варiацiї U праву частину (10) на ортогональних дiлянках сiтки
можна зобразити таким чином:

Sf (∇U)f = Sf
UN −UM

|MN |
.

На неортогональних дiлянках сiтки використовується iтерацiйна процедура корекцiї по-
хибки, викликаної неортогональнiстю [31].

Для дискретизацiї похiдної за часом використовується неявна триточкова несиметрична
схема з рiзницями назад, яка має другий порядок точностi:

∫
Vm

∂U

∂t
dV =

(
∂U

∂t

)
M

Vm =

3

2
Uk
M − 2Uk−1

M +
1

2
Uk−2
M

∆t
Vm,
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де Uk
M = UM (k∆t) —невiдоме значення швидкостi на k -му часовому шарi, а значення на

попереднiх часових шарах Uk−1
M та Uk−2

M вiдомi.
Отже, рiвняння (1), (2) в дискретнiй формi можна записати таким чином:

3

2
Uk
M − 2Uk−1

M +
1

2
Uk−2
M

∆t
Vm +

∑
f

FUk
f −

1

Re

∑
f

Sf · (∇Uk)f = −
∑
f

Sfp
k
f , (11)

∑
f

Sf ·Uk
f = 0. (12)

Розглянемо дискретизацiю крайових умов. У випадку умовиДiрiхле конвективний член
також задається формулою (9). Значення швидкостi Uf i потоку F на гранi f, що лежить
на межi областi, заданi. Дифузiйний член дискретизується за формулою (10), а значення
нормального градiєнта швидкостi на межi обчислюється з вiдомих значень швидкостi в
центроїдi комiрки i на гранi, що лежить на межi областi:

Sf · (∇U)f = Sf
Uf −UM

|Mf |
.

У випадку умови Неймана значення швидкостi на межi Uf , необхiдне для обчислення
правої частини (9), знаходиться зi значень швидкостi в центроїдi контрольного об’єму i
заданого значення нормального градiєнта на гранi:

Uf = UM +
|Mf |
Sf

Sf · (∇U)f .

Для обчислення дифузiйного члена нормальний градiєнтшвидкостi на межi областi (∇U)f
у правiй частинi (10) задається безпосередньо крайовою умовою.

Iнтерполюючи в (11), (12) значення шуканих полiв на гранях комiрок через їх значення
в центроїдах сусiднiх комiрок, отримуємо систему нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь, яка
i має бути розв’язана чисельно. Оскiльки нелiнiйнi розв’язники потребують величезних
комп’ютерних ресурсiв, у данiй роботi проводиться лiнеаризацiя конвективного члена.
Процедура лiнеаризацiї полягає в тому, що для розрахунку потоку F використовуються
вiдомi значення швидкостi на попередньому часовому шарi, а потiм отриманi значення
уточнюються шляхом iтерацiй.

Окремо варто придiлити увагу проблемi узгодження полiв швидкостей i тиску. Ця
проблема випливає з необхiдностi використовувати в практичних задачах iтерацiйнi, а
не прямi методи розв’язання систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР). Тодi як дис-
кретне рiвняння збереження iмпульсу (11) використовується для знаходження компонентiв
швидкостi, рiвняння для знаходження тиску вiдсутнє, оскiльки в межах моделi нестисливої
рiдини тиск не входить у рiвняння нерозривностi (12). Як наслiдок при використаннi iтера-
цiйних розв’язникiв СЛАРнеобхiдноштучно ввести тиск у рiвняння нерозривностi. В данiй
роботi використовується процедура PISO, яка є процедурою типу предиктор – коректор з
двома коректорами [32].

Рiвняння для тиску виводиться таким чином. Повнiстю дискретний аналог рiвняння
руху (11) можна розв’язати вiдносно Uk

M :

Uk
M = Ho + Hk −A

(
∇pk

)
M
.
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Тут член Hk мiстить швидкостi в центроїдах сусiднiх комiрок Uk
N , Ho мiстить вiдомi

значення поля швидкостi на попереднiх часових шарах Uk−1
M та Uk−2

M , A — вiдома ска-
лярна величина.

Швидкостi на гранях комiрки отримуються шляхом iнтерполяцiї на грань:

Uk
f = Ho

f + Hk
f −Af

(
∇pk

)
f
.

Помноживши скалярно на вектор нормалi Sf , одержуємо вираз для потоку через грань f :

F = Sf ·Uk
f = Sf

[
Ho
f + Hk

f −Af
(
∇pk

)
f

]
. (13)

Остаточно дискретний аналог системи нестисливих рiвнянь Нав’є –Стокса (11), (12)
має вигляд

Uk
M = Ho + Hk − A

Vm

∑
f

Sfp
k
f , (14)

∑
f

AfSf
(
∇pk

)
f

=
∑
f

Sf

[
Ho
f + Hk

f

]
. (15)

Алгоритм PISO для нестацiонарних течiй складається з наступних крокiв:
1. Предиктор. Для отримання першого наближення поля швидкостi Uk розв’язується

дискретне рiвняння збереження iмпульсу (14). Поле тиску pk на даному етапi невiдо-
ме, тому використовуються вiдомi значення на попередньому часовому шарi pk−1. Також
вираз Hk лiнеаризується. Для цього замiсть F пiдставляються його вiдомi значення на
попередньому часовому шарi. Отже, рiвняння набирає вигляду

U∗
M = Ho + H∗ − A

Vm

∑
f

Sfp
k−1
f , (16)

де верхнiй iндекс ∗ позначає перше наближення.
2. Коректор 1. Використовуючи одержанi значення U∗, обчислюємо H∗

f i розв’язуємо
рiвняння для тиску (15), яке тепер подається у виглядi∑

f

AfSf (∇p∗)f =
∑
f

Sf
[
Ho
f + H∗

f

]
. (17)

Таким чином отримуємо перше наближення поля тиску p∗, яке використовується для
корекцiї поля швидкостi. Варто вiдмiтити, що кожного разу, коли нове наближення для
тиску одержане, потрiбно також перерахувати поле потоку F, який входить у коефiцiєнти
виразу H. Для цього можна використовувати рiвняння (13), де в праву частину замiсть Hk,
pk пiдставленi їх останнi отриманi наближення. Корекцiя поля швидкостi здiйснюється за
явною схемою

U∗∗
M = Ho + H∗ − A

Vm

∑
f

Sfp
∗
f ,

3. Коректор 2. Використання явної процедури корекцiї передбачає, що поле швидкостi
корегується за рахунок урахування нових значень F i p. Але при цьому значенняшвидкостi
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U∗
N в центроїдах сусiднiх комiрок, якi входять у H∗, беруться в першому наближеннi.

Тому потрiбно повернутися до кроку 2 i повторити петлю PISO, тобто провести обчислення
виразу H, розв’язати рiвняння для тиску, обчислити потiк F i провести явну корекцiю поля
швидкостi. У такий спосiб одержимо значення полiв U∗∗∗ та p∗∗ пiсля другого коректора.
Петлю PISO можна повторювати допоки точнiсть не досягне заданого значення.

Розглянемо тепер розв’язання отриманих СЛАР (16), (17). Така система може бути
записана у виглядi

AMx
k
M +

∑
N

ANx
k
N = bM , (18)

де xkM — невiдомi, а пiдсумовування проводиться по всiх контрольних об’ємах n сусiднiх
з m. Тут варто окремо обговорити внесок конвективного члена. Вiдомо, що дiагональне
домiнування в матрицi забезпечує тiльки зустрiчно-потокова схема. Будь-якi iншi схеми
створюють вiд’ємнi коефiцiєнти, що може негативно позначатися на збiжностi iтерацiйно-
го методу. Для того щоб покращити якiсть матрицi для рiзницевої схеми другого порядку,
в данiй роботi використовується метод вiдкладеної корекцiї для конвективного члена [33].
Згiдно з цим методом будь-яка рiзницева схема розглядається як модифiкацiя зустрiчно-
потокової схеми. Та частина конвективного члена, яка вiдповiдає зустрiчно-потоковiй схе-
мi, розглядається неявно, тобто вбудовується в матрицю, а iнша частина переноситься в
праву частину системи. Внаслiдок цього забезпечується дiагональне домiнування в матрицi
системи.

Для розв’язання системи (18) використовується метод спряжених градiєнтiв. За цим
методом система рiвнянь розв’язується за скiнченне число iтерацiй, що не перевищує число
невiдомих. До значного скорочення числа iтерацiй приводить хороше початкове наближен-
ня, а також передобумовлення. До симетричних матриць у данiй роботi застосовується
метод спряжених градiєнтiв з передобумовленням типу неповної факторизацiї Холецького
(ICCG), а до асиметричних матриць — стабiлiзований метод бiспряжених градiєнтiв з
передобумовленням типу неповної LU факторизацiї (BiCGSTAB) [34, 35].

Задача розв’язується за допомогою бiблiотек тулбоксу з вiдкритим кодом OpenFOAM з
використанням обчислювальних потужностей комплексу СКIТ Iнституту кiбернетики iме-
нi В. М. Глушкова НАН України [36]. Для розпаралелювання обчислень використовується
технологiя MPI та метод декомпозицiї областi розв’язання [37].

З метою контролю точностi обчислень поле швидкостi чисельно iнтегрується по по-
перечних перетинах отворiв дiафрагм S1(x = L1 + L2/2, 0 ≤ R < D2/2) та S2(x =
= L1 + 3L2/2 + L3, 0 ≤ R < D2/2). Це дозволяє контролювати точнiсть виконання умови
нестисливостi середовища, яку можна подати у виглядi∣∣∣∣∣∣∣∣

4

∫
Si

Uxds− πD2
1V1

πD2
1V1

∣∣∣∣∣∣∣∣ < δ, i = 1, 2.

Для результатiв, поданих у данiй роботi, вiдносна похибка δ не перевищує 3,5 · 10−3.
4. Аналiз отриманих результатiв. Розглянемо процес формування потоку в областi мiж

дiафрагмами на основi поля завихреностi в поздовжньому перетинi каналу. На рис. 3 зобра-
жено поле завихреностi для чотирьох моментiв розмiрного часу t. У початковий момент
середовище знаходиться в станi спокою, а потiм на лiвiй межi задається рiвномiрний потiк
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а) б)

в) г)

Рис. 3. Поле завихреностi в областi мiж дiафрагмами протягом перехiдного процесу при Re = 3383 у момент
часу а) t = 0,0048 с; б) t = 0,01152 с; в) t = 0,0552 с; г) t = 1,4472 с.

з числом Рейнольдса Re = 3383 (V2 = 7,99 м/с). Дiапазон значень завихреностi на всiх
наступних рисунках обмежено промiжком [−103, 103] с−1 з метою бiльш чiткої передачi
структури поля завихреностi.

Пiсля початку руху на поверхнях обох дiафрагм формуються ламiнарнi примежовi
шари, якi, вiдриваючись вiд поверхонь, утворюють кiльцевi вихори (рис. 3 а). Перший
вихор зноситься течiєю до другої дiафрагми та розширюється, а за ним утворюються новi.
Внаслiдок розширення весь перший вихор набiгає на поверхню дiафрагми i утворює при
взаємодiї з її примежовим шаром циркуляцiйний рух. Другий вихор повнiстю проходить
крiзь перший та отвiр дiафрагми (рис. 3 б). Наступнi вихори розрiзаються дiафрагмою на
двi частини: одна проходить далi в отвiр, а друга втягується в циркуляцiйний рух. У такий
спосiб бiля другого звуженняпочинаєформуватися великийкiльцевий вихор.При взаємодiї
цього вихору з примежовим шаром утворюється ряд вихорiв протилежної завихреностi.
Вони рухаються проти потоку вздовж кiльцевого зсувного шару, що сформувався на межi
струменя та порожнини мiж дiафрагмами, та збурюють його. Так, бiля першої дiафрагми
формується другий великий кiльцевий вихор протилежної завихреностi (рис. 3 в). Надалi
продовжується остаточне формування структури потоку. Обидва великi кiльцевi вихори
розширюються та приймають стiйке положення вглибинi порожнини. Також припиняється
утворення вихорiв протилежної завихреностi при взаємодiї великого вихора з примежовим
шаром другої дiафрагми (рис. 3 г).
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Рис. 4. Лiнiї течiї в областi мiж дiафрагмами при Re = 3383.

Отже, в порожнинi мiж дiафрагмами утворюється циркуляцiйний рух середовища, який
переносить частину кiнетичної енергiї струменя з областi його входу в отвiр другої дiафраг-
ми вгору за потоком. Цей процес добре видно на рис. 4, де зображено лiнiї течiї в половинi
поздовжнього перетину каналу. Його можна iнтерпретувати як гiдродинамiчний канал
зворотного зв’язку, що створює умови для виникнення автоколивань у данiй системi.

Дiйсно, зсувний шар при наближеннi до другої дiафрагми набуває хвилястого характе-
ру, i в ньому послiдовно утворюються вихори, що зносяться потоком у отвiр (рис. 3 г). Цi
вихори спричиняють осесиметричнi коливання полiв тиску та швидкостi в околi звуження.
На рис. 5 зображено змiну величини тиску p протягом перехiдного процесу на поверхнi
другої дiафрагми в точцi Ms(x = L1 + L2 + L3, R = D2) та поздовжньої швидкостi потоку
Ux в отворi у точцi Mo, що належить осi каналу (x = L1 + 3L2/2 + L3, R = 0). Пiсля
початку руху в момент часу t ≈ 2 · 10−3 с в околi звуження встановилася постiйна швид-
кiсть, а при t ≈ 3 · 10−3 с — тиск досягнув свого максимуму та повiльно знижується. При
зiткненнi першого кiльцевого вихора з дiафрагмою при t ≈ 1.1 · 10−2 с вiдбувається рiзке
падiння тиску в областi контакту. При проходженнi другого вихора крiзь отвiр дiафрагми
при t ≈ 1.2 · 10−2 с тиск у точцi Ms i швидкiсть у точцi Mo рiзко зростають. Другий пiк
швидкостi при t ≈ 1.9 · 10−2 с пов’язаний зi злиттям двох послiдовних вихорiв в околi
звуження внаслiдок взаємодiї з вихором протилежної завихреностi, який рухається проти
потоку. Далi амплiтуда коливань поступово зменшується i, як i перiод, стабiлiзується.

Розглянемо особливостi потоку в порожнинi мiждiафрагмамипiсля закiнчення перехiд-
них процесiв для рiзних значень числа Рейнольдса. На рис. 6 а зображено поле завихреностi
в порожнинi при Re = 2537. При такiй швидкостi у процесi формування структури потоку
зсувнийшар стабiлiзується, i течiя стає стацiонарною. При наближеннi до другої дiафрагми
зсувний шар дещо розширюється, завдяки чому вiн розщеплюється дiафрагмою на двi
частини. При цьому збурення в струменi не виникають i його швидкiсть не змiнюється з
часом. Отже, при вiдносно низьких числах Рейнольдса енергiї в каналi зворотного зв’язку
виявляється не достатньо для утворення автоколивань.

При поступовому збiльшеннi швидкостi потоку зсувний шар стає нестацiонарним i по-
чинає коливатися при наближеннi до другої дiафрагми.На рис. 6 б видно,що при Re = 2819
бiля її отвору вже утворюються кiльцевi вихори. Цi вихори набiгають на отвiр дiафрагми
та спричиняють у ньому осесиметричнi коливання поздовжньої швидкостi потоку. Розкла-
демо цю швидкiсть на стацiонарну та осцилюючу частини:

Ux(R, t) = U (s)
x (R) + U (o)

x (R, t),
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а)

б)

Рис. 5. а) тиск на поверхнi другої дiафрагми в точцi Ms; б) поздовжня швидкiсть в отворi дiафрагми в точцi
Mo протягом перехiдного процесу при Re = 3383 (V2 = 7.99 м/с).

де стацiонарна частина визначається як нульовий член розкладу в ряд Фур’є за часом:

U (s)
x (R) =

1

T

T∫
0

Ux(R, t)dt.

Розглянемо профiль осцилюючої частини поздовжньої швидкостi U (o)
x в перетинi отво-

ру другої дiафрагми S2 (Y ∈ [−D2/2, D2/2]) при Re = 2819 (V2 = 6,66 м/с). На рис. 7 а
зображено його змiну протягом одного перiоду коливань T ≈ 1.83 · 10−3 с з кроком T/6.
Цi коливання мають яскраво виражений перiодичний характер та можуть бути джерелом
звуку в каналi. Варто також вiдмiтити, що профiль швидкостi в перетинi отвору першої
дiафрагми S1 (рис. 7 б) не змiнюється з часом.

При збiльшеннi швидкостi потоку структура поля завихреностi змiнюється. На рис. 8 а,
що вiдповiдає випадку Re = 3664, видно, що утворення вихорiв у зсувному шарi вiдбу-
вається вище за потоком i їх кiлькiсть збiльшується. Великий кiльцевий вихор стає менш
регулярним i починає втрачати стiйкiсть. Перiодично з його поверхнi зриваються об’єми
рiдини протилежної завихреностi, що рухаються проти потоку та вливаються у другий
кiльцевий вихор бiля першої дiафрагми. Внаслiдок збiльшення швидкостi струменя i кiль-
костi вихорiв у зсувному шарi перiод автоколивань зменшується i в даному випадку рiвний
T ≈ 1,42 · 10−3 с.

Водночас при числах Рейнольдса, близьких до Re = 3312, у системi виникає другий
стiйкий режим автоколивань iз меншим перiодом. На рис. 8 б зображено поле завихреностi
в областi мiж дiафрагмами при Re = 3664, що вiдповiдає цьому режиму з перiодом T ≈
≈ 1,24 · 10−3 с. У цьому випадку частота утворення кiльцевих вихорiв у зсувному шарi та їх
швидкiсть знесення потоком до другої дiафрагми є вищими, а амплiтуда коливань нижчою.
У зв’язку з цим великий кiльцевий вихор тут є бiльш стабiльним, нiж у випадку першого
режиму автоколивань (рис. 8 а).
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а) б)

Рис. 6. Поле завихреностi в областi мiж дiафрагмами пiсля закiнчення перехiдних процесiв при а) Re = 2537;
б) Re = 2819.

а) б)

Рис. 7. а) змiна профiлю осцилюючої частини поздовжньої швидкостi U
(o)
x в перетинi S2 протягом одного

перiоду коливань T з кроком T/6; б) повний профiль поздовжньої швидкостi в перетинi S1 при
Re = 2819 (V2 = 6,66 м/с).

При подальшому збiльшеннi швидкостi великий кiльцевий вихор втрачає стiйкiсть. На
рис. 9 а – в зображено поле завихреностi при Re = 4087 для трьох моментiв часу t̃ (за
початок вiдлiку обрано момент часу, при якому вихор є сформованим). Пiсля формування
вихора (рис. 9 а) в околi отвору другої дiафрагми починають накопичуватися збурення.
Як наслiдок, потiк енергiї в циркуляцiйному русi стає нерегулярним. Через деякий час цi
збурення стають достатньо великими, щоб зруйнувати кiльцевий вихор (рис. 9 б). Пiсля
цього процес формування потоку починається заново i бiля другої дiафрагми формується
новий вихор (рис. 9 в). Завдяки цьому в даному випадку можлива почергова змiна режиму
автоколивань iз першого на другий i навпаки.

При бiльших числах Рейнольдса потiк у порожнинi мiж дiафрагмами турбулiзується, i
при Re = 4228 перший режим автоколивань вже не спостерiгається. Як видно з рис. 9 г, при
Re = 4369 великий кiльцевий вихор бiля другої дiафрагми не формується. Натомiсть тут
утворюються невеликi вихори як додатної, так i вiд’ємної завихреностi, якi просуваються
вглиб порожнини. У цьому випадку також вiдбувається утворення вихорiв у зсувномушарi,
проте цей процес вже не є перiодичним. Частота утворення вихорiв та швидкiсть їх перемi-
щення змiнюється внаслiдок взаємодiї з циркуляцiйнимрухомбiля другої дiафрагми. Також
вони можуть зливатися один з одним або повнiстю проходити крiзь отвiр.
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а) б)

Рис. 8. Поле завихреностi в областi мiж дiафрагмами пiсля закiнчення перехiдних процесiв при Re = 3664 з
перiодом автоколивань: а) T ≈ 1,42 · 10−3 с; б) T ≈ 1,24 · 10−3 с.

На рис. 10 зображено амплiтудно-частотнi спектри коливань поздовжньої швидкостi
потоку Ux в точцi Mo перетину отвору другої дiафрагми S2 (частоти коливань усiх точок
перетину є однаковими). З рис. 10 а видно, що при Re = 2819 в каналi дiйсно встановилися
перiодичнi коливання з яскраво вираженою основною частотою f1 = 547,7 Гц, амплiтуда
якої значно переважає амплiтуди iнших гармонiк. Другою за амплiтудою є друга гармонiка
з удвiчi бiльшою частотою, що також справедливо для всього iнтервалу чисел Рейнольдса,
на якому збуджуються перiодичнi коливання. При збiльшеннi швидкостi потоку частота
коливань зростає, i у спектрi поступово з’являються новi гармонiки (рис. 10 б). При Re =
= 4228 ще можна видiлити основну частоту коливань f2 = 915 Гц, проте внесок iнших
складових спектра вже є досить суттєвим (рис. 10 в). З рис. 10 г видно, що при Re = 4369
спектр є багаточастотним, що характерно для шуму.

Одержанi результати дають змогу встановити залежнiсть числа Струхаля St = fD2/V2

коливань профiлю поздовжньої швидкостi Ux в перетинi S2 вiд числа Рейнольдса Re.
На вiдповiдному графiку (рис. 11) нижня лiнiя вiдповiдає першому режиму автоколи-
вань з нижчими частотами f1, верхня лiнiя — другому режиму з частотами f2. Отже,
автоколивання в системi виникають тiльки пiсля досягнення певного критичного значення
числа Рейнольдса Re1 ≈ 2678. До цього потiк є стацiонарним i коливання не збуджуються.
При досягненнi другого критичного значення Re2 ≈ 3312 в системi з’являється другий
стiйкий режим автоколивань. Зi збiльшенням швидкостi потоку число Струхаля майже не
змiнюється як у випадку першого, так i другого режимiв, i лежить у межах St1 ∈ [0.52, 0.53]
та St2 ∈ [0.58, 0.59] вiдповiдно. Тобто частота коливань зростає практично прямо пропор-
цiйно швидкостi потоку, що є типовим для систем з гiдродинамiчним зворотним зв’язком
[1]. При значеннi числа Рейнольдса, бiльшому за Re3 ≈ 4087, перший режим автоко-
ливань не спостерiгається, а другий продовжує бути перiодичним до Re4 ≈ 4228. Далi
автоколивання стають багаточастотними i характер звуку наближається до шумового.

Така поведiнка пiдтверджується експериментальними дослiдженнями та чисельни-
ми розрахунками iнших авторiв. У роботi [4] було показано, що коливання, спричиненi
зiткненням вихорiв у зсувному шарi з твердою поверхнею, виникають на певних iнтер-
валах чисел Рейнольдса з приблизно сталими числами Струхаля, а перехiд вiд одного
iнтервалу до iншого пов’язаний з гiстерезисом. У роботi [5] за допомогою камери зi стро-
боскопiчним пiдсвiчуванням було вперше зафiксовано, що на поверхнi струменя дiйсно
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а) б)

в) г)

Рис. 9. Поле завихреностi в областi мiж дiафрагмами при Re = 4087 в момент часу а) t̃ = 0 с; б) t̃ = 0,34 с;
в) t̃ = 1,465 с; при г) Re = 4369.

утворюються кiльцевi вихори, з появою яких i пов’язувалося виникнення звукових сигна-
лiв. Обчисленi поля завихреностi узгоджуються з вiзуалiзацiями потоку, зображеними i в
iнших експериментальних роботах [7, 10, 11, 13], а також з полями завихреностi та тиску,
поданими у iнших прикладних математичних роботах [15, 17, 18, 20, 21].

Iнтервал швидкостей потоку, що вiдповiдає першому режиму автоколивань, спiвпадає
з iнтервалом експериментального спостереження тонального звуку в роботi [5]. Частоти
коливань також є близькими, проте частота звуку в експериментi зi збiльшеннямшвидкостi
зростає повiльнiше, що пов’язано з акустичним зворотним зв’язком ззовнi порожнини.
У роботах [11, 16, 18] показано, що стоячi акустичнi хвилi в каналах вгору чи вниз за
потоком вiд порожнини при резонансних умовах можуть визначати характеристики звуку
в системi. Водночас у роботi [15] показано, що при вiдсутностi резонансних структур
гiдродинамiчний зворотний зв’язок повнiстю визначає фундаментальнi характеристики
даної системи, тодi як акустичний зворотний зв’язок пригнiчує широкосмуговий шум i
пiдсилює основну частоту звуку та її вищi гармонiки.

Окремо варто вiдзначити, що в роботах [20, 21] показано, що в тривимiрнiй моделi
подiбної динамiчної системи при абсолютнiй геометричнiй осьовiй симетрiї наявна асиме-
трiя потоку. Спостерiгалася азимутальна деформацiя кiльцевих вихорiв у зсувному шарi
та нахил їх осей вiдносно осi симетрiї. Проте автори вiдмiчають, що асиметрiя в полi тиску
є досить незначною i тому можна нехтувати ефектами неоднорiдностi в азимутальному
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а) б)

в) г)

Рис. 10. Амплiтудно-частотнi спектри коливань поздовжньої швидкостi Ux в точцi отвору другої дiафрагми
Mo при а) Re = 2819; б) Re = 3946; в) Re = 4228; г) Re = 4369.

Рис. 11. Число Струхаля коливань профiлю поздовжньої швидкостi Ux в перетинi отвору другої дiафрагми S2

як функцiя числа Рейнольдса Re.

напрямку. Водночас варто зауважити, що величина асиметрiї залежить вiд геометричних
параметрiв системи та збiльшується при бiльш високiй швидкостi потоку [10].

5. Висновки. Проведено чисельне моделювання течiї в’язкої нестисливої рiдини у ци-
лiндричномуканалi з двомапослiдовно розташованимидiафрагмами.У зв’язку з прийняти-
ми припущеннями поставлена гiдродинамiчна задача розв’язується в межах моделi в’язкої
нестисливої рiдини. Розв’язання проводиться за методом скiнченних об’ємiв з використан-
ням схем дискретизацiї другого порядку точностi за простором та часом. Для iнтерполяцiї
конвективних членiв використовується TVD форма центрально-рiзницевої схеми з обме-
жувачем потоку. Розрахунок поля швидкостi i тиску проводиться за допомогою процедури
PISO.

Проведено аналiз процесу формування потоку та особливостей руху середовища в обла-
стi мiж звуженнями залежно вiд швидкостi потоку на основi полiв завихреностi, лiнiй течiї
та профiлiв швидкостi в отворах дiафрагм. Показано, що у порожнинi мiж дiафрагмами
встановлюється циркуляцiйний рух середовища, який можна iнтерпретувати як гiдродина-
мiчний канал зворотного зв’язку. В певному дiапазонi чисел Рейнольдса у зсувному шарi
утворюється послiдовний ряд кiльцевих вихорiв, що спричиняють перiодичнi коливання
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профiлю поздовжньої швидкостi в отворi другої дiафрагми. Цi коливання можуть бути
джерелом звуку в каналi.

Важливою особливiстю даної системи є iснування двох стiйких режимiв автоколивань
з рiзними частотами. Цi режими характеризуються практично сталим числом Струхаля зi
змiною числа Рейнольдса. Структура амплiтудно-частотного спектра цих коливань усклад-
нюється при збiльшеннi числа Рейнольдса. Також при наближеннi до певного критичного
значення числа Рейнольдса режим коливань може почергово змiнюватися внаслiдок деста-
бiлiзацiї циркуляцiйного руху. При перевищеннi цього значення автоколивання втрачають
перiодичнiсть, i структура їхнього амплiтудно-частотного спектра набуває характерного
для шуму вигляду.

Отриманi результати добре узгоджуються з результатами iнших авторiв. Обчисленi
величини полiв швидкостi та тиску в ближньому полi дають можливiсть оцiнити частоту
збуджених акустичних коливань та можуть бути використанi для дослiдження дальнього
акустичного поля. Вартим уваги залишається також питання залежностi особливостей
потоку вiд геометричних параметрiв системи. Крiм цього, використана методика дозволяє
в подальшому дослiджувати тривимiрну модель потоку.
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