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We find sufficient conditions for the existence of nontrivial solutions of the homogeneous system of
Lamé equations that satisfy homogeneous two-point in time conditions. A differential-symbol method for
constructing such solutions is used.

Встановлено достатнi умови iснування нетривiальних розв’язкiв однорiдної системи рiвнянь Ламе,
що задовольняють однорiднi двоточковi умови за часом. Використано диференцiально-символьний
метод для побудови таких розв’язкiв.

1. Вступ. Першi результати щодо розв’язностi багатоточкових задач для звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь одержано у працях [1, 2].

Задача з багатоточковими умовами за однiєю видiленою змiнною для рiвнянь iз частин-
ними похiдними є узагальненням багатоточкової задачi для звичайних диференцiальних
рiвнянь. Формулювання таких задач та результати щодо їх розв’язностi для рiвнянь iз
частинними похiдними в обмежених областях за допомогою метричного пiдходу вперше
зроблено у працi [3]. У зазначенiй роботi показано, що розв’язок багатоточкової задачi для
гiперболiчного рiвняння є єдиним у певному класi функцiй лише за певних додаткових
умов за просторовою змiнною. У згаданiй вище працi, а також у подальших працях (див.
[4 – 8] та бiблiографiю в них) питання iснування та єдиностi розв’язкiв задач з багатоточко-
вими та iнтегральними умовами за видiленою змiнною зведено до дослiдження проблеми
малих знаменникiв. Для оцiнки знизу цих знаменникiв використано результати метричної
теорiї чисел.

Видiленню класiв iснування i єдиностi розв’язкiв задач iз дво- та багатоточковими
умовами за часом у необмежених областях для рiвнянь та систем диференцiальних рiвнянь
iз частинними похiдними присвячено роботи [9, 10].

Дослiдження задач iз однорiдними двоточковими за часом умовами для однорiдного
рiвняння iз частинними похiдними другого порядку за часом та загалом нескiнченного
порядку за просторовими змiннними за допомогою диференцiально-символьного методу
проведено в роботах [11 – 14]. Суть диференцiально-символьного методу [15] полягає в
тому, що розв’язки задач iз умовами за видiленою (часовою) змiнною для рiвнянь iз ча-
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стинними похiдними конструюються як результати дiй диференцiальних виразiв загалом
нескiнченного порядку на деякi функцiї параметрiв. Символами згаданих диференцiаль-
них виразiв є правi частини умов та рiвнянь. Пiсля дiї диференцiальних виразiв параметри
покладаються такими, що дорiвнюють нулю.

Вивченню задачi з iнтегральними умовами для системи рiвнянь Ламе на основi метрич-
ного пiдходу присвячено статтю [16].

Дослiдження задачi Кошi для системи рiвнянь другого порядку за часом, зокрема,
системи рiвнянь теорiї пружностi, з використанням диференцiально-символьного методу
здiйснено в [15]. Побудову полiномних та квазiполiномних розв’язкiв рiвнянь динамiчної
теорiї пружностi розглянуто в [17].

2. Формулювання задачi. У просторi змiнних t ∈ R, x = (x1, x2, x3) ∈ R3 розглянемо
двоточкову задачу для системи рiвнянь динамiчної теорiї пружностi [18, 19]:

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
U(t, x) = F (t, x),

U(0, x) = Φ1(x), U(h, x) = Φ2(x),

(2.1)

у якiй

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
≡
(
∂2

∂t2
− c22∆

)
E3 +

(
c22 − c21

)
H

(
∂

∂x

)
,

c1, c2 — константи, що визначаються через додатнi сталi Ламе λ, µ i густину ρ пружного
тiла рiвностями

c1 =
λ+ 2µ

ρ
, c2 =

µ

ρ
, H

(
∂

∂x

)
=

∥∥∥∥ ∂2

∂xi∂xj

∥∥∥∥
i,j=1,2,3

,
∂

∂x
=

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

)
,

∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23
— тривимiрний оператор Лапласа,

U(t, x) = (U1(t, x), U2(t, x), U3(t, x))τ , Φj(x) = (Φj1(x),Φj2(x),Φj3(x))τ , j = 1, 2,

F (t, x) = (F1(t, x), F2(t, x), F3(t, x))τ ,

τ — символ транспонування, h > 0, E3 — одинична матриця третього порядку.
Задача (2.1) описує рух пружного тiла i полягає у знаходженнi складових вектора пе-

ремiщення у довiльний момент часу t та в довiльнiй точцi x за умови, що задано складовi
вектора перемiщення у два моменти часу t = 0 та t = h. Нагадаємо, що задача Кошi
полягає у знаходженнi складових вектора перемiщення, коли складовi та швидкiсть їхньої
змiни задано в момент часу t = 0.

Двоточкова за часом задача (2.1), на вiдмiну вiд задачi Кошi, є некоректною, оскiльки
вiдповiдна однорiдна задача

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
U(t, x) = O, (2.2)

U(0, x) = U(h, x) = O, (2.3)
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де O = (0, 0, 0)τ , має нетривiальнi розв’язки, наприклад,

U(t, x) =

 0
u2(t, x)

0

, u2(t, x) = sin
π(x2 + tc1)

c1h
− sin

π(x2 − tc1)
c1h

. (2.4)

Побудовi нетривiальних розв’язкiв задачi (2.2), (2.3), яка є звуженням перiодичної за-
дачi, за допомогою диференцiально-символьного методу присвячено дану статтю.

3. Основнi результати. Оператор-матрицi Ламе L
(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
замiною ∂

∂t
на параметр

λ та ∂

∂x
на вектор-параметр ν = (ν1, ν2, ν3) поставимо у вiдповiднiсть матрицю L(λ, ν) :

L(λ, ν) =
(
λ2 − c22ν̃ 2

)
E3 +

(
c22 − c21

)
H(ν), λ ∈ C, ν ∈ C3,

де ν̃ 2 = ν21 + ν22 + ν23 . Зауважимо, що H(ν) = ντν i νντ = ν̃ 2.
Визначник цiєї матрицi має вигляд

ϕ(λ, ν) ≡ detL(λ, ν) =
(
λ2 − c22ν̃ 2

)2 (
λ2 − c21ν̃ 2

)
.

Твердження 3.1. Матриця вигляду

L̃(λ, ν) =
(
λ2 − c22ν̃ 2

)[(
λ2 − c21ν̃ 2

)
E3 +

(
c21 − c22

)
H(ν)

]
(3.1)

є приєднаною для матрицi L(λ, ν).
Доведення. Насамперед зауважимо, що виконується спiввiдношення

H2(ν) = ν̃ 2H(ν).

Справдi,
H2(ν) = (ντν) (ντν) = ντ (νντ ) ν = ν̃ 2ντν = ν̃ 2H(ν).

Тодi маємо

L̃(λ, ν)L(λ, ν) =
(
λ2 − c22ν̃ 2

) [(
λ2 − c21ν̃ 2

)
E3 +

(
c21 − c22

)
H(ν)

]
×

×
[(
λ2 − c22ν̃ 2

)
E3 +

(
c22 − c21

)
H(ν)

]
=

=
(
λ2 − c22ν̃ 2

) [ (
λ2 − c21ν̃ 2

) (
λ2 − c22ν̃ 2

)
E3+

+
{(
c21 − c22

) (
λ2 − c22ν̃ 2

)
+
(
λ2 − c21ν̃ 2

) (
c22 − c21

)
+

+ ν̃ 2
(
c21 − c22

) (
c22 − c21

)}
H(ν)

]
= ϕ(λ, ν)E3.

Аналогiчно доводимо, що L(λ, ν)L̃(λ, ν) = ϕ(λ, ν)E3.
Твердження доведено.
Усi елементи приєднаної матрицi L̃(λ, ν) мiстять спiльний множник λ2 − c22ν̃ 2, тобто

L̃(λ, ν) =
(
λ2 − c22ν̃ 2

)
C(λ, ν), де

C(λ, ν) =
(
λ2 − c21ν̃ 2

)
E3 +

(
c21 − c22

)
H(ν).
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Визначником матрицi C(λ, ν) є такий полiном:

detC(λ, ν) ≡ ψ(λ, ν) ≡
(
λ2 − c21ν̃ 2

) (
λ2 − c22ν̃ 2

)
.

Утворимо диференцiальний вираз ψ
(
d

dt
, ν

)
i розглянемо таку задачi Кошi:

ψ

(
d

dt
, ν

)
V = 0, V |t=0 =

dV

dt

∣∣∣∣
t=0

=
d2V

dt2

∣∣∣∣
t=0

= 0,
d3V

dt3

∣∣∣∣
t=0

= 1.

Розв’язком цiєї задачi є функцiя вигляду

V ≡ V (t, ν) =


V2 − V1(
c22 − c21

)
ν̃ 2
, ν̃ 6= 0,

t3

6
, ν̃ = 0,

у якiй V1 ≡ V1(t, ν) =
sinh [c1ν̃t]

c1ν̃
, V2 ≡ V2(t, ν) =

sinh [c2ν̃t]

c2ν̃
.

Зауважимо, що за ν̃ приймаємо корiнь
√
ν21 + ν22 + ν23 з додатною дiйсною частиною

або з невiд’ємною уявною частиною, якщо дiйсна частина дорiвнює нулевi. Функцiї V1 та
V2 для ν̃ = 0 мають вигляд V1(t, ν) = V2(t, ν) = t.

Для оператор-матрицi L
(
d

dt
, ν

)
розглянемо таку матричну задачу Кошi

L

(
d

dt
, ν

)
T (t, ν) = O3, (3.2)

T (0, ν) = O3,
dT

dt

∣∣∣∣
t=0

= E3, (3.3)

де O3 — нульова матриця третього порядку.
Твердження 3.2. Матриця вигляду

T (t, ν) = C

(
d

dt
, ν

)
(V (t, ν)E3) =


V2E3 +

V1 − V2
ν̃ 2

H(ν), ν̃ 6= 0,

tE3 +
(
c21 − c22

) t3
6
H(ν), ν̃ = 0,

(3.4)

є розв’язком задачi (3.2), (3.3).
Доведення. Покажемо, що матриця (3.4) задовольняє рiвняння (3.2), використовуючи

при цьому твердження 3.1:

L

(
d

dt
, ν

)
T (t, ν) = L

(
d

dt
, ν

){
C

(
d

dt
, ν

)
(V (t, ν)E3)

}
=

=

{
L

(
d

dt
, ν

)
C

(
d

dt
, ν

)}
(V (t, ν)E3) =

=

{
E3 ψ

(
d

dt
, ν

)}
(V (t, ν)E3) =

{
ψ

(
d

dt
, ν

)
V (t, ν)

}
E3 = O3.
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Оскiльки V1(0, ν) = V2(0, ν) = 0, то справджується перша початкова умова в (3.3):

T (0, ν) =


(
V2E3 +

V1 − V2
ν̃ 2

H(ν)

)∣∣∣∣
t=0

= O3, ν̃ 6= 0,(
tE3 +

(
c21 − c22

) t3
6
H(ν)

)∣∣∣∣
t=0

= O3, ν̃ = 0.

Крiм того,

dT

dt

∣∣∣∣
t=0

=


(
V ′2E3 +

V ′1 − V ′2
ν̃ 2

H(ν)

)∣∣∣∣
t=0

= E3, ν̃ 6= 0,(
E3 +

(
c21 − c22

) t2
2
H(ν)

)∣∣∣∣
t=0

= E3, ν̃ = 0,

де V ′1 = cosh[c1ν̃t], V
′
2 = cosh[c2ν̃t].

Твердження доведено.
Визначник матрицi T (h, ν) має вигляд:

detT (h, ν) = V1,hV
2
2,h,

де V1,h ≡ V1(h, ν) =
sinh [c1ν̃h]

c1ν̃
, V2,h ≡ V2(h, ν) =

sinh [c2ν̃h]

c2ν̃
.

Введемо до розгляду множину

M ≡
{
ν ∈ C3 : detT (h, ν) = 0

}
,

тобто

M =
{
ν ∈ C3 : c2j ν̃

2h2 + π2m2 = 0, j = 1, 2, m ∈ N
}
. (3.5)

Теорема 3.1. Нехай α = (α1, α2, α3) ∈ M i ненульовий стовпчик A = (A1, A2, A3)
τ

задовольняє матричне рiвняння T (h, α)A = O. Тодi вектор-функцiя

U(t, x) = eαxT (t, α)A, (3.6)

де αx = α1x1 + α2x2 + α3x3, є нетривiальним розв’язком задачi (2.2), (2.3).
Доведення. Подiємо на вектор-функцiю (3.6) матричним диференцiальним виразом

Ламе L
(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
i використаємо твердження 3.2:

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
U(t, x) = L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
{eαxT (t, α)A} = eαxL

(
d

dt
, α

)
{T (t, α)A} =

= eαx
{
L

(
d

dt
, α

)
T (t, α)

}
A = eαx {O3}A = O.

Отже, вектор-функцiя (3.6) задовольняє систему рiвнянь (2.2). Покажемо виконання
умов (2.3):

U(0, x) = eαxT (0, α)A = eαxO3A = O,
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U(h, x) = eαxT (h, α)A = eαxO = O.

Нетривiальнiсть функцiї (3.6) випливає з того, що

∂U

∂t

∣∣∣∣
t=0

= eαx
dT

dt
(0, α)A = eαxE3A = eαxA,

оскiльки A — ненульовий стовпчик.
Теорему доведено.
Зауваження 3.1. Множину M вигляду (3.5) можна подати у виглядi об’єднання двох

множин M = M1 ∪M2 або об’єднання трьох множин M = M1 ∪M2 ∪M3, де

Mj = M∗j\M3, M∗j =
{
ν ∈ C3 : c2j ν̃

2h2 + π2m2 = 0, m ∈ N
}
, j = 1, 2,

причому M3 = M∗1 ∩M∗2. З таких позначень випливає, що M3 6= ∅ у разi рацiонально
залежних c1 i c2, тобто c1/c2 є рацiональним числом, i M3 = ∅, якщо c1 та c2 не є
рацiонально залежними.

Формула (3.6) розв’язку задачi (2.2), (2.3) для векторiв α з множин M1, M2 та M3

набуває вiдповiдно вигляду

U(t, x) = AeαxV1(t, α)ατ , (3.7)

де A ∈ C\{0} ;

U(t, x) = eαxV2(t, α)A, (3.8)

де A = (A1, A2, A3)
τ — довiльний ненульовий вектор, що ортогональний до α ;

U(t, x) = eαxT (t, α)A, (3.9)

де A = (A1, A2, A3)
τ — довiльний ненульовий вектор.

4. Приклад побудови нетривiальних розв’язкiв двоточкової задачi. Знайдемо нетривi-
альнi розв’язки задачi (2.2), (2.3), що вiдповiдають векторам βm,γ =

(
γ,
iπm

c2h
, iγ

)
∈ M2,

m ∈ Z\{0}, γ ∈ C, i2 = −1, причому

c2/c1 /∈ N, c2β̃m,γ =
iπm

h
, V2(t, βm,γ) =

sin
πmt

h
πm

h

.

Вiзьмемо, наприклад, A = (1, 0, i)τ . Тодi за формулою (3.8) знаходимо нетривiальнi
розв’язки задачi (2.2), (2.3) у виглядi

Um,γ(t, x) = e
iπm
c2h

x2+γ(x1+ix3)
sin

πmt

h
πm

h

1
0
i

. (4.1)
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Наявнiсть неперервного параметра γ у формулi (4.1) вiдповiдно до диференцiально-
символьного методу дозволяє на пiдставi останнього зображення записати iнше зображен-
ня розв’язку задачi (2.2), (2.3). Справдi, отриманий розв’язок (4.1) задачi (2.2), (2.3) зале-
жить вiд параметра γ ∈ C аналiтично. Дiя довiльного диференцiального виразу χ

(
d

dγ

)
з

цiлим символом χ(z) на Um,γ(t, x) є також розв’язком задачi (2.2), (2.3). Оскiльки

χ

(
d

dγ

)
eγ(x1+ix3) = χ(x1 + ix3)e

γ(x1+ix3)

i праву частину останньої рiвностi можна записати як деяку функцiю ϕ(x1 + ix3), то
розв’язок задачi (2.2), (2.3) можна подати у виглядi

Um1(t, x) = ϕ(x1 + ix3)e
iπm
c2h

x2 sin
πmt

h

1
0
i

, m ∈ Z\{0}. (4.2)

У формулi (4.2) за ϕ можна взяти не лише цiлу функцiю, а й довiльну двiчi неперервно
диференцiйовну на R функцiю, тобто ϕ ∈ C2.

Отже, формула (4.2) визначає класичнi розв’язки задачi (2.2), (2.3) для кожного m ∈
∈ Z\{0}.

За рахунок дискретного параметра iπm/(hc2), цiлком аналогiчно до попереднiх мiрку-
вань, можна розширити множину розв’язкiв задачi (2.2), (2.3) до вигляду

U(t, x) = ϕ(x1 + ix3)
[
ψ(x2 + tc2)− ψ(x2 − tc2)

]1
0
i

, (4.3)

де ψ — довiльна двiчi неперервно диференцiйовна на R функцiя з перiодом T = 2c2h,
тобто ψ ∈ C2

2c2h
.

Отже, формула (4.3), в якiй ϕ та ψ — нетривiальнi функцiї з класу C2 та C2
2c2h

вiдпо-
вiдно, визначає класичний нетривiальний розв’язок задачi (2.2), (2.3).

Розглянемо тепер випадок побудови розв’язку задачi (2.2), (2.3) за належностi вектора
α до множини M3. Нехай βm,0 =

(
0,
iπm

c2h
, 0
)
, m ∈ Z\{0}, причому mc1

c2
= k ∈ N. Тодi за

формулою (3.9) знаходимо нетривiальнi розв’язки задачi (2.2), (2.3) у виглядi:

Uk,0(t, x) = e
iπk
c1h

x2



a1k sin
c2πkt

c1h

a2k sin
πkt

h

a3k sin
c2πkt

c1h


, (4.4)

де a1k, a2k, a3k — довiльнi (не всi одночасно рiвнi нулю) сталi, k ∈ Z\{0}.
З останнього зображення (4.4), в якому є дискретний параметр iπk/(c1h), за допомогою

диференцiально-символьного методу можна отримати розв’язки задачi (2.2), (2.3) у виглядi

U(t, x) =


ϕ1(x2 + tc2)− ϕ1(x2 − tc2)

ϕ2(x2 + tc1)− ϕ2(x2 − tc1)

ϕ3(x2 + tc2)− ϕ3(x2 − tc2)

, (4.5)

де ϕ1, ϕ3 ∈ C2
2c2h

, ϕ2 ∈ C2
2c1h

.
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Зауважимо, що знайдений розв’язок (4.5) спiвпадає з (2.4), якщо ϕ1 = ϕ3 = 0, ϕ2(x) =

= sin
πx

c1h
.

Розглянемо ще один випадок побудови нетривiальних розв’язкiв задачi (2.2), (2.3) для
векторiв βm,γ =

(
γ,
iπm

c1h
, iγ

)
з множини M1, m ∈ Z\{0}, γ ∈ C, причому c2/c1 /∈ N,

V1(t, βm,γ) =
sin(πmt/h)

πm/h
. За формулою (3.7) при A = 1 знаходимо

Um,γ(t, x) = e
γx1+

iπm
c1h

x2+iγx3
sin

πmt

h
πm

h


γ

iπm

c1h

iγ

. (4.6)

Наявнiсть неперервного параметра γ у формулi (4.6) дозволяє аналогiчно до попе-
реднiх мiркувань за допомогою диференцiально-символьного методу отримати розв’язки
задачi (2.2), (2.3) у виглядi

Um0(t, x) = e
iπm
c1h

x2 sin
πmt

h


ϕ ′(x1 + ix3)

iπm

c1h
ϕ(x1 + ix3)

i ϕ ′(x1 + ix3)

, (4.7)

де ϕ ∈ C3.

Оскiльки у формулi (4.7) є дискретний параметр iπm/(hc1), то диференцiально-сим-
вольний метод дозволяє на пiдставi (4.7) отримати класичнi розв’язки задачi (2.2), (2.3) у
виглядi

U(t, x) =


ϕ ′(x1 + ix3) [ψ(x2 + tc1)− ψ(x2 − tc1)]

ϕ(x1 + ix3) [ψ ′(x2 + tc1)− ψ ′(x2 − tc1)]

i ϕ ′(x1 + ix3) [ψ(x2 + tc1)− ψ(x2 − tc1)]

, (4.8)

де ψ ∈ C3
2c1h

.

Отже, формула (4.8), в якiй ϕ та ψ — нетривiальнi функцiї з класу C3 та C3
2c1h

вiдпо-
вiдно, визначає класичний нетривiальний розв’язок задачi (2.2), (2.3).

Зауваження 4.1. Розв’язки (4.3), (4.5) i (4.8) задачi (2.2), (2.3) отриманона основi деяких
(параметризованих комплексним γ та цiлим m параметрами) пiдмножин векторiв α з
множиниM та пiдпросторiв векторiв A з формул (3.7) – (3.9). Сукупнiсть розв’язкiв можна
значно розширити, використовуючи в аналогiчний спосiб iншi пiдмножини векторiв α
та A.

Висновки. Для однорiдної системи рiвнянь динамiчної теорiї пружностi (2.2) дослi-
джено задачу з однорiдними двоточковими умовами за часом (2.3). Встановлено достатнi
умови (теорема 3.1) iснування її нетривiальних класичних розв’язкiв. Наведено формули
(3.7) – (3.9) розв’язкiв задачi (2.2), (2.3), а також подано приклади їхньої побудови.
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