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We obtain the representation of bounded solutions of linear discrete equations.

Одержано зображення обмежених розв’язкiв лiнiйних дискретних рiвнянь.

1.Постановка основної задачi. Нехай G—довiльна злiченна множина i Eg, g ∈ G,—скiн-
ченновимiрнi банаховi простори над полем K дiйсних або комплексних чисел з нормами
‖·‖Eg , g ∈ G, i нульовими елементами 0g, g ∈ G, вiдповiдно. Позначимо через M множину
вiдображень x : G→

⋃
g∈G

Eg, для кожного з яких x(g) ∈ Eg, g ∈ G, i supg∈G ‖x(g)‖Eg < +∞.

Для будь-яких двох елементiв x,y ∈M i числа k ∈ K визначимо суму x + y елементiв x i
y та добуток kx елемента x на число k за допомогою рiвностей

(x + y)(g) = x(g) + y(g) i (kx)(g) = kx(g), g ∈ G.

Очевидно, що x+y ∈M i kx ∈M для всiх x,y ∈M i k ∈ K; множина M iз розглянутими
операцiями додавання та множення на число є лiнiйним простором [1]. Цей простiр також є
нормованим iз нормою ‖ · ‖M, що визначається рiвнiстю ‖x‖M = supg∈G ‖x(g)‖Eg . Завдяки
повнотi просторiв Eg, g ∈ G, простiр M також є повним, i отже, банаховим простором.

У випадку, коли банаховi простори Eg, g ∈ G, збiгаються з деяким простором E, для
простору M будемо використовувати позначення l∞(G,E).

Нехай X i Y — довiльнi банаховi простори з нормами ‖ · ‖X i ‖ · ‖Y вiдповiдно i
L(X,Y ) — банахiв простiр лiнiйних неперервних операторiв A, що дiють iз простору X у
простiр Y, з нормою ‖A‖L(X,Y ) = sup‖x‖X=1 ‖Ax‖Y .

Розглянемо рiвняння ∑
α∈G

A(g, α)x(α) = y(g), g ∈ G, (1)

де A(g, α) ∈ L(Eα, Eg), g, α ∈ G,

sup
g∈G

∑
α∈G
‖A(g, α)‖L(Eα,Eg) < +∞ (2)

i y ∈M. Це рiвняння можна подати у виглядi

Ax = y,

де A : M → M — лiнiйний i неперервний (завдяки (2)) оператор, що визначається за
допомогою спiввiдношення
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(Az)(g) =
∑
α∈G

A(g, α)z(α), g ∈ G, (3)

z — довiльний елемент простору M.
Будемо вважати, що виконується така умова.
Умова A. Для кожного y ∈M рiвняння (1) має єдиний розв’язок x ∈M.
У данiй статтi з’ясуємо, як зображуються розв’язки рiвняння (1).
Очевидно, що окремими випадками рiвняння (1) є злiченнi системи лiнiйних алгебра-

їчних рiвнянь та лiнiйнi рiзницевi рiвняння у скiнченновимiрних просторах (див., напри-
клад, [2, 3]).

Зазначимо, що задача про зображення обмежених розв’язкiв рiвняння (1) у випадку,
коли Eg = E для всiх g ∈ G, де E — скiнченновимiрний простiр, i G — злiченна
адитивна група, розв’язана в [4]. Для рiзницевого рiвняння xn +An−1xn−1 = yn, n ∈ Z, де
An−1 ∈ L(En−1, En), Z — множина всiх цiлих чисел i En, n ∈ Z, — нескiнченновимiрнi
простори, аналогiчну задачу розв’язано в [5].

2. Формулювання основного результату. Позначимо через Iβ, β ∈ G, одиничний опе-
ратор, що дiє в просторi Eβ, а через Og,α, g, α ∈ G,—нульовий оператор, що дiє з простору
Eα у простiр Eg.

Подамо множину G у виглядi

G = {gn : n ∈ H}, (4)

де H —множина N (N —множина натуральних чисел) або Z. Цеможна зробити, оскiльки
множина G злiченна i тому її елементи можна бiєктивно зiставити з усiма натуральними
або з усiма цiлими числами. Таких способiв зображення множини G є нескiнченно багато.

Справджується таке твердження.
Теорема 1. Нехай виконується умова А. Тодi:
1) iснують оператори Ω(g, α) ∈ L(Eα, Eg), g, α ∈ G (вони визначаються єдиним чином),

для яких

sup
g∈G

∑
α∈G
‖Ω(g, α)‖L(Eα,Eg) < +∞,

∑
α∈G

A(g, α)Ω(α, β) =
∑
α∈G

Ω(g, α)A(α, β)

=

Iβ, якщо g = β,

Og,β, якщо g 6= β,

i для кожного y ∈M розв’язок x ∈M рiвняння (1) подається у виглядi

x(g) =
∑
α∈G

Ω(g, α)y(α), g ∈ G;

2) якщо для деяких чисел q ∈ (0, 1), N ≥ 1 i зображення (4) множини G

‖A(gn, gm)‖L(Egm ,Egn ) ≤ Nq
|n−m|, n,m ∈ H,

то для деяких чисел q1 ∈ (0, 1) i N1 ≥ 1

‖Ω(gn, gm)‖L(Egm ,Egn ) ≤ N1q
|n−m|
1 , n,m ∈ H.
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Доведення цiєї теореми буде використовувати ряд результатiв про c-неперервнi опера-
тори.

3. Допомiжнi результати. Спочатку розглянемо задачу про зображення лiнiйних c-
неперервних операторiв, що дiють у просторi M. Ця непроста задача у випадку Eg = E,
g ∈ G, де E — скiнченновимiрний банахiв простiр i G — злiченна адитивна група,
розв’язана в [4]. У випадку Eg 6≡ E розв’язання задачi про зображення c-неперервних
операторiв ускладнюється. Тому для спрощення дослiдження цих операторiв спочатку
наведемо деякi допомiжнi результати.

3.1. Локально збiжнi послiдовностi i c-неперервнi оператори. Для множини M ⊂ G
визначимо оператор PM : M→M рiвнiстю

(PMx)(g) =

x(g), якщо g ∈M,

0g, якщо g ∈ G \M,

де x ∈M.

Позначимо через G сiм’ю множин Mν , ν ∈ N, кожна з яких мiстить скiнченне число
елементiв множини G, Mν ⊂Mν+1, ν ∈ N, i

⋃
ν∈N

Mν = G.

Будемо говорити, що послiдовнiсть xk ∈ M, k ∈ N, локально збiгається до елемента
x ∈ M при k → ∞, i позначатимемо xk

loc., M−−−−→ x при k → ∞, якщо ця послiдовнiсть
обмежена i lim

k→∞
‖PM (xk − x)‖M = 0 для всiх M ∈ G.

Множина локально збiжних послiдовностей елементiв простору M є достатньо обшир-
ною множиною, що пiдтверджується таким твердженням.

Лема 1. Для кожної обмеженої послiдовностi (xk)k≥1 елементiв простору M iснують
такi пiдпослiдовнiсть (xkl)l≥1 i елемент x ∈ M, що xkl

loc., M−−−−→ x при l → ∞ i ‖x‖M ≤
≤ supk∈N ‖xk‖M.

Доведення. Завдяки злiченностi множини G її можна подати у виглядi (4). Будемо
вважати, що H = N. Розглянемо множини {xk(gn) : k ∈ N}, n ∈ N. На пiдставi скiнченних
розмiрностей просторiв Eg, g ∈ G, i обмеженостi послiдовностi (xk)k≥1 цi множини
передкомпактнi. Тому iснують послiдовностi

xk1,1(g1),xk1,2(g1), . . . ,xk1,m(g1), . . . ,

xk2,1(g2),xk2,2(g2), . . . ,xk2,m(g2), . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xkn,1(gn),xkn,2(gn), . . . ,xkn,m(gn), . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

що задовольняють умови:
1) послiдовнiсть (xk1,l(g1))l≥1 є пiдпослiдовнiстю послiдовностi (xk(g1))k≥1 ;
2) для кожного n ∈ N послiдовнiсть (xkn+1,l

(gn))l≥1 є пiдпослiдовнiстю послiдовностi
(xk,l(gn))l≥1 ;
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3) для кожного n ∈ N послiдовнiсть (xkn,l(gn))l≥1 збiгається в банаховому просто-
рi Egn .

Отже, для кожного n ∈ N iснує елемент an ∈ Egn , що є границею послiдовностi
(xkn,l(gn))l≥1, тобто

lim
l→∞

xkn,l(gn) = an. (5)

Розглянемо елемент a ∈ M, для якого a(gn) = an, n ∈ N, i обмежену послiдовнiсть
(xkl,l)l≥1 елементiв простору M. Завдяки (5)

lim
n→∞

‖PM (xkn,n − a)‖M = 0 (6)

для кожної множини M ∈ G. Звiдси та з обмеженостi послiдовностi (xkn,n)n≥1 в M
випливає, що a ∈M i ‖a‖M ≤ supn∈N ‖xkn,n‖M.

Спiввiдношення (6) означає, що xkn,n
loc., M−−−−→ a при n→∞.

Лему 1 доведено.
Оператор F : M −→ M будемо називати c-неперервним, якщо для довiльних x ∈M i

послiдовностi xk ∈M, k ∈ N, для яких xk
loc., M−−−−→ x при k →∞, випливає, що

Fxk
loc., M−−−−→ Fx при k →∞.

Прикладами c-неперервних операторiв є оператори PM , M ∈ G, одиничний оператор
I (Ix = x, x ∈ M), нульовий оператор O (Ox = 0, x ∈ M), а також оператор A, що
визначається за допомогою спiввiдношення (3).

Поняття c-неперервного оператора ввiв до розгляду (на мовi “ε, δ”) Е. Мухамадiєв [6];
їхнє вивчення було продовжене в [7 – 17] та iнших роботах.

Важливим для розв’язання задачi про зображення розв’язкiв рiвняння (1) є таке твер-
дження.

Теорема 2. Нехай c-неперервний оператор B ∈ L(M,M) має обернений неперервний опе-
ратор B−1. Тодi оператор B−1 є c-неперервним.

Доведення. Припустимо, що оператор B−1 : M→M не є c-неперервним. Тодi iснують
обмеженi послiдовностi (xk)k≥1, (yk)k≥1 елементiв xk, yk простору M i множина M ∈ G,
для яких

Bxk = yk, k ∈ N, (7)

yk
loc., M−−−−→ 0 при k →∞ (8)

i

‖PMxk‖M ≥ 1, k ∈ N. (9)

Завдяки скiнченним розмiрностям просторiв Eg, g ∈ G, лемi 1, обмеженостi послiдов-
ностi (xk)k≥1 i спiввiдношенню (9) iснують елемент z ∈ M i пiдпослiдовнiсть (kp)p≥1
послiдовностi натуральних чисел такi, що

xkp
loc., M−−−−→ z при p→∞ (10)
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i

‖z‖M ≥ 1. (11)

Очевидно, що для всiх g ∈ G i p ∈ N

‖(Bz)(g)‖Eg ≤ ‖(B(z− xkp))(g)‖Eg + ‖ykp(g)‖Eg

(тут використано спiввiдношення (7)). Тому на пiдставi (8), (10) i c-неперервностi опера-
тора A

Bz = 0. (12)

Спiввiдношення (11) i (12) суперечать оборотностi оператора B.
Отже, припущення про те, що оператор B−1 : M→M не є c-неперервним, хибне.
Теорему 2 доведено.
3.2. Теорема про ε-сiтки сфер одиничного радiуса. У подальшому викладi ми будемо

використовувати як банаховi простори Eg, g ∈ G, так i спряженi з ними простори E∗g ,
g ∈ G, що також є банаховими. Вiд просторiв Eg, g ∈ G, вимагатимемо, щоб вони мали
скiнченну розмiрнiсть i supg∈G dimEg < +∞. Оскiльки dimE∗g = dimEg [1], g ∈ G, то
також supg∈G dimE∗g < +∞. При виконаннi зазначених вимог сфери

Sg = {ϕ ∈ E∗g : ‖ϕ‖E∗g = 1}, g ∈ G,

будуть компактними i тому при будь-яких ε > 0 i g ∈ G для Sg iснує скiнченна ε-сiтка S ε
g .

Не очевидно,що кожному ε > 0 вiдповiдає таке натуральне число kε, щодля всiх g ∈ G для
сфери Sg iснує ε-сiтка S ε

g , число елементiв cardS ε
g якої не бiльше kε. Взаємно-однозначна

вiдповiднiсть мiж нормами в скiнченновимiрному банаховому просторi i абсолютно опук-
лими поглинаючими компактними множинами є природною [18]. Далi покажемо, що не
залежно вiд того, як визначається норма в просторi i який вигляд має породжена нею
одинична сфера, для кожних ε > 0 i g ∈ G iснує така ε-сiтка S ε

g , що виконується спiввiд-
ношення

sup
g∈G

cardS ε
g < +∞.

Ця властивiсть сфер у скiнченновимiрних просторах буде використовуватися при з’ясуван-
нi загального вигляду лiнiйних c-неперервних елементiв простору L(M,M).

Щоб не ускладнювати викладення матерiалу, використовуватимемо дiйснi банаховi
простори. Основнi допомiжнi для подальшого результати, якi ми наведемо, справджуються
й у випадку комплексних банахових просторiв.

Зафiксуємо довiльний дiйсний скiнченновимiрний банахiв простiр E з нормою ‖ · ‖E .
Розмiрнiсть dimE цього простору позначимо через m. Для лiнiйно незалежних векторiв
a1, . . . , am ∈ E розглянемо в E множину

П(a1, . . . , am) = {θ1a1 + . . .+ θmam : |θ1| ≤ 1, . . . , |θm| ≤ 1},

яку називають замкненим паралелотопом [19, с. 149]. Також розглянемо в E одиничну
сферу S з центром у точцi x = 0, тобто множину

S = {x ∈ E : ‖x‖E = 1}.
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Лема 2. Iснують такi вектори a1, . . . , am ∈ S, що

S ⊂ П(a1, . . . , am). (13)

Доведення. Оскiльки за припущенням простiр E дiйсний i має розмiрнiсть m, то цей
простiр iзоморфний арифметичному m-вимiрному простору Rm. Тому при доведеннi леми,
не обмежуючи загальностi, можна вважати, що E = Rm.

Розглянемо лiнiйно незалежнi вектори a1,1, . . . , am,1 ∈ S, пiдпростори E1,1, . . . , Em,1
простору E, де Ek,1 — пiдпростiр, породжений векторами al,1, l ∈ {1, . . . ,m} \ {k}, i
гiперплощини ak,1 + Ek,1 = {ak,1 + x : x ∈ Ek,1}, k = 1,m. Якщо

S ⊂ П(a1,1, . . . , am,1), (14)

то доведення леми завершено. Якщо S \ П(a1,1, . . . , am,1) 6= ∅, то для кожної точки s ∈
∈ S \ П(a1,1, . . . , am,1) можна розглянути гiперплощини ak,1 + Ek,1, k ∈ Cs, де Cs —
непорожня пiдмножина всiх таких точок множини {1, . . . ,m}, що точка s строго вiддiлена
вiд точки 0 кожною такою гiперплощиною [20]. Розглянемо паралелотопи

Пk(s) =


П(s, a2,1, . . . , am,1), якщо k = 1, 1 ∈ Cs,

П(a1,1, . . . , ak−1,1, s, ak+1,1, . . . , am,1), якщо k ∈ Cs \ {1,m},

П(a1,1, . . . , am−1,1, s), якщо k = m, m ∈ Cs,

k ∈ Cs.

Для об’ємiв паралелотопiв П(a1,1, . . . , am,1) i Пk(s), k ∈ Cs, виконується спiввiдно-
шення

V (П(a1,1, . . . , am,1)) < V (Пk(s)), k ∈ Cs.

У цьому неважко переконатися, використавши [19, с. 151 – 156]. Завдяки компактностi
сфери S i неперервнiй залежностi об’ємiв V (Пk(s)), k ∈ Cs, вiд вектора s ∈ S (об’єм
паралелотопа П(b1, . . . , bm) є неперервною функцiєю вiд координат векторiв b1, . . . , bm )
iснують такi число k1 ∈ {1, . . . ,m} i точка s1 ∈ S \П(a1,1, . . . , am,1), що для паралелотопа
П(a1,2, . . . , am,2), де

ai,2 =

ai,1, якщо i 6= k1,

s1, якщо i = k1,

будуть виконуватися спiввiдношення

V (П(a1,2, . . . , am,2)) > V (П(a1,1, . . . , am,1))

i
V (П(a1,2, . . . , am,2)) = sup

s∈S\П(a1,1,...,am,1)
max
k∈Cs

V (Пk(s)).

Якщо S ⊂ П(a1,2, . . . , am,2), то доведення леми завершено, якщо ж це спiввiдношення не
виконується, то будуємо паралелотоп П(a1,3, . . . , am,3) так само, як i П(a1,2, . . . , am,2).

Отже, або через скiнченне число крокiв буде виконуватися спiввiдношення типу (14)
(тодi доведення леми завершено), або процес побудови паралелотопiв П(a1,l, . . . , am,l), l ≥
≥ 1, буде необмеженим. Розглянемо другий випадок.
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Iз способу побудови паралелотопiв П(a1,l, . . . , am,l), l ≥ 1, видно, що їх об’єми
V (П(a1,l, . . . , am,l)), l ≥ 1, строго зростають i не бiльшi 2m. Тому послiдовнiсть
(V (П(a1,l, . . . , am,l)))l≥1 є збiжною до деякого числа V ∗ ≤ 2m.

Звiдси, з компактностi сфери S, неперервної залежностi V (П(a1, . . . , am)) вiд a1, . . . , am
i того, що a1,l, . . . , am,l ∈ S для всiх l ≥ 1, випливає iснування векторiв a∗1, . . . , a∗m ∈ S i
строго зростаючої послiдовностi (ln)n≥1 натуральних чисел, для яких

lim
n→+∞

ak,ln = a∗k, k = 1,m, (15)

i

lim
n→+∞

V (П(a1,ln , . . . , am,ln)) = V (П (a∗1, . . . , a
∗
m)) = V ∗. (16)

Покажемо, що
S ⊂ П (a∗1, . . . , a

∗
m) .

Припустимо, що це спiввiдношення не виконується, тобто

S \П (a∗1, . . . , a
∗
m) 6= ∅. (17)

Розглянемо довiльний вектор s∗ ∈ S \ П (a∗1, . . . , a
∗
m) . Iснує таке k∗ ∈ {1, . . . ,m}, що

гiперплощина a∗k∗+Ek∗ , де Ek∗ —породжений векторами a∗k, k 6= k∗, пiдпростiр простору
E, строго вiддiляє точки s∗ i 0. Тодi

V (П (a∗∗1 , . . . , a
∗∗
m )) > V (П (a∗1, . . . , a

∗
m)) = V ∗,

де

a∗∗k =

a
∗
k, якщо k 6= k∗,

s∗, якщо k = k∗.

Використаємо паралелотопи

П(a1,ln , . . . , ak∗−1,ln , s
∗, ak∗+1,ln , . . . , am,ln), n ≥ 1.

Оскiльки

V (П (a1,ln , . . . , ak∗−1,ln , s
∗, ak∗+1,ln , . . . , am,ln)) ≤ V (П (a1,ln , . . . , am,ln)) , n ≥ 1,

lim
n→∞

V (П (a1,ln , . . . , am,ln)) = V ∗

i
lim
n→∞

V (П (a1,ln , . . . , ak∗−1,ln , s
∗, ak∗+1,ln , . . . , am,ln)) = V (П (a∗∗1 , . . . , a

∗∗
m ))

завдяки (15) та неперервнiй залежностi V (П (a1, . . . , ak∗−1, s
∗, ak∗+1, . . . , am)) вiд векторних

аргументiв a1, . . . , ak∗−1, ak∗+1, . . . , am, то

V (П (a∗∗1 , . . . , a
∗∗
m )) ≤ V ∗,

що суперечить (16).
Отже, припущення про виконання спiввiдношення (17) є хибним.
Лему 2 доведено.
За допомогою леми 2 отримаємо оцiнку зверху числа елементiв ε-сiтки з найменшою

потужнiстю для розглянутої вище сфери S.
Як i вище, вважатимемо, що банахiв простiр E є дiйсним i має розмiрнiсть m.
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Лема 3. Для кожного числа ε ∈ (0, 1) iснує скiнченна ε-сiтка Sε ⊂ S для сфери S, для
якої

cardSε <
(
2m
([
ε−1
]

+ 1
))m

,

де
[
ε−1
]
— цiла частина числа ε−1.

Доведення. Зафiксуємо лiнiйно незалежнi вектори a1, . . . , am ∈ S, для яких виконуєть-
ся спiввiдношення (13). Розглянемо паралелотоп

П =
1

2m ([ε−1] + 1)
П(a1, . . . , am).

Дiаметр diamП паралелотопа П менший ε, оскiльки

1

2m ([ε−1] + 1)
=

1

2m (ε−1 − {ε−1}+ 1)
=

=
ε

2m (1 + ε (1− {ε−1}))
<

ε

2m
,

де
{
ε−1
}
— дробова частина числа ε−1, i

diamП(a1, . . . , am) = sup
x1,x2∈П(a1,...,am)

‖x1 − x2‖E =

= sup

{∥∥∥∥∥
m∑
k=1

θ′kak −
m∑
k=1

θ′′kak

∥∥∥∥∥
E

:
∣∣θ′k∣∣ ≤ 1,

∣∣θ′′k∣∣ ≤ 1, k = 1,m

}
≤

≤ sup

{
m∑
k=1

∣∣θ′k − θ′′k∣∣ ‖ak‖E :
∣∣θ′k∣∣ ≤ 1,

∣∣θ′′k∣∣ ≤ 1, k = 1,m

}
= 2m.

Паралелотоп П(a1, . . . , am) є об’єднанням
(
2m
([
ε−1
]

+ 1
))m паралелотопiв

−
(

1 +
1

2m ([ε−1] + 1)

) m∑
k=1

ak +
m∑
k=1

lk
m ([ε−1] + 1)

ak + П,

де l1, . . . , lm ∈
{

1, . . . , 2m
([
ε−1
]

+ 1
)}
. Дiаметри цих паралелотопiв, як i паралелотопа П,

також меншi числа ε. У кожному з паралелотопiв, що має непорожнiй перетин зi сферою
S, вiзьмемо довiльну точку, що належить i цiй сферi. Множина таких точок, очевидно, є
ε-сiткою для S. Число точок цiєї ε-сiтки менше

(
2m
([
ε−1
]

+ 1
))m

, оскiльки ε ∈ (0, 1).

Лему 3 доведено.
Зауваження 1. Твердження леми 3 правильне й у випадку комплексного скiнченнови-

мiрного банахового простору E. У цьому легко переконатися, здiйснивши декомплекси-
фiкацiю простору E [21, с. 18].

Напiдставi наведених твердженьпро сфери i паралелотопи справджується така теорема.
Теорема 3. Нехай {Xh : h ∈ H} — довiльна множина скiнченновимiрних банахових про-

сторiв з нормами ‖ · ‖Xh , h ∈ H, вiдповiдно i suph∈H dimXh < +∞.
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Тодi для кожного числа ε ∈ (0, 1/2] iснує таке натуральне число ν, що для кожної сфери
Sh = {ϕ ∈ Xh : ‖ϕ‖Xh = 1}, h ∈ H, знайдеться множина Mh ⊂ Sh, число елементiв якої не
бiльше ν, для якої

min
m∈Mh

‖ϕ−m‖Xh ≤ ε для всiх ϕ ∈ Sh.

3.3. Зображення лiнiйних c-неперервних операторiв. Розглянемо лiнiйнi неперервнi
оператори Pα : Eα →M, α ∈ G, i Qβ : M→ Eβ, β ∈ G, що визначаються рiвностями

(Pαu)(g) =

u, якщо g = α,

0g, якщо g 6= α,
u ∈ Eα,

i
Qβz = z(β), z ∈M.

Теорема 4. Нехай supg∈G dimEg < +∞ i B— c-неперервний елементпростору L(M,M).
Iснують такi оператори B(g, α) ∈ L(Eα, Eg), g, α ∈ G (вони визначаються єдиним

чином), для яких

sup
g∈G

∑
α∈G
‖B(g, α)‖L(Eα,Eg) < +∞ (18)

i

(Bx)(g) =
∑
α∈G

B(g, α)x(α), g ∈ G, (19)

для всiх x ∈M.
Доведення. Розглянемо скiнченнi множини Mk ⊂ G, k ≥ 1, для яких Mk ⊂ Mk+1,

k ≥ 1, i
∞⋃
k=1

Mk = G. Для кожного g ∈ G розглянемо простiр E∗g , спряжений з Eg [1], i

множину Sg = {ϕ ∈ E∗g : ‖ϕ‖E∗g = 1}. Iз c-неперервностi оператора B випливає, що для
всiх x ∈ B i g ∈ G

QgBx = lim
k→+∞

∑
α∈Mk

QgBPαx(α). (20)

Тому
ϕ(QgBx) =

∑
α∈G

ϕ(QgBPαx(α))

для всiх x ∈M, ϕ ∈ Sg i g ∈ G. Отже,

‖B‖L(M,M) ≥
∑
α∈G

sup
‖x‖Eg=1

|ϕ(QgBPαx)| (21)

для всiх ϕ ∈ Sg i g ∈ G. Завдяки скiнченнiй розмiрностi банахових просторiв Eg, g ∈ G, та
умовi supg∈G dimEg < +∞ для кожного g ∈ G iснує скiнченна множина Ag ⊂ Sg, число
cardAg елементiв якої не бiльше деякого не залежного вiд g числа ν, така, що

min
a∈Ag

‖ϕ− a‖E∗g ≤
1

2
для всiх ϕ ∈ Sg.
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Тут використано теорему 3. На пiдставi (21) отримуємо, що для кожного g ∈ G

ν‖B‖L(M,M) ≥
∑
α∈G

∑
a∈Ag

sup
‖x‖Eg=1

|a(QgBPαx)| ≥

≥
∑
α∈G

sup
‖x‖Eg=1

max
a∈Ag

|a(QgBPαx)|. (22)

Оскiльки для всiх ϕ ∈ Sg, x ∈ Eg (‖x‖Eg = 1), g ∈ G i α ∈ G

|ϕ(QgBPαx)| ≤ |ϕ(QgBPαx)− a(QgBPαx)|+ |a(QgBPαx)|,

де a — такий елемент множини Ag, що ‖ϕ− a‖E∗g ≤
1

2
, то

|ϕ(QgBPαx)| ≤ 1

2
‖QgBPα‖Eg + max

a∈Ag
|a(QgBPαx)|,

якщо ϕ ∈ Sg i x ∈ Eg (‖x‖Eg = 1). Тому

‖QgBPα‖L(Eα,Eg) = sup
‖x‖Eg=1

max
ϕ∈Sg

|ϕg(QgBPαx)| ≤

≤ 1

2
‖QgBPα‖L(Eα,Eg) + sup

‖x‖Eg=1
max
a∈Ag

|a(QgBPαx)|,

тобто
sup

‖x‖Eg=1
max
a∈Ag

|a(QgBPαx)| ≥ 1

2
‖QgBPα‖L(Eα,Eg)

Отже, на пiдставi (22) для всiх g ∈ G

2ν‖B‖L(M,M) ≥
∑
α∈G
‖QgBPα‖L(Eα,Eg). (23)

Звiдси випливає (18), де
B(g, α) = QgBPα.

Рiвнiсть (19) випливає з (20) i (23).
Тепер покажемо, що оператори B(g, α), g, α ∈ G, визначаються єдиним чином.
Припустимо, що оператор B можна подати у виглядi

(Bx)(g) =
∑
α∈G

C(g, α)x(α), g ∈ G, (24)

де x ∈M, C(g, α) ∈ L(Eα, Eg), g, α ∈ G, i

sup
g∈G

∑
α∈G
‖C(g, α)‖L(Eα,Eg) < +∞. (25)

Покажемо, що

C(g, α) = B(g, α), g, α ∈ G. (26)
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Зафiксуємо довiльнi елемент α ∈ G i ненульовий вектор u ∈ Eα. Розглянемо елемент z
простору M, що визначається рiвнiстю

z(g) =

u, якщо g = α,

0g, якщо g 6= α.

Iз спiввiдношень (18), (19), (24) i (25) випливає, що

((Bz)(g) = B(g, α)u = C(g, α)u, g ∈ G.

На пiдставi довiльностi вибору α i u виконується рiвнiсть (26).
Теорему 4 доведено.
Наслiдок 1. Якщо supg∈G dimEg < +∞ i B— c-неперервний елементпростору L(M,M),

то
sup
g∈G

∑
α∈G
‖QgBPα‖L(Eα,Eg) < +∞

i
(Bx)(g) =

∑
α∈G
QgBPαx(α), x ∈M, g ∈ G.

Зауваження 2. У теоремi 4 спiввiдношення (18) не можна замiнити спiввiдношенням∑
α∈G

sup
g∈G
‖B(g, α)‖L(Eα,Eg) < +∞, (27)

що пiдтверджується наступним прикладом.
Приклад 1. Нехай Eg = R (R — множина всiх дiйсних чисел), g ∈ G, i G = Z.

Розглянемо для кожного цiлого числа k ≥ 2 функцiю

ak(n) =

1, якщо n/k ∈ Z,

0, якщо n/k 6∈ Z.

Оператор A ∈ L(M,M), що визначається рiвнiстю

(Ax)(n) =
∑
k≥2

1

k2k

2k−1∑
m=0

ak(n−m)x
(
n+ 2k +m

), n ∈ Z,

c-неперервний, проте спiввiдношення (27) не задовольняє.
Зауваження 3. Якщо

sup
g∈G

dimEg = +∞,

то спiввiдношення (18) може не виконуватися, що пiдтверджується таким прикладом.
Приклад 2. Будемо вважати, що G = N. Кожному n ∈ N спiвставимо банахiв простiр

En функцiй x = x(m), m ∈ N, зi значеннями в R таких, для кожної з яких x(m) = 0, якщо
m > n, з нормою

‖x‖En = max
1≤m≤n

|x(m)|.
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Очевидно, dimEn = n, n ∈ N. Тому supn∈N dimEn = +∞. Також очевидно, що всi
простори En, n ∈ N, є пiдпросторами банахового простору l∞(N,R).

Визначимо оператори Pk : l∞(N,R)→ l∞(N,R), k ∈ N, рiвностями

(Pkx)(m) =

x(k), якщо m = k,

0, якщо m 6= k,
k ∈ N,

де x ∈ l∞(N,R). Очевидно, що цi оператори лiнiйнi, неперервнi,

‖Pk‖L(l∞(N,R),l∞(N,R)) = 1, k ≥ 1,

i

‖Pk‖L(Ek,En) = 1, 1 ≤ k ≤ n. (28)

Аналогiчно, як i в п. 1, розглянемо банахiв простiр M елементiв y = y(n), n ∈ N, для
яких y(n) ∈ En для всiх n ∈ N, з нормою ‖y‖M = supn∈N ‖y(n)‖En . Визначимо оператор
B : M→M рiвностями

(By)(n) =
2n−1∑
k=n

Pk+1−ny(k), n ∈ N.

Легко перевiрити, що цей оператор лiнiйний, неперервний i c-неперервний. Для нього

‖B‖L(M,M) = 1,

2n−1∑
k=n

‖Pk+1−n‖L(Ek,En) = n

завдяки (28) i, отже,

sup
n≥1

2n−1∑
k=n

‖Pk+1−n‖L(Ek,En) = +∞,

тобто для B спiввiдношення (18) не виконується.
За допомогою теорем 2 i 4 отримуємо таке твердження.
Теорема 5. Нехай supg∈G dimEg < +∞ i оператори A(g, α) ∈ L(Eα, Eg), g, α ∈ G,

задовольняють спiввiдношення

sup
g∈G

∑
α∈G
‖A(g, α)‖L(Eα,Eg) < +∞. (29)

Тодi:
1) якщо оператор

(Ax)(g) =
∑
α∈G

A(g, α)x(α), x ∈M, g ∈ G, (30)

має неперервний обернений A−1, то iснують оператори C(g, α) ∈ L(Eα, Eg), g, α ∈ G, для
яких
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sup
g∈G

∑
α∈G
‖C(g, α)‖L(Eα,Eg) < +∞, (31)

(A−1y)(g) =
∑
α∈G

C(g, α)y(α), y ∈M, g ∈ G, (32)

i ∑
α∈G

A(g, α)C(α, β) =
∑
α∈G

C(g, α)A(α, β) =

=

Iβ, якщо g = β,

Og,β, якщо g 6= β,
(33)

2) якщо iснують оператори C(g, α) ∈ L(Eα, Eg), g, α ∈ G, для яких виконуються спiввiд-
ношення (31) i (33), то оператор A має неперервний обернений оператор A−1, що подається
за допомогою спiввiдношення (32).

Доведення. Завдяки (29) оператор A c-неперервний. Тому за теоремою 2 оператор A−1
також є c-неперервним. Тодi на пiдставi теореми 4 iснують лiнiйнi неперервнi оператори
C(g, α) : Eα → Eg, g, α ∈ G, для яких виконується спiввiдношення (31) i оператор A−1
подається за допомогою спiввiдношення (32). На пiдставi (29)–(32) для кожного y ∈ M
виконуються спiввiдношення

y(g) =
(
AA−1y

)
(g) =

=
∑
α∈G

A(g, α)
(
A−1y

)
(α) =

=
∑
α∈G

A(g, α)
∑
β∈G

C(α, β)y(β) =

=
∑
β∈G

(∑
α∈G

A(g, α)C(α, β)

)
y(β), g ∈ G. (34)

Зафiксуємо довiльне β ∈ G. Поклавши в (34)

y(g) =

u, якщо g = β,

0g, якщо g 6= β,

де u — довiльний елемент простору Eβ, отримаємо

∑
α∈G

A(g, α)C(α, β)u =

u, якщо g = β,

0g, якщо g 6= β.

Звiдси з урахуванням довiльностi вектора u ∈ Eβ випливає, що
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∑
α∈G

A(g, α)C(α, β) =

Iβ, якщо g = β,

Og,β, якщо g 6= β.

Аналогiчним чином отримуємо

∑
α∈G

C(g, α)A(α, β) =

Iβ, якщо g = β,

Og,β, якщо g 6= β.

Далi переконаємося в правильностi п. 2 теореми 5. За допомогою операторiв C(g, α),
g, α ∈ G, для яких виконується спiввiдношення (31), визначимо лiнiйний неперервний
оператор C : M→M формулою

(Cx)(g) =
∑
α∈G

C(g, α)x(α), x ∈M, g ∈ G.

Завдяки (29), (30), (31) i (33) виконуються спiввiдношення

(ACy)(g) =
∑
α∈G

A(g, α)
∑
β∈G

C(α, β)y(β) =

=
∑
β∈G

(∑
α∈G

A(g, α)C(α, β)

)
y(β) = y(g), y ∈M, g ∈ G,

i

(CAy)(g) =
∑
α∈G

C(g, α)
∑
β∈G

A(α, β)y(β) =

=
∑
β∈G

(∑
α∈G

C(g, α)A(α, β)

)
y(β) = y(g), y ∈M, g ∈ G.

Отже, AC = CA = I, тобто оператор A має обернений оператор A−1 = C. Цей оператор
неперервний на пiдставi (31).

Теорему 5 доведено.
3.4. Експоненцiальнi оцiнки норм значень функцiй, що зображають c-неперервнi опе-

ратори. Наведемо твердження про оцiнку норм значень операторно-значних функцiй, за
допомогою яких подаються c-неперервнi оператори.

Теорема 6. Нехай
sup
g∈G

dimEg < +∞,

лiнiйний неперервний оператор B : M → M має обернений неперервний оператор B−1 i для
деяких чисел q ∈ (0, 1), N ≥ 1 i зображення (4) множини G виконується спiввiдношення

‖QgnBPgm‖L(Egm ,Egn ) ≤ Nq
|n−m|, n,m ∈ H. (35)

Тодi оператор B−1 : M → M є c-неперервним i для деяких чисел q1 ∈ (0, 1) i N1 ≥ 1
виконується спiввiдношення

‖QgnB−1Pgm‖L(Egm ,Egn ) ≤ N1q
|n−m|
1 , n,m ∈ H. (36)
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Доведення. Зазначимо, що завдяки (35) оператор B є c-неперервним. Аналогiчну вла-
стивiсть має й оператор B−1 на пiдставi теореми 2.

Зафiксуємо довiльне число ε ∈
(
0, q−1 − 1

)
i розглянемо оператори Bp,δ ∈ L(M,M) ,

p ∈ {1,−1}, δ ∈ (0, ε], що визначаються спiввiдношеннями

(Bp,δx)(gn) =
∑
m∈H
QgnBPgm(1 + δ)p(n−m)x(gm), n ∈ H, x ∈M. (37)

Зазначимо, що згiдно з наслiдком 1

(Bx)(gn) =
∑
m∈H
QgnBPgmx(gm), x ∈M, n ∈ H. (38)

Iз спiввiдношення (35), (37), (38) та нерiвностi (1 + ε)q < 1 випливає, що оператори B1,δ i
B−1,δ c-неперервнi i

lim
δ→0
‖Bp,δ − B‖L(M,M) = 0, p ∈ {−1, 1}.

Тому на пiдставi оборотностi оператора B iснує число γ ∈ (0, ε) таке, що оператори
Bp,γ , p ∈ {−1, 1}, також мають оберненi неперервнi оператори B−1p,γ , p ∈ {−1, 1}, якi
c-неперервнi за теоремою 2. За наслiдком 1

max
p∈{−1,1}

sup
n∈H

∑
m∈H
‖QgnB−1p,γPgm‖L(Egm ,Egn ) < +∞ (39)

i (
B−1p,γy

)
(gn) =

∑
m∈H
QgnB−1p,γPgmy(αm), n ∈ H, (40)

для всiх y ∈M i p ∈ {−1, 1}. Аналогiчно(
B−1y

)
(gn) =

∑
m∈H
QgnB−1Pgmy(gm), n ∈ H, (41)

i
sup
n∈H

∑
m∈H
‖QgnB−1Pgm‖L(Egm ,Egn ) < +∞.

Розглянемо довiльнi число n0 ∈ H i ненульовий вектор u ∈ Egn0 . Також розглянемо
елементи yn0 ∈M i fp,n0 ∈M, p ∈ {−1, 1}, що визначаються рiвностями

yn0(gn) =

u, якщо n = n0,

0gn , якщо n 6= n0,

i
fp,n0(gn) = (1 + γ)pnyn0(gn), p ∈ {−1, 1}.

Покажемо, що для кожного n ∈ H

(1 + γ)pn
(
B−1f−p,n0

)
(gn) = (B−1p,γyn0)(gn), p ∈ {−1, 1}. (42)

Використаємо спiввiдношення (37). Позначивши лiву частину (42) через z(gn), отримаємо
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(Bp,γz)(gn) =
∑
m∈H
QgnBPαm(1 + γ)p(n−m)z(αm) =

=
∑
m∈H
QgnBPgm(1 + γ)p(n−m)(1 + γ)pm(B−1f−p,n0)(gm) =

= (1 + γ)pn
∑
m∈H
QgnBPgm(B−1f−p,n0)(gm) =

= (1 + γ)pn(BB−1f−p,n0)(gn) = (1 + γ)pnf−p,n0(gn) =

= yn0(gn), p ∈ {−1, 1}, n ∈ H.

З останньої рiвностi з урахуванням оператора Bp,γ та спiввiдношення

(Bp,γB−1p,γyn0)(gn) = yn0(gn), n ∈ H,

випливає (42). З означення елементiв yn0 , fp,n0 ∈M та спiввiдношень (40) – (42) випливає,
що

(1 + γ)pnQgnB−1Pgn0 (1 + γ)−pn0u = QgnB−1p,γPgn0u

для всiх p ∈ {−1, 1} i n ∈ H. Тому на пiдставi довiльностi числа n0 ∈ H та вектора u ∈ Egn0

QgnB−1Pgm = (1 + γ)p(m−n)QgnB−1p,γPgm , p ∈ {−1, 1}, n,m ∈ H.

Звiдси з урахуванням (39) маємо (36), де

N1 = max
p∈{−1,1}

sup
n∈H

∑
m∈H
‖QgnB−1p,γPgm‖L(Egm ,Egn )

i
q1 = (1 + γ)−1.

Теорему 6 доведено.
4. Доведення теореми 1. Завдяки (2) оператор A, що визначається спiввiдношенням (3),

неперервний i c-неперервний. На пiдставi виконання умови А та теореми Банаха про
обернений оператор [1] цей оператор має неперервний обернений A−1. За теоремою 2
оператор A−1 c-неперервний. Тому до оператора A можна застосувати теореми 4 i 5.
Завдяки цим теоремам i тому, що розв’язок рiвняння (1) можна подати за допомогою
рiвностi x = A−1y, справджується твердження п. 1 теореми 1. Твердження п. 2 теореми 1
випливає з наслiдку 1 i теореми 6.

5. Додатковi зауваження та посилання на лiтературу. Теорема 1 про зображення обме-
жених розв’язкiв дискретного рiвняння (1) та теореми 4 i 5 про зображення лiнiйних
c-неперервних операторiв, що дiють у просторi M, є новими. Цi твердження аналогiчнi
вiдповiдним твердженням з роботи [4], присвяченої лiнiйним дискретним рiвнянням у
випадку, коли банаховi простори Eg, g ∈ G, збiгаються з деяким скiнченновимiрним
простором E. Основний у статтi функцiональний простiр M, породжений просторами
Eg, g ∈ G, у випадку G = Z також використовувався для дослiдження експоненцiальної
дихотомiї розв’язкiв рiзницевих рiвнянь [5].
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Теорема 3 про ε-сiтки сфер одиничного радiуса, що виконує в данiй статтi допомiжну
функцiю, також є новою.

Теорема 6 про експоненцiальнi оцiнки норм операторних функцiй, за допомогою яких
подаються c-неперервнi оператори та обмеженi розв’язки дискретного рiвняння (1), наво-
диться вперше.

Дослiдженню задач, пов’язаних iз iснуванням обмежених розв’язкiв дискретних рiв-
нянь, присвячено багато публiкацiй. Вiдмiтимо частину з них. Умови розв’язностi рiзни-
цевих рiвнянь у просторах обмежених послiдовностей наведено в [22 – 24]. Теорiю Фава-
ра –Амерiо для рiзницевих та дискретних рiвнянь без H -класiв цих рiвнянь побудовано
в [25 – 31].
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