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We prove theorems on a general form of generalized invertible operators on Banach spaces in the case
where the operators are topologically Noetherian or topologically Fredholm. These theorems generalize
the well-known theorems of S. M. Nikol’sky on a general form of a Fredholm operator and of F. V. Atkin-
son on a general form of a Noetherian operator on a function spaces.

Доказаны теоремы об общем виде обобщенно-обратимых операторов в банаховых пространст-
вах, которые являются топологически нетеровыми, топологически фредгольмовыми. Эти
теоремы обобщают известные теоремы С. М. Никольского об общем виде фредгольмовых опе-
раторов и Ф. В. Аткинсона об общем виде нетеровых операторов в функциональных прост-
ранствах.

Дослiдження не скрiзь розв’язних операторних рiвнянь Lx = f та крайових задач для них
у банахових просторах залежить вiд можливостi встановлення умов iснування та побудо-
ви їх загальних розв’язкiв за допомогою узагальнено-обернених операторiв L−.
У роботi [1, c. 139] наведено необхiднi та достатнi умови узагальненої оборотностi лi-
нiйних обмежених операторiв.

Спосiб побудови узагальнено-обернених операторiв до фредгольмових за допомогою
так званої конструкцiї Е. Шмiдта [2, c. 339] є вiдомим. Клас узагальнено-оборотних опе-
раторiв, якi є фредгольмовими, описує теорема, вiдома як теорема С. М. Нiкольського
[3]. За цiєю теоремою лiнiйний обмежений фредгольмовий оператор, який дiє у лiнiй-
них нормованих просторах, подається у виглядi суми неперервно оборотного та скiнчен-
новимiрного операторiв. Ф. С. Алiєв [4], а пiзнiше A. G. Ramm [5] узагальнили теорему
С. М. Нiкольського на випадок замкнених операторiв. Теорему, що узагальнює теорему
С. М. Нiкольського на випадок узагальнено-оборотних операторiв, якi є нетеровими, до-
вiв Ф. В. Аткiнсон [6]. За цiєю теоремою будь-який нетеровий оператор можна подати у
виглядi суми односторонньо оберненого та скiнченновимiрного операторiв.

Постановка задачi. Нехай L — лiнiйний обмежений оператор, який дiє з банахово-
го простору B1 у банаховий простiр B2, ядро N(L) та образ R(L) якого доповнювальнi
пiдпросторами XL та YL у просторах B1 та B2 вiдповiдно. Це означає, що оператор L є
узагальнено-оборотним [1].

Позначимо dimN(L) = µ, dimN(L∗) = ν, де µ та ν — додатнi цiлi числа або не-
скiнченнiсть. Залежно вiд значень µ та ν розрiзняють узагальнено-оборотнi оператори
таких класiв: фредгольмовi (µ = ν < ∞) [7], нетеровi (µ 6= ν, µ < ∞, ν < ∞) [8],
n-нормальнi (µ < ∞, ν = ∞) з доповнювальним образом R(L) [9], d-нормальнi (µ =
= ∞, ν < ∞) з доповнювальним ядром N(L) [9], топологiчно фредгольмовi (µ =
= ∞, ν = ∞, N(L) ∼= YL) [10], звiдно оборотнi (µ = ∞, ν = ∞), якщо оператор дiє з
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банахового простору B у B [11], топологiчно нетеровi (µ = ∞, ν = ∞) [10].
У цiй роботi ми доведемо теореми про загальний вигляд узагальнено-оборотних опе-

раторiв у банахових просторах, якi є топологiчно фредгольмовими та топологiчно нете-
ровими.

Попереднi вiдомостi. Нехай L : B1 → B2 — лiнiйний узагальнено-оборотний опера-
тор. Це означає, що iснують обмеженi проектори [12] PN(L) : B1 → N(L) та PYL

: B2 →
→ YL, якi iндукують розбиття B1 та B2 у прямi топологiчнi суми

B1 = N(L)⊕XL,
(1)

B2 = YL ⊕R(L)

замкнених пiдпросторiв N(L) та XL i YL та R(L). У подальшому клас лiнiйних обмеже-
них узагальнено-оборотних операторiв, якi дiють з банахового простору B1 у банаховий
простiр B2, будемо позначати GI(B1,B2).

Для пiдпросторiв N(L) та YL розглянемо три випадки [13]:
1. ПiдпростiрN(L) лiнiйно iзоморфний доповнювальному в YL пiдпростору Y1, N(L) ∼=

∼= Y1 ⊂ YL.

Це означає, що iснують лiнiйний обмежений оборотний оператор J1 : N(L) → Y1
такий, що J1N(L) = Y1, J

−1
1 Y1 = N(L), i обмежений проектор PY1 : B2 → B2, який

розбиває пiдпростiр YL у пряму топологiчну суму замкнених пiдпросторiв

YL = Y1 ⊕ Y2, (2)

де Y1 = PY1B2, Y2 = PY2B2, PY2 = (PYL
− PY1) — обмежений проектор.

2. Пiдпростiр YL лiнiйно iзоморфний доповнювальному в N(L) пiдпростору N1(L),
YL ∼= N1(L) ⊃ N(L).

У цьому випадку iснують лiнiйний обмежений оборотний оператор J2 : N1(L) → YL
такий, що J2N1(L) = YL, J

−1
2 YL = N1(L), i обмежений проектор PN1(L) : B1 → B1, що

розбиває пiдпростiр N(L) у пряму топологiчну суму замкнених пiдпросторiв

N(L) = N1(L)⊕N2(L),

деN1(L) = PN1(L)B1, N2(L) = PN2(L)B1,PN2(L) = PN(L)−PN1(L) — обмежений проектор.
3. Нуль-простiр N(L) лiнiйно iзоморфний пiдпростору YL, N(L) ∼= YL.

У цьому випадку iснує лiнiйний обмежений оборотний оператор J3 : N(L) → YL та-
кий, що J3N(L) = YL, J

−1
3 YL = N(L), тобто оператор J3 встановлює взаємно однозначну

вiдповiднiсть мiж елементами нуль-простору N(L) та YL.
Продовжуючи нулем оператори J1 та J3 на пiдпросторi XL, а оператор J2 на пiдпро-

сторi XL ⊕ N2(L), позначимо розширення операторiв Ji, i = 1, 2, 3, на простiр B1 че-
рез PY1 : B1 → Y1 ⊆ Y. Аналогiчно, продовжуючи нулем оператор J−1

1 на пiдпросторi
Y2 ⊕R(L), а оператори J−1

2 , J−1
3 на пiдпросторi R(L), позначимо розширення операторiв

J−1
i , i = 1, 2, 3, на простiр B2 через PN1(L) : B2 → N1(L) ⊆ N(L). У випадку 3 Y1 ≡ Y,

N1(L) ≡ N(L) i тому PY1 ≡ PY , PN1(L) ≡ PN(L).
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Лема 1 [13]. Нехай L ∈ GI (B1,B2) — топологiчно нетеровий оператор i викону-
ється одна з умов 1 або 2. Тодi оператор L = L+ PY1 має обмежений обернений

L
−1
l,r =

{
(L+ PY1)

−1
l − лiвий, якщо N(L) ∼= Y1 ⊂ YL,

(L+ PYL
)
−1

r − правий, якщо N(L) ⊃ N1(L) ∼= YL.

Загальний вигляд односторонньо обернених операторiв L
−1
l0,r0 дається формулою

L
−1
l0,r0 =

{
L

−1
l (IB2 − P̃Y2)− лiвий, якщо N(L) ∼= Y1 ⊂ YL,

(IB1 − P̃N2(L))L
−1
r − правий, якщо N(L) ⊃ N1(L) ∼= YL,

де P̃N2(L) : B1 → N2(L) i P̃Y2 : B2 → Y2 — довiльнi нескiнченновимiрнi обмеженi проек-
тори.

Наслiдок 1. Якщо L ∈ GI(B1,B2) — n-нормальний оператор, то оператор L =
= L+ PY1 має обмежений лiвий обернений

L
−1
l = (L+ PY1)−1

l .

Дiйсно, оскiльки нуль-простiрN(L) є скiнченновимiрним, а пiдпростiр YL — нескiнчен-
новимiрним, то N(L) iзоморфний скiнченновимiрному пiдпростору Y1 ⊂ YL. Таким чи-
ном, виконується умова N(L) ∼= Y1 ⊂ YL леми 1. Отже, оператор L має обмежений лiвий
обернений оператор L

−1
l .

Наслiдок 2. Якщо L ∈ GI(B1,B2) — лiнiйний обмежений d-нормальний оператор,
то оператор L = L+ PYL

має обмежений правий обернений

L
−1
r = (L+ PYL

)−1
r .

Дiйсно, оскiльки нуль-простiр YL є скiнченновимiрним, а пiдпростiрN(L) — нескiнчен-
новимiрним, то YL iзоморфний скiнченновимiрному пiдпростору N1(L) ⊂ N(L). Таким
чином, виконується умова N(L) ⊃ N1(L) ∼= YL леми 1. Отже, оператор L має обмежений
правий обернений оператор L

−1
r .

Зауваження 1. Якщо оператор L є нетеровим (indL 6= 0, µ 6= ν, µ < ∞, ν < ∞), то
лема 1 переходить у лему 3.4 [14, c. 66].

Зауваження 2. У гiльбертових просторах узагальнена оборотнiсть оператора еквiва-
лентна його нормальнiй розв’язностi. Крiм того, у гiльбертовому просторi будь-який пiд-
простiр є доповнювальним. Тому у гiльбертових просторах лема 1 справджується для лi-
нiйних обмежених нормально розв’язних операторiв. При цьому PYL

= PN(L∗), де PN(L∗)

— ортопроектор на нуль-простiр N(L∗) оператора L∗, який є спряженим до оператора L
i, вiдповiдно, PYL

= PN(L∗).
Для топологiчно фредгольмових операторiв маємо твердження, яке узагальнює вiдо-

му лему Е. Шмiдта для фредгольмових операторiв.
Лема 2. Нехай L ∈ GI(B1,B2) — топологiчно фредгольмовий оператор. Тодi опера-

тор L = L+ PYL
має обмежений обернений L

−1
.

Дiйсно, якщо оператор L є топологiчно фредгольмовим, то пiдпростiр N(L) iзоморф-
ний пiдпростору YL.У цьому випадку PY2 ≡ 0 i PN2(L) ≡ 0.Отже, нуль-простiр оператора
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L нульовий,N(L) = {0}, а образR(L) оператораL збiгається з усiм банаховим простором
B2. Таким чином, iснують i лiвий L

−1
l , i правий L

−1
r оберненi оператори до оператора L.

Отже, iснує єдиний обмежений обернений оператор L
−1

до оператора L.
При розглядi топологiчно фредгольмових операторiв у гiльбертових просторах ле-

ма 2 залишається справедливою, проте завдяки особливiй геометрiї гiльбертових просто-
рiв виникає ряд нюансiв, якi ми i розглянемо.

Нехай L : H1 → H2 — лiнiйний обмежений топологiчно фредгольмовий оператор,
який дiє з гiльбертового простору H1 у гiльбертовий простiр H2, i dimN(L) = ∞,
dimN(L∗) = ∞. Тодi пiдпростiр N(L) лiнiйно iзоморфний N(L∗).

Внаслiдок доповнювальностi у гiльбертовому просторi будь-якої замкненої множини
будь-який топологiчно фредгольмовий оператор є нормально розв’язним. Тому з леми 2
випливає такий наслiдок.

Наслiдок 3. Нехай L : H1 → H2 — нормально розв’язний оператор, dimN(L) = ∞,
dimN(L∗) = ∞, ядро N(L) iзоморфне ядру N(L∗). Тодi оператор L = L + PN(L∗) має
обмежений обернений.

Нехай, крiм того, гiльбертовi простори H1 та H2 сепарабельнi, L : H1 → H2 — лi-
нiйний обмежений нормально розв’язний оператор i dimN(L) = ∞, dimN(L∗) = ∞.
Оскiльки оператор L є лiнiйним i обмеженим, а отже, замкненим, то пiдпростори N(L)
i N(L∗) замкненi i сепарабельнi. Отже, N(L) та N(L∗) iзометрично iзоморфнi як нескiн-
ченновимiрнi сепарабельнi гiльбертовi простори [15, с. 238].

Таким чином, будь-який нормально розв’язний оператор, який дiє у сепарабельних
гiльбертових просторах, є топологiчно фредгольмовим.

У цьому випадку в лемi 2 вимога iзоморфностi пiдпросторiвN(L) таN(L∗) автоматич-
но виконується i з неї випливає такий наслiдок.

Наслiдок 4. Нехай L — нормально розв’язний оператор, який дiє з сепарабельного
гiльбертового простору H1 у сепарабельний гiльбертовий простiр H2. Тодi оператор
L = L+ PN(L∗) має обмежений обернений.

Зауваження 3. У випадку, коли L : B → B,

B = N(L)⊕R(L),

лема 2 переходить у вiдому лему для звiдно оборотних операторiв [11, c. 28].
Зауваження 4. Якщо оператор L є фредгольмовим (indL = 0, µ = ν 6= ∞), то лема 2

переходить у вiдому лему Е. Шмiдта [2, c. 340].
Основний результат. Розглянемо деякi спiввiдношення, що пов’язують проекториPN(L),

PYL
, лiнiйнi оператори PN1(L), PY1 та лiнiйнi обмеженi оператори L

−1
l,r .

Лема 3. Проектори PN(L) : B1 → N(L), PYL
: B2 → YL i оператори PN1(L) : B2 →

→ N1(L), PY1 : B1 → Y1 задовольняють такi спiввiдношення:
(а1) PYL

PY1 = PY1PN(L) = PY1 ,

(а2) PN(L)PN1(L) = PN1(L)PYL
= PN1(L),

(а3) PY1PN1(L) = PY1 ,

(а4) PN1(L)PY1 = PN1(L).

Доведення. Встановимо, наприклад, спiввiдношення (a1).
Нехай x ∈ B1. Тодi, з одного боку, PY1x ∈ Y1 ⊆ YL для будь-якого x ∈ B1, звiдки

PYL
PY1x = PY1x, оскiльки PYL

YL = YL. Отже, PYL
PY1 = PY1 .
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З iншого боку, PN(L)x ∈ N(L) ⊂ B1 для будь-якого x ∈ B1, звiдки PY1PN(L)x = PY1x

за означенням оператора PY1 . Отже, PY1PN(L) = PY1 .
Таким чином,

PYL
PY1 = PY1PN(L) = PY1 .

Iншi спiввiдношення доводяться аналогiчно.
Лема 4. Оператор L

−1
l,r задовольняє спiввiдношення

L
−1
l,r PY1 = PN(L),

PY1L
−1
l,r = PY1 .

(3)

Доведення. Нехай для визначеностi пiдпростiр N(L) iзоморфний пiдпростору Y1 ⊂
⊂ YL ⊂ B2. Тодi PY1 ≡ PYL

, iснує лiвий обернений оператор L
−1
l i виконуються спiввiд-

ношення [1]

L
−1
l L = IB1 ,

LL
−1
l = IB2 − PY2 ,

де IB1 , IB2 — тотожнi оператори, вiдповiдно, у просторах B1 та B2, PY2 = PYL
− PY1 —

обмежений проектор.
Оскiльки LPN(L) = 0 та PY2PY1 = 0 i за спiввiдношенням (а1) леми 3 PY1PN(L) = PY1 ,

то, застосувавши оператор L злiва до першого зi спiввiдношень (3), отримаємо тотож-
нiсть

PY1 = (IB2 − PY2)PY1 = LL
−1
l PY1 ≡ LPN(L) = LPN(L) + PY1PN(L) = PY1 ,

з якої маємо перше спiввiдношення з (3).
Оскiльки за спiввiдношенням (а1) леми 3 PYL

PY1 = PY1 та PYL
L = 0, то застосувавши

оператор L справа до другого зi спiввiдношень (3), отримаємо тотожнiсть

PY1 = PY1L
−1
l L ≡ PYL

L = PYL
L+ PYL

PY1 = PY1 ,

яка доводить друге спiввiдношення з (3).
Для випадку, коли пiдпростiр YL iзоморфний пiдпросторуN1(L) ⊂N(L) ⊂ B1 та iснує

правий обернений оператор L
−1
r , лема доводиться аналогiчно.

Лема 5. Оператор L
−1
l,r задовольняє спiввiдношення

PN(L)L
−1
l,r = PN1(L), (4)

LL
−1
l,r = IB2 − PYL

, (5)

L
−1
l,r PYL

= PN1(L), (6)

L
−1
l,r L = IB1 − PN(L). (7)
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Доведення. Нехай для визначеностi нуль-простiр N(L) iзоморфний пiдпростору Y1 ⊂
⊂ YL. Тодi PN1(L) = PN(L) i за лемою 1 iснує лiвий обернений оператор L

−1
l , який задо-

вольняє спiввiдношення [1]

LL
−1
l = IB2 − PY2 ,

L
−1
l L = IB1 ,

де PY2 = PYL
− PY1 — обмежений проектор.

Оскiльки PN1(L) = PN(L), то за лемою 3 PN(L)PY1 = PN(L). Застосувавши справа
оператор L+ PY1 до обох частин рiвностi (4) та врахувавши, що PN(L)L = 0, отримаємо
тотожнiсть

PN(L) = PN(L)L
−1
l L ≡ PN(L)(L+ PY1) = PN(L)L+ PN(L)PY1 = PN(L),

яка доводить це спiввiдношення.
Оскiльки за лемою 3 PYL

PY1 = PY1 , а PYL
Lx = 0, то, застосувавши справа оператор

L+ PY1 до обох частин рiвностi (5), отримаємо тотожнiсть

L = LL
−1
l L ≡ (IB2 − PYL

) (L+ PY1) =

= L+ PY1 − PYL
L− PYL

PY1 = L+ PY1 − PY1 = L,

яка доводить це спiввiдношення
Оскiльки, P2

YL
= PYL

i LPN(L) = 0, то, застосувавши злiва оператор L до обох частин
рiвностi (6) i використавши спiввiдношення (5), отримаємо тотожнiсть

0 = (IB2 − PYL
)PYL

= LL
−1
l PYL

≡ LPN(L) = 0,

яка доводить рiвнiсть (6).
Застосувавши справа операторL

−1
l до обох частин рiвностi (7) i використавши рiвнос-

тi (4) – (6), отримаємо тотожнiсть

L
−1
l − PN(L) = L

−1
l IB2 − L

−1
l PYL

= L
−1
l LL

−1
l ≡ (IB1 − PN(L))L

−1
l =

= IB1L
−1
l − PN(L)L

−1
l = L

−1
l − PN(L),

яка доводить це спiввiдношення.
Для випадку, коли пiдпростiр YL лiнiйно iзоморфний доповнювальному вN(L) пiдпро-

стору N1(L), YL ∼= N1(L) ⊃ N(L), лема доводиться аналогiчно.
Лему доведено.
Зауваження 5. Якщо оператор L є топологiчно фредгольмовим, то PN1(L) ≡ PN(L),

PY1 ≡ PYL
, L

−1
l,r = L

−1
i леми 3 – 5 будуть справедливими.

Використовуючи леми 3 – 5, доведемо теорему про загальний вигляд топологiчно не-
терових операторiв у банахових просторах.

Теорема 1. Нехай L ∈ GI(B1,B2)− лiнiйний обмежений оператор. Для того щоб опе-
ратор L : B1 → B2 був топологiчно нетеровим з нуль-простором N(L), iзоморфним
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пiдпростору Y1 ⊂ YL (з пiдпростором YL, iзоморфним пiдпростору N1(L) ⊂ N(L)), не-
обхiдно i достатньо, щоб iснували обмежений оператор U : B2 → B1, обмежений про-
ектор PY1 : YL → Y1 (обмежений проектор PN1(L) : N(L) → N1(L)), нескiнченновимiрнi
обмеженi проектори K1 : B1 → B1, K2 : B2 → B2 такi, що

UL = IB1 −K1, (8)

LU = IB2 −K2. (9)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай L ∈ GI(B1,B2) — топологiчно нетеровий оператор
i для визначеностi нуль-простiр N(L) iзоморфний пiдпростору Y1 ⊂ YL. Покажемо, що
за оператор U можна взяти лiвий обернений оператор L

−1
l , за K1 — оператор PN(L), а за

K2 — оператор PYL
.

За лемою 1 обмежений лiвий обернений оператор L
−1
l iснує, отже [1],

L
−1
l L = IB1 , (10)

LL
−1
l = IB2 − PY2 . (11)

Оскiльки за лемою 4 L
−1
l PY1 = PN(L), то iз спiввiдношення (10) маємо рiвнiсть

L
−1
l L = L

−1
l (L+ PY1) = L

−1
l L+ L

−1
l PY1 = L

−1
l L+ PN(L) = IB1 ,

з якої отримуємо спiввiдношення (8).
Тепер доведемо спiввiдношення (9). Iз спiввiдношення (11) на пiдставi леми 2 маємо

рiвнiсть

LL
−1
l = (L+ PY1)L

−1
l = LL

−1
l + PY1 L

−1
l = LL

−1
l + PY1 = IB2 − PY2 ,

з якої з урахуванням (1), (2) отримуємо спiввiдношення (9).
Достатнiсть. Нехай iснують оператор U та проектори K1 i K2, для яких викону-

ються умови (8) та (9). Нехай, як i ранiше, U = L
−1
l — лiнiйний обмежений оператор,

K1 = PN(L) та K2 = PYL
— лiнiйнi нескiнченновимiрнi обмеженi проектори.

Розглянемо рiвняння Lx = 0. Застосувавши до нього оператор U злiва i врахувавши
при цьому (8), отримаємо

ULx = L
−1
l Lx = (IB1 −K1)x = 0,

тобто x = K1x.
Оскiльки K1 — нескiнченновимiрний обмежений проектор, то за K1 можна взяти

проектор PN(L). У цьому випадку рiвняння Lx = 0 має розв’язок x = PN(L)x̄, де x̄ —
довiльний елемент банахового простору B1, x ∈ N(L). Таким чином, dim N(L) = ∞.

Далi розглянемо неоднорiдне рiвняння Lx = y. Нехай x = Uz. Тодi з рiвностi (9)
маємо

Lx = LUz = LL
−1
l z = (IB2 −K2)z = y.
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За умовою теоремиK2 — нескiнченновимiрний обмежений проектор у просторi B2.В
якостi K2 можна взяти проектор PYL

. Однорiдне рiвняння (IB2 −PYL
)z = 0 має розв’язок

z = PYL
z̄, де z̄ — довiльний елемент банахового простору B2. Звiдси маємо dim YL = ∞.

Таким чином, оператор L є топологiчно нетеровим.
Теорему доведено.
Зауваження 6. Якщо оператор K1 : B1 → B1 є скiнченновимiрним, а оператор K2 :

B2 → B2 — обмеженим нескiнченновимiрним, то теорема 1 переходить у теорему 1 [16]
для узагальнено-оборотних n-нормальних операторiв. Якщо ж оператор K1 : B1 → B1 є
обмеженим нескiнченновимiрним, а оператор K2 : B2 → B2 — скiнченновимiрним, то
теорема 1 переходить у теорему 2 [16] для узагальнено-оборотних d-нормальних опера-
торiв.

Зауваження 7. Якщо оператори K1 : B1 → B1 та K2 : B2 → B2 є скiнченновимiрни-
ми, то оператор L — нетеровий. Тодi теорема 1 переходить у теорему Ф. В. Аткiнсона [6].

Далi сформулюємо теорему про загальний вигляд топологiчно фредгольмових опе-
раторiв у банахових просторах, яка узагальнює вiдому теорему С. М. Нiкольського про
загальний вигляд фредгольмових операторiв.

Теорема 2. Нехай L ∈ GI(B1,B2) — лiнiйний обмежений оператор. Для того щоб
оператор L : B1 → B2 був топологiчно фредгольмовим, необхiдно i достатньо, щоб
iснували обмежений оборотний оператор U : B2 → B1, нескiнченновимiрнi обмеженi
проектори K1 : B1 → B1, K2 : B2 → B2 такi, що

UL = IB1 −K1, (12)

LU = IB2 −K2. (13)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай L — топологiчно фредгольмовий оператор. Тодi
N1(L) ≡ N(L), Y1 ≡ YL i, вiдповiдно, PN1(L) ≡ PN(L), PY1 ≡ PYL

.

Покажемо, що за оператор U можна взяти оператор L
−1
, за K1 — оператор PN(L), а

за K2 — оператор PYL
.

За лемою 2 обернений оператор L
−1

iснує, отже,

L
−1
L = IB1 , (14)

LL
−1

= IB2 . (15)

Оскiльки PY1 ≡ PYL
, а за лемою 3 L

−1PYL
= PN(L), то iз спiввiдношення (14) отри-

муємо рiвнiсть

L
−1
L = L

−1
(L+ PYL

) = L
−1
L+ L

−1PYL
= L

−1
L+ PN(L) = IB1 ,

з якої випливає спiввiдношення (12).
Тепер доведемо спiввiдношення (13). Iз спiввiдношення (15) з урахуванням лем 2 та 3

отримуємо рiвнiсть

LL
−1

= (L+ PYL
)L

−1
= LL

−1
+ PYL

L
−1

= LL
−1

+ PYL
= IB2 ,
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з якої маємо спiввiдношення (13).
Достатнiсть. Нехай iснують оператор U i проектори K1 i K2, для яких виконуються

умови (12) та (13). Нехай, як i ранiше, U = L
−1

— лiнiйний обмежений оператор, K1 =
= PN(L) та K2 = PYL

— лiнiйнi нескiнченновимiрнi обмеженi проектори.
Розглянемо рiвняння Lx = 0. Застосувавши до нього оператор U злiва i врахувавши

(12), отримаємо

ULx = L
−1
Lx = (IB1 −K1)x = 0,

тобто x = K1x.

Таким чином, K1 — нескiнченновимiрний обмежений проектор, тому за K1 можна
взяти проектор PN(L). У цьому випадку рiвняння Lx = 0 має розв’язок x = PN(L)x̄, де x̄
— довiльний елемент банахового простору B1, x ∈ N(L). Отже, dim N(L) = ∞.

Далi розглянемо неоднорiдне рiвняння Lx = y. Нехай x = Uz. Тодi з рiвностi (13)
маємо

Lx = LUz = LL
−1
z = (IB2 −K2)z = y.

За умовою теореми K2 — нескiнченновимiрний обмежений оператор у просторi B2.
За K2 можна взяти проектор PYL

. Однорiдне рiвняння (IB2 −K2)z = 0 має розв’язок z =
= PYL

z̄, де z̄ — довiльний елемент банахового простору B2. Звiдси маємо dim YL = ∞.
Оскiльки PYL

: B1 → YL, а за лемою 4 L
−1PYL

= PN(L), то оператор L
−1

вста-
новлює взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж пiдпросторами N(L) та YL. Таким чином,
оператор L є топологiчно фредгольмовим.

Теорему доведено.

Лiтература

1. Гохберг И. Ц., Крупник Н. Я. Введение в теорию одномерных сингулярных интегральных операто-
ров. — Кишинев: Штиинца, 1973. — 426 с.

2. Вайнберг М. М., Треногин В. А. Теория ветвления решений нелинейных уравнений. — М.: Наука,
1969. — 527 с.

3. Никольский С. М. Линейные уравнения в линейных нормированных пространствах // Изв. АН СССР.
— 1943. — 7, № 3. — C. 147 – 163.

4. Алиев Ф. С. Обобщение теоремы С. М. Никольского на случай замкнутого оператора // Докл. АН
Аз ССР. — 1960. — 16, № 1. — C. 7 – 11.

5. Ramm A. G. A simple proof of the Fredholm alternative and a characterization of the Fredholm operators
// Amer. Math. Mon. — 2001. — 108, № 9. — P. 855 – 860.

6. Аткинсон Ф. В. Нормальная разрешимость линейных уравнений в нормированных пространствах //
Мат. сб. Нов. сер. — 1951. — 28, № 1. — C. 3 – 14.

7. Fredholm I. Sur une Classe d’equations fonctionnelles // Acta Math. — 1903. — 27. — P. 265 – 390.
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