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We use a step-by-step method to prove solvability of a nonlocal problem for an autonomous quasilinear
parabolic pseudodifferential equation with nonsmooth symbols and deviation in the argument.

Для автономных квазилинейных параболических псевдодифференциальных уравнений с неглад-
кими символами и с отклонением аргумента методом шагов доказывается разрешимость не-
локальной задачи.

Вступ. При вивченнi моделей та описiв рiзних проблем теорiї автоматичного керуван-
ня, автоматики i телемеханiки, радiолокацiї, радiонавiгацiї, електрозв’язку, теоретичної
кiбернетики, ракетної технiки, термоядерного синтезу, бiологiї, економiки i медицини
зустрiчаються диференцiальнi рiвняння, в якi невiдома функцiя та її похiднi входять, вза-
галi кажучи, при рiзних значеннях аргументу i якi називаються диференцiальними рiвнян-
нями з аргументом, що вiдхиляється (ДРВА). Окремi рiвняння iз звичайними похiдними
з’явилися у працях Кондорсе (1771 р.), а систематичне вивчення таких рiвнянь розпоча-
лося у працях А. Д. Мишкiса, Е. М. Райта, Р. Беллмана у зв’язку iз потребами прикладних
наук (див. [1] i наведену там бiблiографiю). У статтi [2] наведено короткий огляд мето-
дiв дослiдження просторових нелокальних ефектiв, що виникають за рахунок запiзнення
в дифузiйних моделях деякої популяцiї, помiщеної в обмежену або необмежену область.
Широке їх застосування сприяло збiльшенню iнтересу до теорiї цих рiвнянь, що вияви-
лося у великiй кiлькостi опублiкованих робiт, присвячених ДРВА. Класичними в областi
ДРВА стали працi численної школи українських математикiв Ю. О. Митропольського,
А. М. Самойленка, М. О. Перестюка.

Задачу Кошi для параболiчних псевдодиференцiальних рiвнянь (ППДР), визначених
С. Д. Ейдельманом i Я. М. Дрiнем в [3 – 5], що мiстить вiдхилення аргументу, вперше роз-
глянуто у статтi [6]. При цьому розглядалися автономнi квазiлiнiйнi ППДР i методом кро-
кiв доводилася розв’язнiсть задачi Кошi. Нелокальнi задачi для ППДР в рiзних аспектах
вивчалися у працях В. В. Городецького i Я. М. Дрiня [7 – 14], а для автономних квазiлi-
нiйних ППДР з вiдхиленням аргументу нелокальна задача анонсована в [15] i детально
розглядається вперше.

1. Постановка задачi. Знайти розв’язок квазiлiнiйної нелокальної задачi

∂u(x, t)

∂t
+ (Au)(x, t) = f(x, t, µu(x, t− h)− νu(x, T + t− h)), (1)
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x ∈ Rn, t > h > 0, T >> h,

µu(x, t) = νu(x, T + t) + u0(x, t), x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ h, (2)

де u — шукана, а f, u0 — вiдомi неперервнi i обмеженi функцiї, µ > ν > 0, h, T — фiк-
сованi параметри, A — псевдодиференцiальна операцiя (ПДО) з символом a : Rn → R,
однорiдним порядку γ > 0 i нескiнченно диференцiйовним по σ при σ 6= 0 (точка σ = 0 є
точкою негладкостi символу a(σ)).

Припустимо, що символ a : Rn → R задовольняє умову негладкостi в нулi, однорiдно-
стi a ∈ C∞(Rn \ {0}), a(λσ) = λγa(σ), λ > 0, γ > 0, елiптичностi

Re a(σ) ≥ a0 > 0, σ ∈ Rn, |σ| = 1, (3)

|Dχ
σa(σ)| ≤ C|σ|γ−|χ|, σ 6= 0, γ > 0. (4)

При цьому ПДО A трактується як гiперсингулярний iнтеграл (ГСI) [16] — iнтеграл з
особливiстю, порядок якої вищий за розмiрнiсть простору i регуляризований за допо-
могою скiнченних рiзниць. Припустимо також, що для будь яких ε > 0, x ∈ Rn, t > 0
iснують C > 0 i β, 0 < β ≤ γ − ε, такi, що

|u0(x, t)| ≤ C(1 + |x|)β.

Якщо Π ≡ {(x, t, u)|x ∈ Rn, t > 0, u ∈ C
[γ]+1,1
x,t }, [γ] — цiла частина γ > 0, то для

будь-яких ε > 0, (x, t, u) ∈ Π iснують C > 0, β ≤ γ − ε, f : Π → R, f ∈ C(Π) такi, що

|f(x, t, u)| ≤ C(1 + |x|)β, |f(x, t, u)− f(y, t, u)| ≤ C|x− y|λ, 0 < λ < 1.

На шукану функцiю u накладаються умови по аргументах x ∈ Rn та t > 0, а залеж-
нiсть її вiд T означає, що мова йде про нелокальну задачу, пов’язану iз заданням ви-
хiдної множини для цiєї нелокальної задачi (1), (2). Якщо функцiя u ∈ S(Rn) × C1

t , а
Fx→σ[u(x, t)](σ, t) ≡ v(σ, t), F−1

σ→x[v(σ, t)](x, t) ≡ u(x, t) — вiдповiдно пряме i обернене пе-
ретворення Фур’є функцiї u, то

Au(x, t) ≡ F−1
σ→x[a(σ)Fx→σ[u(x, t)]], x ∈ Rn, t > 0,

— псевдодиференцiальна операцiя з символом a : Rn → R. Якщо функцiя u належить
C

[γ]+1,1
x,t , γ ≥ 1, то ПДО A визначена в [16] i трактується як гiперсингулярна операцiя.

2. Метод крокiв. Методом крокiв зводимо нелокальну задачу для псевдодиференцi-
ального рiвняння з аргументом, що вiдхиляється, до нелокальної задачi для рiвняння без
вiдхилення аргументу. Нехай mh ≤ t ≤ (m + 1)h, x ∈ Rn. Тодi задача (1), (2) набирає
вигляду

∂u(x, t)

∂t
+ (Au)(x, t) = f(x, t, u0(x, t−mh)), x ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h, (5)

µu(x,mh) = νu(x, T +mh) + u0(x,mh), x ∈ Rn. (6)
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Позначимо f(x, t, u0(x, t−mh)) ≡ f0(x, t, t−mh).
Розв’язок задачi (5), (6) формально шукаємо за допомогою перетворення Фур’є по

просторових змiнних i отримуємо таку задачу:

dv(σ, t)

dt
+A(σ)v(σ, t) = f̃0(σ, t, t−mh), σ ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h, (7)

µv(σ,mh) = νv(σ, T +mh) + ũ0(σ,mh), σ ∈ Rn. (8)

Загальний розв’язок рiвняння (7) набирає вигляду

v(σ, t) = Ce−a(σ)t +

t∫
mh

e−a(σ)(t−τ)f̃0(σ, τ, τ −mh)dτ, (9)

σ ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Пiдставивши (9) у (8), отримаємо вираз для C:

C =
ν

µ− νe−a(σ)T

T+mh∫
mh

e−a(σ)(T−τ)f̃0(σ, τ, τ −mh)dτ +
ea(σ)mh

µ− νe−a(σ)T
ũ0(σ,mh).

Тодi розв’язок задачi (7), (8) набирає вигляду

v(σ, t) =
ν

µ− νe−a(σ)T

T+mh∫
mh

e−a(σ)(T+t−τ)f̃0(σ, τ, τ −mh) dτ +
e−a(σ)(t−mh)

µ− νe−a(σ)T
ũ0(σ,mh)+

+

t∫
mh

e−a(σ)(t−τ)f̃0(σ, τ, τ −mh) dτ, σ ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h. (10)

Останнiй доданок iз (10) запишемо як суму

µ

µ− νe−a(σ)T

t∫
mh

e−a(σ)(t−τ)f̃0(σ, τ, τ−mh)dτ− ν

µ− νe−a(σ)T

t∫
mh

e−a(σ)(T+t−τ)f̃0(σ, τ, τ−mh)dτ

i, пiдставивши у (10), отримаємо

v(σ, t) =
ν

µ− νe−a(σ)T

T+mh∫
t

e−a(σ)(T+t−τ)f̃0(σ, τ, τ −mh)dτ+

+
µ

µ− νe−a(σ)T

t∫
mh

e−a(σ)(t−τ)f̃0(σ, τ, τ −mh)dτ+

+
1

µ− νe−a(σ)T
e−a(σ)(t−mh)ũ0(σ,mh), σ ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h. (11)
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Розв’язок задачi (5), (6) набирає вигляду

u(x, t) = (2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)}v(σ, t)dσ= (2π)−n
∫
Rn

ν

µ− νe−a(σ)T
exp{i(x, σ)} dσ×

×
T+mh∫
t

exp{−a(σ)(T + t− τ)}f̃0(σ, τ, τ −mh)dτ+

+ (2π)−n
∫
Rn

µ

µ− νe−a(σ)T
exp{i(x, σ)}dσ

t∫
mh

exp{−a(σ)(t− τ)}f̃0(σ, τ, τ −mh)dτ+

+ (2π)−n
∫
Rn

1

µ− νe−a(σ)T
exp{i(x, σ)} exp{−a(σ)(t−mh)}ũ0(σ,mh)dσ ≡

≡ J1 + J2 + J3, (12)

де

f̃0(σ, τ, τ −mh) =

∫
Rn

exp{−i(ξ, σ)}f0(ξ, τ, τ −mh)dξ,

ũ0(σ,mh) =

∫
Rn

exp{−i(ξ, σ)}u0(ξ,mh)dξ, x ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Розглянемо кожен iнтеграл у формулi (12) окремо. Функцiя

J1 =

T+mh∫
t

dτ

∫
Rn

G1(x− ξ, t− τ, T )f0(ξ, τ, τ −mh)dξ, (13)

де

G1(x− ξ, t− τ, T ) =
ν

µ

∞∑
k=0

(
ν

µ

)k
G1
k(x− ξ, t− τ, T ), (14)

а

G1
k(x− ξ, t− τ, T ) ≡ (2π)−n

∫
Rn

ei(x−ξ,σ)−a(σ)((k+1)T+t−τ)dσ, (15)

k = 0, 1, 2, . . . , x ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Отже, з урахуванням (14), (15) функцiя J1 iз (13) набирає вигляду

J1(x, t, T,mh) ≡ ν

µ

∞∑
k=0

(
ν

µ

)k T+mh∫
t

dτ

∫
Rn

G1
k(x− ξ, t− τ, T )f0(ξ, τ, τ −mh)dξ, (16)
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x ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Функцiя

J2 =

t∫
mh

dτ

∫
Rn

G2(x− ξ, t− τ)f0(ξ, τ, τ −mh) dξ, (17)

де

G2(x− ξ, t− τ) =

∞∑
k=0

(
ν

µ

)k
G2
k(x− ξ, t− τ, T ), (18)

G2
k(x− ξ, t− τ, T ) ≡ (2π)−n

∫
Rn

ei(x−ξ,σ)−a(σ)(kT+t−τ)dσ, (19)

x ∈ Rn, ξ ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Пiдставляючи (18), (19) у (17), отримуємо

J2(x, t, T,mh) ≡
∞∑
k=0

(
ν

µ

)k t∫
mh

dτ

∫
Rn

G2
k(x− ξ, t− τ, T )f0(ξ, τ, τ −mh)dξ, (20)

x ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Функцiя

J3 =

∫
Rn

G3(x− ξ, t−mh)u0(ξ,mh)dξ, (21)

де

G3(x− ξ, t−mh) =
1

µ

∞∑
k=0

(
ν

µ

)k
G3
k(x− ξ, t−mh, T ), (22)

а

G3
k(x− ξ, t−mh, T ) ≡ (2π)−n

∫
Rn

ei(x−ξ,σ)−a(σ)(kT+t−mh)dσ, (23)

k = 0, 1, 2, . . . , x ∈ Rn, ξ ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Пiдставляючи (22) i (23) в (21), одержуємо

J3(x, t, T,mh) ≡ 1

µ

∞∑
k=0

(
ν

µ

)k ∫
Rn

G3
k(x− ξ, t−mh, T )u0(ξ,mh)dξ, (24)

x ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.
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3. Дослiдження властивостей функцiй Gi, i = 1, 2, 3, та дiї на них диференцiальних i
псевдодиференцiальних операцiй. Справджується така теорема.

Теорема 1. Розв’язок задачi (5), (6) набирає вигляду суми (12), де доданки визначенi
формулами (16), (20) та (24).

Доведення. Для доведення потрiбно провести оцiнювання функцiй Gik, k = 0, 1, 2, . . . ,
i = 1, 2, 3, та за допомогою них оцiнити функцiї Gi, i = 1, 2, 3, iз (14), (18), (22).

Оскiльки Gi, i = 1, 2, 3, виражаються через Gik, k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2, 3, а останнi
вiдрiзняються лише множниками бiля a(σ), то досить розглянути одну з них, наприклад
G3
k, k = 0, 1, . . . , де

G3
k(x, t, T ) = (2π)−n

∫
Rn

ei(x,σ)−a(σ)(kT+t)dσ, k = 0, 1, . . . .

Оскiльки для будь-яких σ ∈ Rn, t0 > 0 i t ≥ t0

| exp{i(x, σ)− a(σ)(kT + t)}| ≤ exp{−a(σ)(kT + t0)}, k = 0, 1, . . . ,

то для довiльної смуги Π̃t0 ≡ {(x, t)|0 < t0 ≤ t ≤ T̃ , x ∈ Rn} iнтеграл (22) збiгається рiв-
номiрно i тому функцiїG3

k, k = 0, 1, . . . , є неперервними в Π̃0 ≡ {(x, t)|0 < t ≤ T̃ , x ∈ Rn}.
Аналогiчно доводиться диференцiйовнiсть по t функцiй G3

k, k = 0, 1, . . . . Для Gik(t, x),
k = 0, 1, . . . , i = 1, 2, 3, позначимо x ≡ x − ξ, а tk ≡ (k + 1)T + t − τ для G1

k iз (15),
tk ≡ kT + t− τ для G2

k iз (19) i tk ≡ kT + t−mh для G3
k iз (22). Для функцiй Gik, k = 1, 2, 3,

i = 1, 2, 3, правильними є оцiнки [16, 17]

|Dχ
xG

i
k(x, t)| ≤ Cχtk(t

1/γ
k + |x|)−(n+γ+|χ|), (25)

|DtG
i
k(x, t)| ≤ C(t

1/γ
k + |x|)−(n+γ). (26)

Використавши (25), (26), для Gi при i = 2 отримаємо

|Dχ
xG

i(x, t)| ≤ Cχ

∞∑
k=0

(
ν

µ

)k tk

(t
1/γ
k + |x|)n+γ+|χ|

, (27)

|DtG
i(x, t)| ≤ C

∞∑
k=0

(
ν

µ

)k
(t

1/γ
k + |x|)−(n+γ), (28)

для Gi при i = 1 перед сумою є множник
ν

µ
, а для Gi при i = 3 — множник

1

µ
.

Врахувавши (27), (28), для i = 1, 2, 3 отримаємо рiвностi(
∂

∂t
+A

)
Gi(x, t) = 0, (29)

якi при a(σ) ≡ |σ| перевiряються безпосередньо.
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Справджуються рiвностi∫
Rn

Gi(x− y, t)dy =
Ci

µ− ν
, i = 1, 2, 3, (30)

де C1 = ν, C2 = µ, C3 = 1, якi випливають iз (29). Враховуючи (26), iз (30) отримуємо∫
Rn

∂

∂t
Gi(x− y, t)dy = 0, i = 1, 2, 3. (31)

Оцiнки (25) забезпечують збiжнiсть iнтегралiв (13), (17), (21) для степенево зростаю-
чих функцiй u0 та f (див. п. 1).

4. Дослiдження властивостей функцiї u та дiї на неї диференцiальних i псевдодифе-
ренцiальних операцiй. Функцiя u, визначена рiвнiстю (12), є сумою трьох доданкiв, ви-
значених для x ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m + 1)h. Розглянемо кожен доданок окремо. Iнтег-
рал J3 iз (21) можна диференцiювати по t та застосовувати до нього ПДО A пiд знаком
iнтеграла [16]. Законнiсть таких операцiй забезпечується оцiнками функцiїG3, її похiдних
(25) – (28). Враховуючи (29), отримуємо(

∂

∂t
+A

)
J3 = 0. (32)

Розглянемо J2, визначений виразом (17), i запишемо його у виглядi суми

J2 =

t∫
mh

dτ

∫
Rn

G2
0(x− ξ, t− τ)f0(ξ, τ, τ −mh)dξ+

+

t∫
mh

∞∑
k=1

(
ν

µ

)k
G2
k(x− ξ, t− τ, T )f0(ξ, τ, τ −mh) dξ ≡ J20 + J21, (33)

x ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Iснування похiдної по t i формулу

∂

∂t
J20 =

t∫
mh

dτ

∫
Rn

∂

∂t
G2

0(x− ξ, t− τ)[f0(ξ, τ, τ −mh)− f0(x, τ, τ −mh)] dξ+

+ f0(x, t, t−mh), x ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h, (34)

встановлено в [5, 16, 18]. Має мiсце формула

∂

∂t
J21 =

t∫
mh

dτ

∫
Rn

∞∑
k=1

(
ν

µ

)k ∂
∂t
G2
k(x− ξ, t− τ, T )f0(ξ, τ, τ −mh)dξ+

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2015, т . 18, N◦ 2



НЕЛОКАЛЬНА ЗАДАЧА ДЛЯ АВТОНОМНИХ . . . 207

+

∫
Rn

∞∑
k=1

(
ν

µ

)k
G2
k(x− ξ, 0, T )f0(ξ, τ, τ −mh)dξ, x ∈ Rn, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h. (35)

Розглянемо J1, визначений виразом (13). Як i для J2, похiдну вiд функцiї J1 по t можна
обчислювати за формулою похiдної вiд iнтеграла, залежного вiд параметра t, у випадку,
коли межi iнтеграла також залежать вiд цього параметра t. Об’єднуючи формули (34),
(35), отримуємо вираз для похiдної по t суми J1 + J2.

Треба встановити формулу для дiї ГСIDα
Ω на функцiї J1, J2, визначенi формулами (13)

i (20) вiдповiдно [16]. При цьому слiд розрiзняти випадки α < γ i α = γ.У першому випад-
ку можна застосовувати ГСIDα

Ω безпосередньо пiд знаком iнтеграла, а в другому випадку
потрiбно створювати спецiальну формулу, яка вимагає розумiння ГСI Dα

Ω як границi при
ε → 0 Dγ

Ω,ε [16].
ОскiлькиAαΩ дiє по аргументу x, вiд якого залежать функцiїGi, i = 1, 2, 3, то спочатку

треба вивчити дiю ГСIDα
Ω на функцiїGi, i = 1, 2, 3.Для цього потрiбно мати оцiнку ∆l

hG
i,

i = 1, 2, 3, при |h| ≤ (t− µ)1/γ та при |h| ≥ (t− µ)1/γ .
Враховуючи рiзнi зображення для скiнченних рiзниць та оцiнки (25), отримуємо, що

при малих h (зокрема, при |h| ≤ (t− µ)1/γ) виконуються нерiвностi

|(∆l
hG

i)(t, T, x, µ)| ≤ C|h|[α]+1
∞∑
k=0

µ−k−1×

×
l∑

ν=0

t+ kT

[(t+ kT )1/γ + |x− θννh|]n+γ+[α]+1
, i = 1, 2, 3, (36)

а при великих h (зокрема, при |h| ≥ (t− µ)1/γ) отримуємо

|(∆l
hG

i)(t, T, x, µ)| ≤ C
∞∑
k=0

µ−k−1
l∑

ν=0

t+ kT

[(t+ kT )1/γ + |x− νh|]n+γ
, i = 1, 2, 3. (37)

Зауважимо, що оцiнка (36) забезпечує збiжнiсть ГСI Dα
ΩG

i, i = 1, 2, 3, при |h| ≤ 1, а
(37) — його збiжнiсть при |h| ≥ 1. Вони iснують, якщо символ ПДО a(σ) має гладкiсть
порядку N = 2n+ 2[γ] + 1. Тодi гладкiсть Gi, i = 1, 2, 3, має порядок N − 2n− [γ], γ ≥ 1;
при 0 < γ < 1 символ вважається нескiнченно гладким по просторових змiнних.

Iз цих оцiнок та теореми Фубiнi при α < γ отримуємо, що ГСI Dα
ΩJ2 є абсолютно

збiжним i його можна застосовувати пiд знаком iнтеграла

(Dα
ΩJ2) =

t∫
mh

dτ

∫
Rn

G2
Ω(t− τ, T, x− ξ, µ)f(τ, ξ)dξ, (38)

де

Dα
ΩG

2
Ω = (2π)−n

∞∑
k=0

(
ν

µ

)k ∫
Rn

Ω̃(σ) exp{i(x− ξ, σ)− a(σ)(kT + t− τ)} dσ, (39)

(t, x) ∈ Π, µ > 1.
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Використовуючи (39), можна переконатися, що формула (38) є правильною для цi-
лого непарного α < γ i парної характеристики Ω. Зауважимо, що коли за символом
a(σ) ≡ aα(σ) будувати символ Ω̃(σ), то Ω̃(σ) = aα(σ), σ ∈ Rn, де aα — символ ПДО
порядку однорiдностi α < γ. Тут ГСI Dα

Ω з характеристикою Ω є бiльш ширшим операто-
ром i його символ визначається формулою [16]

Ω̃(x, ξ) =
1

dnl(α)

∫
Rn

h|−n−α(1− exp{iξh})lΩ
(
x;

h

|h|

)
dh.

Розглянемо тепер ГСI порядку γ з символом Ω̃(σ). Якщо ПДО побудовано за сим-
волом aγ(σ), то Ω̃(σ) = aγ(σ). Додатково потрiбно припускати, що Ω̃(σ) має при σ 6= 0
N ≥ 2n+2[γ]+1 неперервних похiдних, якщо γ ≥ 1, або є нескiнченно диференцiйовною
функцiєю при 0 < γ < 1, Ω̃(σ) 6= 0 при σ 6= 0 i

|Dæ
σ Ω̃(σ)| ≤ Cn|σ|γ−|æ|.

Окремо розглянемо випадок цiлого γ. Тодi при непарному γ i парнiй характеристицi Ω̃ не
є полiномом по σ. Припустимо, що в розкладi за сферичними гармонiками

[Ω̃(σ)]−1 =
∞∑
ν=0

δ2ν∑
µ=1

C2ν,µY2ν,µ(σ), |σ| = 1,

коефiцiєнти C2ν,µ = 0, якщо γ = 2 + 2ν + 2k, k = 0, 1, 2, . . . . Якщо Ω̃ є полiномом по σ, то
цей випадок не розглядається, тому що вiн охоплюється теорiєю параболiчних диферен-
цiальних рiвнянь [19, 20].

Зауважимо також, що функцiя G визначається через G1
k iз (15), а до всiх решти додан-

кiв ГСI Dγ
Ω можна застосувати безпосередньо пiд знаком iнтеграла.

Теорема 2. При вказаних вище умовах на Ω̃(σ) ГСI Dγ
ΩJ2 iснує в сенсi умовної збiжно-

стi [16] i

(Dγ
ΩJ2) =

t∫
mh

dτ

∫
Rn

G2
0Ω(x− ξ, t− τ, T )(f0(ξ, τ, τ −mh)− f0(x, τ, τ −mh))dξ+

+
∞∑
k=1

(
ν

µ

)k t∫
mh

dτ

∫
Rn

G2
kΩ(x− ξ, t− τ + kT, T )f0(ξ, τ, τ −mh)dξ, (40)

а ГСI Dγ
ΩJ1 — в звичайному сенсi i

(Dγ
ΩJ1) =

T+mh∫
t

dτ

∫
Rn

G1
Ω(x− ξ, t− τ, T )f0(ξ, τ, τ −mh)dξ, (t, x) ∈ Π. (41)
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Доведення. Нехай 0 < θ < 1 i позначимо

Jθ20 ≡
t−θ∫
mh

dτ

∫
Rn

G2
0Ω(x− ξ, t− τ)f0(ξ, τ, τ −mh)dξ.

Iз (36) i (37) випливає абсолютна збiжнiсть ГСI Dγ
ΩJ

θ
20 i формула

Dγ
ΩI

θ
20 =

t−θ∫
mh

dτ

∫
Rn

Dγ
ΩG

2
0(x− ξ, t− τ)f0(ξ, τ, τ −mh)dξ.

Враховуючи (36), (37), отримуємо
∫
Rn
Dγ

ΩG
2
0(ξ, t)dξ = 0. Справджується також оцiнка

|Dγ
ΩG

2
0(x− ξ, t− τ)| ≤ C[(t− τ)1/γ + |x− ξ|]−n−γ . (42)

Тодi

Dγ
ΩJ

θ
20 =

t−θ∫
mh

dτ

∫
Rn

Dγ
ΩG

2
0(x− ξ, t− τ)[f0(ξ, τ, τ −mh)− f0(x, τ, τ −mh)]dξ.

Iз оцiнки (42) i умови на данi задачi випливає збiжнiсть останнiх iнтегралiв.
Остання формула показує, що рiвномiрно по x ∈ Rn

Dγ
ΩJ20 = lim

θ→0
Jθ20.

До всiх iнших доданкiв функцiї J2 i до всiх доданкiв функцiї J1 можна застосувати ГСI
Dγ

Ω безпосередньо пiд знаком iнтеграла, оскiльки для Dγ
ΩG

i
k, k = 1, 2, . . . , i = 1, 2, справ-

джується оцiнка (42), де у правiй частинi замiсть (t − τ)1/γ слiд писати (t − τ + kT )1/γ ,
k ≥ 1.

Теорему доведено.
5. Приклади.
Приклад 1. Нехай t ≥ 0, x ∈ R; T > 0, µ, ν — числа,

ut(x, t) +A1u(x, t) = f(x, t, µu(x, t− h)− νu(x, T + t− h)), t > h, x ∈ R, T >> h, (43)

µu(x, t) = νu(x, t) + u0(x, t), x ∈ R, 0 ≤ t ≤ h, µ > 0, ν > 0, (44)

де

A1u(x, t) ≡ F−1
σ→x[|σ|Fx→σ[u(x, t)]], t > 0, σ ∈ R, x ∈ R, (45)
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є ПДО з символом |σ|, визначеним лише на спадних функцiях по x, або [21]

A1u(t, x) ≡ 2

π
lim
ε→0
R→∞

∫
ε≤|h|≤R

∆hu(t, x)

|h|2
dh, t > 0, x ∈ R, (46)

∆hu(x, t) = u(x+ h, t)− u(x, t).

Якщо u(x, t) ≡ C, то ∆hC = 0 i в (46) A1C = 0 у класичному сенсi, а в (45) — у сенсi
теорiї узагальнених функцiй.

Формула для розв’язку задачi (43), (44) при x ∈ R, mh ≤ t ≤ (m+1)h набирає вигляду
(12), де в формулах (13) – (24) a(σ) ≡ |σ|, σ ∈ R. Тодi функцiї Gik, k = 0, 1, . . . , i = 1, 2, 3,
безпосередньо пiдраховуються [21] i, отже,

J1 =
ν

πµ

∞∑
k=0

(
ν

µ

)k T+mh∫
t

dτ

∫
R

((k + 1)T + t− τ)f0(ξ, τ, τ −mh)dξ

((k + 1)T + t− τ)2 + |x− ξ2
,

J2 =
1

π

∞∑
k=0

(
ν

µ

)k t∫
mh

dτ

∫
R

(kT + t− τ)f0(ξ, τ, τ −mh)dξ

(kT + t− τ)2 + |x− ξ|2
,

J3 =
1

πµ

∞∑
k=0

(
ν

µ

)k ∫
R

(kT + t−mh)u0(ξ,mh)dξ

(kT + t−mh)2 + |x− ξ|2
,

x ∈ R, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Якщо f0 ≡ C1, u0 ≡ C2, то при mh ≤ t ≤ (m+ 1)h, x ∈ R

u(x, t) =
1

µ− ν
[νT + (µ− ν)(t−mh)C1 + C2].

Оскiльки
∂u

∂t
= C2, то рiвняння (43) задовольняються у класичному сенсi, оскiльки

функцiя u не залежить вiд x i A1u = 0, тому що ∆hu(x, t) = 0. Умовi (44) вiдповiдає
умова µu(x,mh)− νµ(x, T +mh) = C2, яка виконується, бо

µu(x,mh) =
µ

µ− ν
(νT + C2), νu(x, T +mh) =

ν

µ− ν
[(νT + (µ− ν)T )C1 + C2].

Приклад 2. Розглянемо нелокальну задачу

ut(x, t) +A1u(x, t) = µu(x, t− h)− νu(x, T + t− h), t > h, x ∈ R, (47)

µu(x, t)− νu(x, t+ T ) = et, 0 ≤ t ≤ h, x ∈ R. (48)
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Методом крокiв для x ∈ R, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h iз (47), (48) отримуємо

ut(x, t) +A1u(x, t) = et−mh, x ∈ R, t ≥ mh, (49)

µu(x,mh)− νu(x, T +mh) = emh, x ∈ R. (50)

Функцiї

J1 =
ν

µ− ν

[
eT − et−mh

]
, J2 =

µ

µ− ν

[
et−mh − 1

]
, J3 =

1

µ− ν
emh, x ∈ R, t ≥ mh,

i розв’язок задачi (49), (50) має вигляд

u(x, t) =
1

µ− ν

[
νeT + (µ− ν)et−mh − µ+ emh

]
, x ∈ R, mh ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Рiвняння (49) задовольняється очевидно, оскiльки A1u = 0 i

∂u

∂t
=

1

µ− ν
(µ− ν)et−mh = et−mh, x ∈ R, m ≤ t ≤ (m+ 1)h.

Нелокальна умова (50) перевiряється безпосередньо.

Зауваження 1. Даний результат залишається справедливим для задачi (1), (2), якщо у
рiвняннi (1)

(Au)(x, t) =

m∑
k=0

(Aku)(x, t),

де Ak є ПДО з символами ak : Rn → R, 0 ≤ k ≤ m, однорiдними порядкiв γk, 0 ≤ k ≤
≤ m, таких, що γ0 > γ1 > . . . > γm, гладкими по σ при σ 6= 0, або з символами, залежни-
ми вiд часової змiнної t > 0 i просторових змiнних x ∈ Rn.

Зауваження 2. Даний результат залишається правильним для системи параболiчних
псевдодиференцiальних рiвнянь вигляду (1) з умовою вигляду (2).
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17. Лiтовченко В. А. Задача Кошi з оператором Рiсса дробового диференцiювання // Укр. мат. журн. —
2005. — 57, № 12. — С. 1653 – 1667.

18. Эйдельман С. Д., Дринь Я. М. Построение и исследование классических фундаментальных решений
задачи Коши равномерно параболических псевдодифференциальных уравнений // Мат. исслед. —
1981. — 63. — С. 18 – 33.

19. Эйдельман С. Д. Параболические системы. — М.: Наука, 1964. — 443 с.

20. Фридман А. Уравнения с частными производными параболического типа. — М.: Мир, 1968. — 427 с.

21. Дрiнь Р. Я. Дослiдження якiсних властивостей розв’язкiв параболiчних псевдодиференцiальних рiв-
нянь з негладкими символами: Дис. ... канд. фiз.-мат. наук. — Львiв, 1997. — 115 с.

Одержано 20.11.14,
пiсля доопрацювання — 03.02.15

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2015, т . 18, N◦ 2


